- 51

MARGINALIS ERTEKEK A GEOMETRIAI PROGRAMOZASBAN

Kléfszky Emil

BEVEZETES

A dolgozatban megmutatjuk, hogy azok a perturbdcios vizsgilatok, melyeket Mills [4]
és Williams [6] a linedris programozasra végeztek, atiltethet6k a geometriai programozadsra is,
és a geometriai programozasndl kapott eredmények teljesen megegyeznek a linedris programo-
zasndl kapottakkal. A geometriai programozasban perturbacios vizsgialatokat mar Duffin —
Peterson—Zener az [1] konyvikben végeztek (Appendix B, pp. 247-254), azonban az itt
targyaldsra keriil6 probléma ett6l eltéré természetii. A geometriai programozast illetéen a szer-
z6 [3] dolgozatara fogunk hivatkozni.

A targyaldsra kerul6 probléma a kovetkezd: Adott egy geometriai programozasi feladat és
a dudlja. Jelolje az A = (a,) = (@) = (a,-l-) m X n-es matrix,a b= (Bi) n dimenzios vektor €s
a c¢=(y;) m dimenzios vektor a geometriai programozds egyiitthatoit. Legyen az [ =
=41,2,...,m| index halmaz az I, /,,... .1, diszjunkt index halmazokra particiondlva.
Jelolje x = (§,) m dimenzios és y = (n,.) n dimenzids vektor a geometriai programozas val-

tozoit. A jeloléseket az aldbbi séman szemléltetjuk:
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feltéve, hogy
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feltéve, hogy
xA=25b,
x>0,

A geometriai programozas dualitds tétele szerint, ha mindkét feladat konzisztens, akkor a szup-
remum megegyezik az infinummal. Ezt a k6zos értéket nevezzik a geometriai programozds ér-
tékének. A tovabbiakban rogzitsik a particiondldst, és a geometriai programozasi feladatot
[4, b, ] egylitthatéju feladatnak nevezziik. Legyenek A ,bc az A, b, ¢ matrix, illetve vek-
torokkal megegyez6 dimenzidjuak. A probléma: mit mondhatunk az [(A + TA), (b + 1'13),
(c + 7¢)] egyitthatbjii feladat értékérdl zérushoz kozeli T esetében.

A probléma megoldasa soran sziikségiink lesz a geometriai programozas optimalis megolddsa

és a Lagrange fiiggvény kapcsolatira, valamint a linearis programozasbani analog regularitas fo-
galmara. Ezeket kiilon (1.8, 2.§) targyaljuk, majd ezek felhaszndldsaval a 3.§-ban adjuk a prob-
léma megoldasat.

1.§ A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS LAGRANGE-FUGGVENYE

Ebben a fejezetben egy Osszefliggést adunk a geometriai programozds optimalis megoldasai
és a programozdsi feladathoz tartozé Lagrange fliggvény nyeregpontja kozott.

Az egyszertisités kedvéért az alabbi jelolést vezetjik be:
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Definicié. Az [A, b, ¢] egyltthatoju, és adott particioju geometriai programozds
Lagrange-fuggvényének nevezzuk a

d(x, y)=xc+ by —xAy + ¥(x), x =0

figgvényt. Az x*, y* pontot a Lagrange-fliggvény nyeregpontjinak mondjuk, ha tetszSleges
y és x>0 vektorokra:

d(x*, y) < P(x*, y*) < P(x, y¥) .

Lathato, hogy az els6é harom tag csak az A, b, ¢ egyutthatoktol, az utolso csak a particiondlds-

tol fiigg.

Tétel. Az x*,y* vektorpdr akkor és csak akkor optimdlis megolddsa a geometriai prog-
ramozdasnak, ha a Lagrange fiiggvénynek nyeregpontja.

Bizonyitds. a/ Legyenek x* y* optimalis megoldasok. Ekkor a geometriai programozis
dualitési tétele szerint

x*e+ Y(x*) = by*.
A nyeregpont egyenlGtlenség baloldala
Px*, 1) < Px*; ¥%) s
azaz
x*c+ by —x*Ay + Y(x*) < x*c + by* — x*Ay* + Y(x*)
egyenlGséggel teljesiil.
A nyeregpont egyenlStlenség jobb oldaldnak
P(x*, y*) < P(x, %)
teljestiléséhez csak azt kell beldtni, hogy az
xAy* < xc + Y(x)

egyenlStlenség teljestil az x = 0 esetben. Ezt a geometriai egyenl6tlenség felhaszndldsival egy-
szerii szamoléssal beldthatjuk. Mivel y* a primal feladat megoldasa, igy:
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Erre a geometriai egyenlGtlenséget alkalmazva kapjuk, hogy:
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Logaritmizédlva kapjuk, hogy
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azaz
xc+ Y(x) = xAy* .
Ezzel a tétel egyik irdnyat beldttuk.

b/ Tegyiik fel, hogy x*, y* nyeregpontja a Lagrange fiiggvénynek. A nyeregpont egyenl&tlen-
ség baloldalabol, a ®(x*, y) < &(x*, y*) egyenlbtlenségbdl kiindulva kapjuk, hogy

(b—x*A)y < (b—x*A)y*

egyenlStlenség minden y vektorra fennall. De ez csak ugy lehet, hogy ha b - x*4 = 0, mert
kiillonben y alkalmas véilasztasival ez nem teljesiilne. Igy x* a dual feladat lehetséges megol-
dasa. A nyeregpont egyenlétlenség jobboldalibol, a ®(x*, y*) < &(x, y*) egyenltlenségbdl
kiindulva kapjuk, hogy az

(1) x*c —x*Ay* + Y(x*) < xc — xAy* + Y(x)
egyenlGtlenség fenndll minden x > 0 vektorra.

Mint el6bb lattuk, az x* a dudl feladat lehetséges megoldasa, azaz x*A = b, s ezt (1)-be
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helyettesitve kapjuk, hogy
(2) x*e — by* + Y(x*) < xc — xAy* + Y(x),
minden x = O-ra.
De ekkor az x helyébe az x + x* vektort téve:
x*c—by*+ Y(x*)< xc+ x*c— xAy* — x*Ay* + Y(x + x*) ,
azaz:
Y(x*) < xc — xAy* + Y(x + x*) .
A Y fliggvény konvexitdsa miatt azonban a
Y(x*) < xc — xAy* + Y(x) + Y(x*)
egyenlGtlenség is fenndll, s igy az
(3) xAy* < xc+ Y(x)
egyenlStlenség teljesiil minden x > 0 esetben.

Rogzitsiink egy tetszSleges k, indexet, és legyen
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Helyettesitsiik ezt (3)-ba, elészor csak az i€ 1"0 esetre:
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Ez, minthogy minden k, indexre fennall, azt adja, hogy y* lehetséges megoldédsa a primal
feladatnak.

A (2) egyenlétlenséget x = O pontra alkalmazva kapjuk, hogy
(4) x*c+ Y(x*) < by*.
A (3) egyenlStlenséget x = x* pontra alkalmazva kapjuk, hogy
(5) by* < x*c + Y(x*).
A (4) és (5) egybevetésébdl adodik, hogy

x*c+ Y(x*) = by*,
azaz x*,y* megolddsok optimalisak is. i

Megjegyezziik, hogy a tétel els6 része — az optimadlis megolddsok nyeregpontjai a Lagrange
fliggvénynek” — egy altalanos dualitasi tétel kovetkezményeként taldilhatd Rockafellar [$5]
konyvében (pp. 326).

2.§. REGULARIS GEOMETRIAI PROGRAMOZAS

A perturbacioés vizsgdlatoknadl fontos szerepet jatszik a regularitas.

Definici6. Azt mondjuk, hogy a geometriai programozdasi primal feladat regularis, ha telje-
sdl az aldbbi primal regularitasi feltétel; Az

Ay <0,
by=0,
y+0
egyenlGtlenségrendszernek nincs megoldésa.

Azt mondjuk, hogy a geometriai programozési dudl feladat reguldris, ha teljestl az aldbbi dudl
regularitdsi feltétel: Az



egyenlStlenségrendszernek nincs megoldésa.
A geometriai programozast reguldrisnak nevezziik, ha az primal reguléris is és dual regularis is.

Az alabbi tétel a regularitasi feltételek és feltételi halmazok konzisztencidja kdzott ad kapcsola-

tot. (MielStt a tételt kimondandnk, emlékeztetiink két definiciora: Kanonikusnak nevezzik a

dudl feladatot, ha az x4 = b, x> 0 egyenl6tlenség megoldhaté. Szuperkonzisztensnek nevez-

zuk a primal feladatot; ha a .; gr W 1, (k=1,2,...,p) egyenlStlenség rendszer meg-
i€l

oldhato.)

1. Tétel. a/ Ha a primdl regularitds teljesiil, akkor a dudl feladat kanonikus.
b/ A dudl regularitds akkor és csak akkor teljesill, ha a primdl feladat szuperkonzisztens.

Bizonyitds. a/ Az Ay <0, by=>0, y+# 0 egyenl6tlenségrendszer nemmegoldhatosaga
azt jelenti, hogy az a,,a,,...,q, ,— b vektorok dltal generilt kip dudlisa csak a zérus elemet
tartalmazza. De ekkor ez a kup kell, hogy az egész teret kiadja, azaz elSallithato a kovetkezd vek-
tor

b—(al+a2+...+am)=i§§iai+t9(—b)
ugy, hogy §=0, 3= 0. .
Ebbdl:
m l+gi
sy (1F 0T
1+ %

legyen §, = T8 ésigy b=xA, x> 0.

Ezzel a tétel a/ részét igazoltuk.

b/ A dual regularitas azt jelenti, hogy az
xA =0,

X0

m

k=1

s ¢
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feltételu és
min (xe¢ + Y(x))

célfiiggvényii geometriai programozasi feladat vagy nem konzisztens vagy a célfiiggvény mini-
muma pozitiv.

Az ennek megfelelé primal pérja:

._\_4' e(a,'yl)(.yi 77)—

LS k=1,2,...,p),
i€l

sup | (0, 1)« (¥, m)!.
Azaz:

N ey =i -n
e? Vg ¢

. ’ (k=172"",p),
iElk

sup n .

Ezen primal feladat mindig konzisztens. Ha a dudl nem konzisztens, akkor n - o, azaz

i a;y —

ié-le ey =10 .

Ha a dudl konzisztens, akkor a dualitasi tétel szerint van olyan primal megoldas, melyre n > 0,
tehat szuperkonzisztens a feladat.

Forditva, ha a primél szuperkonzisztens, akkor a geometriai programozas f6 lemmadja alapjan az

m
xA =0, x>0, "\f g, = 1 egyenl6tlenség minden megoldédsira xc + y(x) > 0. De igy a dudl
l:

regularitds sem teljestilhet. i

A kovetkezs tétel a regularitasi feltételek €s az optimélis megolddshalmazok kozotti kapesolatot
mutatja. Jelolje # a primadl feladat feltételi halmazat, #* a primal feladat optimalis megolda-
sainak halmazait, és hasonloét jelol a &, 2* a dual feladatra.

2. Tétel: a/ A nem iires »* akkor és csak akkor korldtos, ha teljestil a primdl regulari-
tasi feltétel.

b/ Ha 7 nem iires és a primdl regularitisi feltétel teljesiil, akkor #* sem iires.
¢/ A nem iires @* akkor és csak akkor korldtos, ha teljesiil a dudl regularitdsi feltétel.
d/ Ha 7 nem iires és a dudl regularitdsi feltétel teljesiil, akkor 2* sem iires.

Bizonyitds. a/ A [3] dolgozat 3.§. 2 kovetkezménye szerint a nem (ires # ., fels6 nivo-:
halmaz korldtossiaganak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az A madtrix sorvektorai és a
— b vektor 4ltal generalt kup kiadja az egész R"™ teret. Ez azonban a Farkas lemma szerint
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equivalens a primdl regularitasi feltétellel.

b/ A primal regularitds biztositja, hogy tetsz6leges felsé nivéhalmaz korlatos, igy azon a célfiigg-
vény felveszi szuprémumaét.

¢/ ElBszér azt latjuk be, hogy ha ~* nem korlitos, akkor nem teljesil a dual regularitas. Ugyan-

m
1s ekkor van olyan xl,xz,...,xq,...ef/* sorozat, hogy (x| = o« |llx | = ‘:1 gi].
‘:
. xq
Legyen x = .
B e T

Az X ” sorozatbdl kivédlaszthatd egy konvergens részsorozat, (tegyuk fel, hogy maga az )74
sorozat az), amelynek hatarpontjat jelolje X. Az x ? kielégiti a feltételi egyenletet, azaz
qu = b, 2

Ebbdl ||xq|| normaval vald osztéassal

2 A=t

= —— b.
q
I, I

Igy az X torlédasi pontra kapjuk, hogy
XA =0, Ixi =1, ¥20.
A célfliggvényben pedig az
w=x,¢+ lJ/(xq) - ||xq||(qu + lll(xq)) )

azaz az

oG + o
FARC vixg)

egyenlGségbdl hatdrértékben kapjuk, hogy
0=xc+ ¥(x).

Vagyis a dudl regularitais nem teljesil.

Forditva, ha a dual regularitas nem teljesiil, akkor van olyan x = 0 vektor, hogy

Xl =1, XA=0, é xc+ ¢(x)<0.

De akkor tetszéleges x* € * optimdlis megoldasra és tetszGleges nagy & = 0 szdmra fenn-
all, hogy

W< elx*+ 0X) + Yx* + 9X) < ex* + Y(x*) + Hex + X)) < ex* + Yx*) = w .
Igy

clx* + 9x) + Y(x* + 9%) = w, azaz * nem korlitos.
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d/ Az 1. tétel b/ értelmében, ha a dudl regularitis teljesdl, akkor a primal feladat szuperkon-
zisztens, ekkor nyilvan konzisztens is és igy a geometriai programozas f6 lemmdja (Id. pl. [3])
szerint a dudl feladatnak véges w infinuma van. Ha a dudl nem veszi fel infinumat, akkor van

olyan x;,x,,..., Xgseo sorozat, hogy

||qu| >0, € cox, + w(xq)—» @

Azonban

X
_ = ~ o e G
xg + Wxg) = IxIexy + Y0xp D), ahol 3, =g

Igy X, illetve ;q vektorokra fenndll, hogy

1

X A= b,

q |qull

~ i~ B l

€x, + w(xq) = ———"xq” (xqc+ x[/(xq)).

De ekkor az x torlodasi pontra kapjuk, hogy
¥4=0, Id=1, X¥»0, x+y®=0,
ellentétben a dual regularitassal

A kovetkezGkben a regularitasnak egy fontos tulajdonsagdt vizsgaljuk. Legyenek adva az A, A
m X n méretli matrixok, a b és b n dimenziés, a ¢ és ¢ pedig m dimenzi6s vektorok,
valamint a 7 tetsz6leges szdm. Legyen rogzitve az I indexhalmaz valamely particionaldsa. A
regularitds az alabbi ’nyilt” tulajdonsiggal rendelkezik.

3.Tétel. Az A+ 1A, b+ Tl;, c+ 1¢ egyiitthatbjii geometriai programozadsi feladatnal
azon 1 szdmok halmaza, ahol a primdl regularitds teljestil, nyilt halmaz. Hasonléan, ahol a du-
al regularitds teljesiil, szintén nyilt halmaz.

Bizonyitds. A bizonyitdst a primal regularitisra végezzik el; dudl regularitidson teljesen ana-
16g az eljaras.

Az egyszerliség kedvéért tegylk fel, hogy 7= 0 helyen teljesiil a regularitis. Ha nem lenne o-
lyan Ty > 0, hogy a [0, 7,) intervallumban teljesil a regularitas, akkor lenne olyan Ty Ty secs
S Tgrns zérushoz tarté pozitiv szamsorozat, hogy

(A + ‘rqA)yq <0,
(6) (b+71,b), >0,

yq#=0.
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A (6) egyenlGtlenségrendszerbdl az ||y 2 I normaval valé osztdssal kapjuk, hogy
l (A4 + TqA)yq <0,

(7) (b +'rqb)yq>0,

Iy, Il = |

A (7) egyenl6tlenségrendszert kielégitd ;q vektorokbol kividlaszthatd konvergens részsorozat,
mondjuk maga ;q ilyen, melynek limeszpontja legyen ; Nyilvan (7) a torlodési pontra is
fennall, azaz:

<0,

=

A
by=0,
Iyi=1.

Ez ellentétes azon feltevésiinkkel, hogy a 7= 0 helyen a primal regularitas teljesiil. §

3.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS ERTEKENEK VALTOZASA

s s

dat. Az A, 5 ¢ az A, b, c-vel azonos méretli matrix, illetve vektorok. A kovetkezd tételben
feltételt adunk a perturbalt feladat konzisztencidjara és egy formulat a perturbélt feladat val-
tozasainak értékére.

Tétel. (I) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az [(A + T/i), (b + 7b), (¢ + 'rc:)]
egyiitthatbji perturbdlt feladat konzisztens legyen valamely [0, 7o) intervallumon tetszlleges,
de fix A, b, ¢ perturbdcibs egyiitthatbkndl az, hogy az [A, b, c]| egyiitthatbjii feladatra a regu-
laritdsi feltételek teljesiilienek.

(I) Ha az [A, b, c] feladatra a regularitisi feltételek teljesiilnek, akkor tetsz8leges A .
l;, ¢ perturbdcios egyiitthatékhoz van olyan |0, o) intervallum, hogy a perturbalt primal fela-
datnak is és a dudljanak is van optimdlis megolddsa minden 7€ [0, 7o) esetén és amennyiben
w(7)-val jelsljiik a program értékét, akkor
fim A1) = w(0) _ max_ min_ (xc + by — x/iy) .
=0 T ye P xe*

Ezt a derivdlt értéket Mills terminolbgidjat kovetve " a geometriai programozds margindlis ér-
tékének” nevezziik.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsit, hogy dttekinthetGbbé tegyiik, tobb lépésben végezziik el.
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a/ El6szor azt mutatjuk meg, hogy a feltételek sziikségesek. Az, hogy a dudl konzisztens
equivalens azzal, hogy a primdl célfiiggvény korlatos, ez viszont equivalens azzal, hogy nincs o-
lyan primal megoldds, melyre

(A + ‘r/i)y < 0,
(8) .

(b+7b)y>0.
Azonban, ha van olyan y, melyre:

Ay<O0,
9) by=0,

y#0,

teljesul, akkor A=0 és b olyan megvalasztasival, hogy 5y > 0 legyen, semmilyen kicsi

7> 0 szdmra nem lehet elérni, hogy (8) ne teljesiiljon. Vagyis szuikséges, hogy (9) ne teljesiil-
jOn, azaz a primal regularitas fennélljon.

A primal konzisztencia azt jelenti, hogy

X e(a,-+15,-)y = (yi*1)

= <0, (k=1,2,...,p)
i€1},

egyenlGtlenség fennalljon.

EbbSlaz A =0, v,=—1, (i=1,2,...,m) megvalasztassal a
o P g (k=1,2,...,p)

i€l

egyenlGtlenségeknek kell teljesiilniok. Ennek valamely 7> 0 szamra valo teljesulése azzal equi-
valens, hogy a primal feladat szuperkonzisztens, de a 2.§. 1b/ tétel szerint csak akkor szuper-
konzisztens, ha a dudl regularitas teljesdl.

b/ A 2.§. fejezet 3. tétele biztositja, hogy van olyan [0, 7) intervallum, ahol mind a pri-
mdl, mind a dual regularitas teljesil az A4 + TA, b+ 1h, ¢+ 1¢C egyutthatoju feladatra 7€ [0, 7)
esetekben. A 2.§. fejezet 1. és 2. tételei szerint minden 7€ [0, 7) értékre a megfelel6 #* és
“* optimdlis halmazok korlatosak. |

Megmutatjuk, hogy J’: és f/: egyenletesen is korldtosak valamely [0, TO), T < 7 interval-
lumon.

Indirekte, tegyiik fel, hogy nincs olyan [O, TO) intervallum, ahol ,%’: és ’j: egyenletesen kor-
latosak lennének. Ekkor létezik olyan TysTysesTyses
melyekhez tartozo6 valemely x;, y; optimdlis megolddspdrra az alibbi hdrom eset valemelyike

all fenn:

. zérushoz tart6 pozitiv szamsorozat, a-



1/ IIx‘;II > €s

2/ ||x;|| korlatos és

3/ ||x;||->oo és ny;n-»w.
x* *
Jeloljik: x*=-—3%, és y*= y", .
e lxgl eyl

| yl;ll korlatos,

Iyl >

65 =

Az ;q* korlatos ponthalmozasbdl kivalaszthato konvergens részsorozat. Az egyszerlibb indexe-
zés kedvéért feltehetd, hogy ez mar az, és legyen 35; - Xx*. Hasonléan ;q* > y*. Irjuk fel,

hogy mit jelent az, hogy ezek optimélis megoldasok.
A dual feltételt kielégitik:
(10) Xq(A+TqA)=b+Tqb, x =0.

A primal feltételt kielégitik:

y B e O S P 22
: e(a, 7q8)Yq — itTg i) <1 G=1. 2.0,
ielk

de ekkor fennill, hogy

o . .
(11) (A+'rqA)yq<c+ 7,€ -
A két célfiiggvény értéke megegyezik:

(12) w, =(b+Tqb)y;=x;(C+TqC)+ tl/(x;).

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy mindegyik esetben ellentétbe keriiliink a regularitasi feltéte-

lek teljesuilésével.

1. eset. A (10) és (12) Osszefiiggésekbdl, ||x;|| normdval valo osztas utin kapjuk, hogy

~ A2 - 1 A
X, (A4 + TqA) = T (b + Tqb) "
(13) 5 1
xq(c + ch) + d/(xq*) = —";;;ﬁ b+ 'rqb)y; -

Mivel || y;H korlatos, a (13)-bol az x* torl6dasi pontra nyerjiik, hogy:

x*4 =0 Ix*= 1, x*=>1, és

ami ellentmond a dudl regularitdsnak.

X*c+ Y(x" =0,

2. eset. A (11) és (12) dsszefiiggésekbdl Ily;|| normdval val6 osztas utin kapjuk, hogy



— G

A ~* 1 A~
(A4 + ‘rqA)yq < —Ily‘;ll (c+ 'rqc) s
(14)

(b+1,b)5 = Fylﬁ [xx(e+ 7,0+ Y.

Mivel ||x;|| korlatos, a (14)-bdl az ;* torlédasi pontra nyerjik, hogy
Ay*<o0, by*=0 és Iy*I=1,

amely ellentmond a primdl regularitasi feltételnek.

3.eset. A (10), (11) és (12) osszefliggésekbdl II}(;II illetve Ily;ll normadval valo osztas
utdn nyerjik, hogy

i e i _1__ "
(15) X, (A4 + TqA) = ||x;|| (b + 'rqb) b
A ~y 1 - A
(16) (4 + TqA)yq < Ily‘;ll (c+ ch) e
(17) 1@+ 7,530 = X1 % r (e + 7,6 + YGED! -

A (15) és (16)-bodl a torldédasi pontokra kapjuk, hogy

¥*4=0, Ix* =1, X*>0, és
(18)

Ay*<0, 191 = 1.

Azonban a regularitési feltételek teljesiilése miatt a torldddsi pontokra, melyekre (18) fenndll,
kell, hogy az

X*c+ Y(x*)>0 és
(19) ~
by*< 0
egyenldtlenségek teljestiljenek.
De (17)-bol adodik, hogy
(b + 4 b)yq - by
és
~% & o ol ™
xq(c+ 'rqc)+ \I/(xq)—> x*c+ Y(x*),
ezért kell, hogy legyen olyan 7 i melyre
(b + qub)yqo <0 ¢ XZ0 (c+ quc) + w(xqo)> 0,

Ami ellentmond a (17) egyenl&ségnek.
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Ezzel az egyenletes korlatossigot igazoltuk.

¢/ Legyenek a TysTosewnsT, .,= 0 zérushoz tart6 sorozat valamely megfelel6 optimalis

4
megoldasai az xr, x;, .30 x;, ... illetve az yi‘,y;, o s y;, ... vektor sorozatok. Megmutat-
juk, hogy az x; sorozat barmely torlbéddsi pontja “* halmazhoz, és hasonlbéan y; sorozat

torléddsi pontjai #* halmazhoz tartoznak.
Az egyszerliség kedvéért feltehetd, hogy az indexezés mdr olyan, hogy x; - x* és y; -> p*,

Mivel x;, y‘; optimdlis megolddsai a 7 paraméteri perturbalt feladatnak, ezért fenndll, hogy

q
x;(A+TqA)=b+Tqb, xq>0,
(20) Sttt e (=1,2,...,8)
i€I)

b+ 7,B)y3 = x}e+ 1,0+ Y(xp) .
Hatéarértékben (20)-b6l kapjuk, hogy
x*A =b
x¥ =20,

1 .*_ '3
oer Bl k=1,2,...,p),
=M -

by* = x*e:+ Y(x*),
azaz x*e€ a* é y*e I+,

d/ A kovetkez6kben meghatdrozzuk a program margindlis értékét, felhasznilva a geometriai
programozds Lagrange filiggvényének nyeregpont egyenlGtlenségét. A tovabbiakban a Lagrange
fiiggvényben a programegyutthatokat is feltiintetjiik.

TetszSleges 7€ (0, 7)) paraméterre a Lagrange fiiggvény nyeregpont egyenlGtlenségét az x =
=Xx5, V= ya helyen felirva kapjuk, hogy

(21) ®A+ 1A, b+ 1h,c+ 1, x2, ¥ < W(T) < B(A + 1A, b+ T, ¢ + ¢, x5, ¥}) .

A 7=0 paraméternél az x = xY, € y =y helyen a nyeregpont egyenl6tlenségb6l —I-gyel
valé szorzds utjan a

(22) -®(A4, b, c, x:‘ Yo) < — w(0) < — P4, b, c, Xg:¥7)
egyenl6tlenséghez jutunk.

A (21) és (22) egyenlStlenségeket dsszeadva és 7 szammal osztva nyerjiik, hogy
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w(1) — w(0)

- < (xge + by? = xOAy*)

(65 c+ by0 - x*Ay0)<

egyenlStlenség fennall minden xj€ #* és Yo € 7* esetén.

De akkor fenndll a
: ere A e (1) = w(0) il
(23) yrga}}* (xc+ by =%, Ay) < = < xrén; (xc + by xAyY)

egyenlGtlenség is.

Minthogy bizonyitisunk c/ részében megmutattuk, hogy y* torloddsi pontjai »* elemei,
igy tetsz6leges € > O-ra, ha 7 elég kicsi, fennall, hogy

(24) mm (xc + by —xAy*)< max_ min (xc + by—xAy)+e
yeS* xeg*

Hasonl6an, mivel x) torlodési pontjai egyuttal Z* pontjai is:

25 max_ (x*c + by — x*4 min_ max, (xc+b — ),
(25) yew(, P =X Ay) & S, man y )

A (23), (24) és (25) egybevetésével adodik, hogy

g 2= WD) max_ min, (xc + by — xAy)
T yer* xey*
egyenlGtlenség teljesiil tetszéleges € > 0 szamra, ha 7 elég kicsi, ami a tétel formuldjival equi-
valens. §

Megjegyezziik, hogy a tétel bizonyitisinak c/ része dnmagaban is egy érdekes Osszefiiggést ad a
#¥ ésa 27, 1€ [0, 7,) paraméteri geometriai programozési feladat optimélis megoldéshal-
maz rendszereirdl. Ez az Osszefiiggés Dantzig—Folkman—Shapiro [1] egy altalinos

halmazkonvergencia tételébdl is kikovetkeztethetd.
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Summary

Marginal Values in Geometric Programming

The present paper describes, how perturbational examinations carried out by Mills [ 1] and
Williams [2] on linear programming can be adapted for the purpose of geometric programming
too and how totally the results obtained with geometric programming conform to those ob-

tained with linear programming.

The result of the paper is summarized in the theorem of Chapter 3, i.e.: Let us consider
the pair of geometric programming problems (primal and dual) given, having a given partition
and the coefficients being A, b, ¢; and let us further assume the perturbational coefficients to
be /i, 1;,5 and the perturbational parameter should be the scalar 7> 0.

Theorem. (I) The necessary and satisfactory condition for the perturbated problem with
the coefficients A + 1A , b+ ‘rl;, ¢+ 7¢ to be consistant in some interval [0, 7,), applying
free chosen, but fixed perturbational coefficients, is a regular geometric programming. (Ge-
ometric programming is called regular if its lots of optimal solutions are not empty, limited
ones.)

(II) If the problem is regular, there must exist an interval [0, 7,) for the perturbational
coefficients A, b, ¢. which gives optimal solutions for the pair of perturbated problems and
for every scalar 7€ [0, 7,) and if the value of the programme is nominated w(r), the for-
mula

. w(rt) — w(0 ; - 2
lim = max_ min (xc + by — xAy) .
=0 T yE.’y*xefﬁ*

may be regarded as valid for the marginal value of the programme.

For the proof of the above mentioned theorem it is found desirable to demonstrate first
the interconnection between the Lagrange-function and the lots of optimal solutions (Chapter
1) and that of the regularity conditions and the lots of optimal solutions (Chapter 2) as well.
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Pes3awwume

MapruHanbEHe 3HAYEHUA B I'eOMETDPHUYECKOM ITPOrpaMMUDOBAHMU

B sToit padoTe MH NOKaxeM, YTO MCCIEZOBAHUA BO3MymEeHHM#, KoTO-
pue Muwnnc (1] u BunbsMc (2] mpOBOZMIM B JUHE{HOM IPOIpaMMypo-
BaHUM MOI'YyT OyTH NEPEHECEHH B I€OMETpPUUYECKOE IIPOI paMMUPOBAHME
M pesyJNBTaTH IONydYEeHHHEe B I'eéOMETPUYECKOM IIpOrpaMMMpOBAHMM,
MOJIHOCTEN COBNAZANT C MOJYYEHHHMU B JMHEHHOM IDOIpaMMUPOBAHUM
PesynpraTh paCOTH NOZMTOXEHH B TeopeMe 3-ero maparpada. IycTs
ZaHa Iapa 3aZ84 I'eOMeTpHMYECKOIr'0 IIPOT'DaMMUDOBAHMA C KO3hduum—
EHTAaMU. A4, b,c M C UBBECTHHM pa3OueHueM. IIycTs A, b, ¢, = KO-
90QUIMEHTH BO3MYUWEHMS U CKAJAD 7> 0-IIApaMeTp BO3MYMEHUS.
Teopema: (I) Juas Toro, 4To6H BO3MymMEHHAA 33za¥a C KosQduuueH-
TaMH A+ 7d, b+71h, c+7c OHIA COBMECTHMA Ha MHTEpBale [0,7,) IpH
JOOHX (UKCHPOBAHHHX KOSQPULMEHTAX BO3MYyULEHUs, HEOOXOZMMO X
Z0CTaTOUYHO, YTOOH I'€OMETPUUYECKOE NPOr'paMMUpOBaHUE OHJIO pPEeryi-
AIDHHM /TeOMeTpMYECKOe NPOTpaMMUPOBAHME pEryJApHO, eciam olrac-
TH €I'0 ONTHMAJBHHX pemeHu#t He myctw u orpanuuedn/. (II) Ecau
sazayva peryisfpHa, TO LJIA KO3QOMIMEHTOB BOBMYWEHMA A, b, ¢
CymecTByeT MHTEpPBAaJ [0,7,)y TAKO#, YTO ¥ BO3MyNMEHHAA NAapa
38789 UMEeT ONTUMAJTBHOE pelleHMe I KaXZoro CKaasdpa re [0, 7,)
M eCIM SHaUEHHMe IIpOorpaMMb OCO3HaUMM Yepe3d w(r), TO AJIA Mapru-
HAJIBHOI'O 3HAYSHUSA NPOr'DAMMH BHIIOJIHAETCH

}%M= yrgax* xrgin*(xé + by —xAy).
Jsi IOKas3aTeNbCTBA TEOpPEeMH HEOOXOZMMO IIOKa3aTh CBA3EL MEKRLY
dyexuueit Jarpanxa ¥ ONTUMAJIBHHMM DENEHUAMHM B I'€ OMETDUYECHKOM
nporpauMmupoBasnu (§I.) a TaKEe CBA3H MEXLY YCHOBUAMHU peryi-
SIDHOCTA ¥ OOJACTAMYU ONTHMANBHHX peleHu (824)
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