SZIMULACIOS EREDMENYEK AZ ELEMI GAUSS
FOLYAMAT PARAMETEREI BECSLESEINEK
ELOSZLASARA

Arat6é Matyas — Benczur Andras

BEVEZETES
A dolgozatban megyvizsgaljuk a stacionarius Gauss-Markov folyamat m = Mg(t) és A

1
(M (50 —m) (g(t + 1) —m)] = = & M7ly paraméterei kiilonbozs becsléseinek viselkedését
Monte-Carlé6 modszerrel. —
Az Arat6-Benczur [1] (Iasd még Benczur [1]) tdbldzatai alapjin lehetGség van (m = O ese-
tén) az id6ben folytonos eset maximum likelihood becslése és a 2. §. (2.1) — (2.5) becslései-
nek Osszehasonlitdsara. Az [.1 — 1.6 tdblazatok megadjak T = 20, 60, 100 megfigyelés esetén

az empirikus eloszlasok p = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 0.9, 0.95 kvantiliseit. Figyelemre mélté a
statisztikai irodalomban nem hasznalt

et

(2.4) &4 E,
23 2
£

0

becslés eloszldsa kvantiliseinek jo egyezése a )\p (elméleti uton nyert) oszlop kvantiliseivel.

A 3 §. tablazataiban a (3.1) — (3.3) becslések eloszlasainak kvantiliseit adjuk meg. A II.
tablazat m becsléseinek dtlagat és szoérdsat adja meg. Az m kiillonb6z6 becslései azonosan vi-

1 1
selkednek €s szorasuk kozel van az elméletileg adodo i értékhez (de nem az E érték-

hez). A A\ paraméter becsléseib6l nem adddnak alsé konfidencia hatirok, mivel tetszéleges
X becslésre adott p esetén A-t6l flggetlentl létezik olyan X5 hogy

sup P}\m{i‘> X }> P

A>0 ¢ P
Az X, értékek numerikus meghatdrozasa csak a (3.3) becslések esetén sikeriilt elméleti Gton.
A III. tablazatok megadjdk a p (p = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 0.9, 0.95) kvantilisek viselkedését
A fliggvényében.

Az empirikus eloszlasfiiggvényeket 100-as mintékra hatdroztuk meg. Egy A, T értékpar-
hoz 10-20 ilyen empirikus eloszlasfiiggvényt szamoltunk ki. A program leirasat a 4. §-ban ad-
juk meg. Adott paraméterérték és kiindul6 véletlen szim esetén a program 1-2 perc idétartam
alatt fut le (CDC 3300-as tipusu gépen).



1. §. A LIKELIHOOD FUGGVENY

A (t) id6ben folytonos staciondrius, Gauss-Markov folyamat az M£(t) = m, M(¢(t) — m) -
Et+ 7)) —m)= 02. . g Al Osszefliggésekben szereplé m, 0%, X paraméterekkel jellemezhe-
t6 (m tetszbleges valdés, A > 0). Ismeretes, hogy a o% = 202 paraméter a £¢t), 0<t<T
folyamat egy realizdciojabol 1 valoszintliséggel becsiilhetd (Baxter tétele). A folyamatot jellemzdé
két paraméternek a A és m mennyiségeket tekintjik, mivel a

(1.1) t=t T, EO=¢{)-0; VT

leképezéssel az dltalanos feladatot a o, = 1 és T=1 esetre vezethetjlik vissza. A tovabbiak-
ban ezért a realizicidkat mindig a [0, 1] intervallumban vizsgiljuk. A két paraméter egytttes
becslése eloszlisa megvizsgalasat Kolmogorov vetette fel 1948-ban Jerevanban. Részbeni megol-
dést — amikor is egyetlen ismeretlen paraméter van — adnak Araté [1], [2], valamint Benczur [1]
és Arat6-Benczur [1] cikkei.

Az idGben folytonos folyamatrél jolismert, hogy kielégiti a
de(t) = — Ag - dt + de(t)
sztochasztikus differencialegyenletet.
A tovédbbiakban sziikségiink van a kovetkezo tételre:

1. Tétel: A £(n) regularis folyamat akkor és csak akkor staciqnzirius Gauss-Markov tipu-
su, ha kielégiti a
(1.2) £E(n) = pt(n — 1) + e(n)

differencia egyenletet, ahol e(n) egy fuggetlen Gauss sorozat.

Az 1. Tétel alapjidn az idGben folytonos folyamat diszkrét £(nA) megfigyelései, (A > 0
és n=0,+ 1, 2,...), kielégitik a (2) Osszefuiggést, ahol
(1= e—ZA'A)

N )

p=gra& gf=-—_ ¢

A (2) dsszefuggés modot nyujt az id6ben folytonos folyamat pontos imitdldsira szdmologépen.

A £(t), 0<t< 1 realiziciok terén értelmezett P, =~ Gauss-Markov meérték, valamint a
V = L x W standard mérték, ahol L a Lebesgue, W pedig a feltételes Wiener mérték Radon
— Nikodym derivaltja (lasd Araté [2])

dP A A 1
(1.3) —@¢@®) = |/— exp {— — [(£(0) — m)® + (1) —m)® — 1 + A f(s(l)—m)zds1}=
dVv g 2 0



B

1 A
= V —exp {— 7[52(0) +£2(1) + xo}sz(s)ds —2m(£(0) + £(1) + J\Oflé(S)ds) +

o 2
+ m2(1 + A) — 1]}= |/ Aexp {—L [M -1+ A}(s(s) —}s(s)ds)zds+
s 2 7 0 0

I 5(0); £(1)

1
) + A(m — sz(s)ds)z]} .
Az idGben diszkrét £,,...,& realizacio strliségfiiggvénye

n=

(14) p(x,,...,x )= (2ro) ® (1—p?) 2

= e e =)
ool (0 1=

L 1
+ i%z(xi — k.., — il —p))2]} = (2m0) " (2m0)'P exp{— 2f.z[(xl =

—m? (= p?)+ £ 0y —px, —m1 = p2)].
i=2

A (3) és (4) osszefiiggésekbsl az m, A (ill. m, p) paraméterek maximum likelihood becslése-
ire a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

1
(15) —==(] = ) =2s) = (m —m)’ —A(m —m,)* = 0,
2m —m;)+ A(m-m,)=0,

ahol

_ HO)+ (1)

4 2 _ 1 2- 2_1 1 2
m, 5 , My, —Of‘c’(S)dS, 8y = T(E(l) —£0)~, 85 —Of(E(S) —off(t)dt) ds.

Az (5) egyenletek alapjdn az fﬁ,;\ becslések kozott a kovetkezd Osszefliggések adddnak:

A
Eml + )\mz

A
1.5") m= =
( 24+ A

b

@+ 32 — 2@+ N2 - 1/2) - 2222 + 3)?s? - 23%(m, — m,)? -

— 2%m, —m,)? =0,

2
Az s>

kétol.

s%, m, — m, statisztikdk el6nye, hogy fuggetlenek a #(t) folyamat kiindulési érté-

Az id6ben diszkrét esetben



— P

(16) {(l+p)(x1—m)+ %[xi—m—p(xi_l—m)]}=0—-

p
1—p2

1 2 4
+;2- {p(xl —m)” + ?[xi—m—p(xi_1 —m)] (x;_, —m)}=

adédik, ahonnan
azeni=l
s x1+xn+(1——p)§xi
m = —

2+ (n—2)(1 —7)

~ ~ ~ ~ n ~ ~ ~ ~
~ P +(l-—92){p(xl ~ m)? + gllxi—m—p(xi_l = m)] (%4 —m)}.= 0.

Az

1 1°F ’ 1.3 2 g T3
my = S (E0)+ §D), my = /&, 5§ = —{E2(0) + £ (D, 55, = [E2 (0t
statisztikdk egytittes karakterisztikus fliiggvényé€re, lasd Arato [1], (M £(t) = O esetén)

K
2/xe? ¢l (a,)

VTlp(ey a1

‘M exp{x(alm1 + azs + 3My + a,s 02)}

s
- exXp — +(—— 5 )[( 1a10€(1+e—m)(a‘)+ia3o§-
2 03 (a,) B ¢7(ey) 2

22 . . 2
1 {_ @ a3a_+a30- - lay 1a3)\+a2a3oe_

1—e v ). &= Tia,y02 + vK? — 2To? ia,)e?* — (K — To2 i, — v(a,)) N
‘pl(a4) b T‘p(a2 ,(14)

- e“’(““,)

—p(a4)) s )

i, 0
e \/K2—2Ta§2ia4

(K- Togiaz + p(a,)) — (K — TOE2 i, ) o(ey, Y~ vios) ]}
To(ay,ay)

o]
+(7—og(1+e

adodik, ahol K=+ T
¢, (@ = VK? — 2To? ia

1 .
oy 0,) = e (K — Tolia, + ¢(e,))? —



g ~¥laa) (K — Toeg ia2 — cp(a4))2 :

A karakterisztikus fiiggvény felirdsa azonban nem jelenti a probléma megoldésat, mivel a legegy-
1 T Ik 1
szeriibb becsléseket véve is a két ismeretlen paramétere, (pl. a -_}— ({ g(t)dt, f(¢(s)— ,—r— I s(t)dt)z ds
0

statisztikdkat) azok eloszldsa (karakterisztikus filiggvénye) nem hatirozhaté meg. A statisztikak
aszimptotikus viselkedésére vonatkozé kovetkeztetéseket azonban le tudjuk vonni. Tekintsik a
\/Xml, ﬁmz, )\s(zn, )‘25(2;2 statisztikdk karakterisztikus fliggvényét A = 0 esetén. Kdnnyen
lathato, hogy

(1+3)

Mei(alx/xmﬁaz\/;mz*“as\/;sgﬁu A2st)_ + o(K) .

. ; i 12
{1'—0§1¢x2 +%[(1 —0§1a2)2 + I — 202% ]}

2. §. EGYETLEN ISMERETLEN PARAMETER KULONBOZO BECSLESEI ES A
BECSLESEK ELOSZLASAI

Haa £(t) (0<t< 1) folyamat egyetlen ismeretlen paramétere m = Mg(t), akkor m
maximum likelihood becslése

A my, +
N
2+ 2
202
normilis eloszlasa m, D?(m) = 2—_'_%\ paraméterekkel (lasd pl. Grenander [1]).

Legyen a tovdbbiakban m = 0 és az ismeretlen paraméter A. A A paraméter maximum
likelihood becslésének eloszldsdt kiilonbozé A értékekre egy el6bbi cikkiinkben megadtuk
(Arat6 — Benczur [1]). Mivel mind a folytonos, mind a diszkrét esetben eddig ez az egyetlen ana-
litikus uton meghatérozott s tdbldzatba foglalt eloszlés, a gyakorlatban hasznélt becsléseknek a
maximum likelihood becsléssel val6 Osszehasonlitdsa €s az idében diszkrét és idében folytonos
eset eredményeinek Osszevetése igen fontosnak tlinik. A mar emlitett Araté6 — Benczur [1] cikk
tablazataibdl lathatd, hogy a maximum likelihood becslés eloszldsinak normalis eloszlassal valo
kozelitése csak AT > 1000 értékekre hasznilhat6é! Ez a korlilmény is szlikségessé teszi a pon-
tos eloszlasok meghatdrozasit, amikor az lehetséges. A CDC-3300-as gépre keriilt szimuldcids
programban az idGben diszkrét megfigyelések p = e NT (ahol T a [0,1] intervallumba esd
megfigyelések szdima) paraméterének kiilonbozd becsléseit vizsgiljuk, ahonnan a A = —T logp
Osszefliggés alapjan szamithatok A becslései. A program leirdsit a 4. §.-ban adjuk meg. A
kovetkezd becsléseket vizsgaljuk:
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(2:3) p3 = T ,
T Iy
0
A T+ 1
(2.4) A= —T—
2353
(2.5) : ,65 a p maximum likelihood becslése:

~2 T AT"12 A A I
(1 —PS)(ElEi Ei_l —Ps 21: El)*PS(l _PS)/ZR— 0.

T értékét 20, 60, 100-nak (egyes esetekben 500, 800, 1000) vélasztottuk. A folytonos folya-
mat maximum likelihood becslése eloszlasdval valé Osszehasonlitasbol lathatd, hogy a 0 < A <
< 10 intervallumban a folytonos folyamattal val6 egyezéshez gyakorlatilag elegend6 a T= 60,
ill. 100 vadlasztasa.

Fix A, T értékek esetén n = 100 kiilonbozd realizaciora hatéroztuk meg a iik
i=1,...,5 k= 12,...,100)-értékeket s a megfelel6 F, (x) (i=1,...,35) empiri-
kus eloszlasokat:

k . x
F, (0=— , ha A, <x<A A= Bpene 55 BS 10 100,

# ik i,k+1
Az al4bbi tablazatban megadjuk a killénbdzd becslések p kvantiliseita p= 0.01,0.050.1,0.5, 0.9,
0.95 értékekre, azaz a tdbldzatban (adott T, A értékek mellett) fix p-re azon xp szerepel, mely-
re F, n(7\p) =p. A )\p értékeket az empirikus eloszlasokbdl atlagolassal szamitottuk (adott A, T
esetén 10 — 20 darab 100-as elemszdmu empirikus eloszldsfiiggvény meghatdrozasara keriilt sor).

A tablazatok 6. oszlopaban az id6ben folytonos folyamat maximum likelihood becslésre el-
méietileg szamolt )\p érték szerepel.

Kiilon tabldzatban megadjuk az empirikus eloszlasfliggvényekbdl szamitott varhato értékek
atlagat is (I. 7. tablazat)



L1. tiblizat (p = 0.01 empirikus kvantilisei)
P,{A <z}=001

A tdbldzatban adott z, amelyre

= A A LN ~
AN A ) A A As .01
(32)1) 3) 3 G (3)2X1)
20  —0.16 0945 —0.042 036+%10°° 0.14%10°°
0.000001 60  —0.05 096  —0034 0.13+10% 077%10°7 0.15%10°6
100  -0.18 091  -0089 0.16%10°% 090«1077
6) ®) () © ©
20  —0.085 091  —0065 0.14%10°> 0.14 10> g
0.00001 60  —0.22 092  —0.33 0.15%103 0.12%10°° 0.15%10°°
100 —0.22 0.89  —0081 0.13%10°° 0.07%10°
(11) 5) (5) an an
20 042 0.82  —015 0.13%10% 0.14%104 -
0.0001 60  —0.45 091  —007 0.14%104 014%10% 0.15%10°4
100  —0.39 082 017 008%10% 0.15%10*
(18) (18) (18)
20 0.8 0.14 %1073 0.4 %103 )i
0.001 60  —0.80 0.13%10°3  011%103 0.15%1073
100  —0.98 0.15%103  0.10%10 3
(14)(13)(13)  (5) (5) (14)(13)(13)  (14)(13)(13)
20 116 065 —032 0.13%102 0.12%10 2 2
0.01 60  —1.02 063 036  0.15%10 %2 010%10 2 0.16*10
100 = —0.95 057  —042  0.15%10°2 0.0 %10 2
(8X8X7) (8)(8)(8) (8X8X8)
20 -1.80 0.017 0.016 ~
0.1 60  —1.58 0.018 0017  0.16 %10
100  —1.50 0.014 0.012
(9)8X8) (9)(8)8) (9X8)(®)
20 -1.98 0.07 0.08
0.5 60 —1.58 0.08 0.06 0.09
100 131 0.09 0.06
(13)(12)(12) (5) (5)  (13)(12)(12)  (13)(12)(12)
20 —155 058  —0.39 0.16 0.18
1.0 60  —1.69 067  —031 0.20 0.20 0.205
100 -1.14 053 046 0.16 0.14
(6)) (5) 6)) (@) (8
20 -1.26 0.72 0.73 0.40 041
2.0 60  —0.77 0.86 0.87 0.51 045 048
100 —0.57 0.84 0.84 0.48 0.35
(13) (10) (10) (13) (13)
20 —0.28 097  —0003 0.8 . 0.64
3.0 60  —0.08 111 0.12 0.73 0.62 0.807
100 —0.19 1.11 0.120  0.67 0.56
(10) (10) (10) (10) (10)
20 055 1056 0084 095 0.80
4.0 60 0.02 1.36 0.47 1.08 0.98 1.192
100 0.13 1.49 0509 107 0.75
(12)(11)11)  (10) (10) (12)11)(11)  (12)(11)(11)
20 0.25 1.37 0.40 1.46 1.13
5.0 60 0.93 1.86 0.87 1.58 1.34 1.615
100 0.78 1.97 0.98 1.53 1.21
(10) ) () ©) (9)(9)(®)
20 231 2.74 1.77 3.81 2.76
10.0 60 337 4.12 3.13 4.25 3.21 4.20
100 3.12 4.26 3.27 4.21 3.18



1.2. tiblizat (p = 0.05 empirikus kvantilisei)

- T =

A tdblzatban adott z, amelyre P, {X, < z}= 0.05

”n

A

~

)‘l >\2 )\3 >‘4 kS )‘0.05
N €) ©) 8)) (3) (3) 3 G0
20 002 _ 097 0006 021%10% 023x107%
0000001 T= 60 -0.70%10°2 099  —0.0030 0.22%10% 0.19%10% 026%107¢
100  —0.01 099  —00053 0.11%10°% 0.19%10°6
©) 5) (%) 6 6
20  -0.02 096  —0.0101  025%10°° 024 %103 _
0.00001 T= 60  —0.03 097  —0014  027%10° 020%10° 026%10°°
100  —0.04 097 0021  024%107° 0.13%10°
(1 (5) ) (11) (11)
20  —0.13 093  —0.036 027+ 104 025%104 5
0.0001 T= 60  —0.10 095  —0.04 0.26% 104 020%104 026%107*
100  -0.08 095  —0.04 027%10% 0.14%10"*
(18) (18) (18)
20 -0.19 0.26 x10°3 0.25% 103 .
0.001 T= 60  —0.20 025%10°3 020%103 02610 °
100  —0.22 027%10° 0.18%10°
(14) (5) (5) a3 . (4
20 042 0.78  —0.19 0.24 %1072 0.22 %10 2
0.01 T 60  —0.35 083  -0.15 0.26 102 023+10° % 0.26%1072
100  —041 079  -0202 027102 020102
5) (8) (8)
20 —0.82 0.026 0.026 -
0.1 T= 60  —0.69 0.030 0028 02710
100  —0.64 0.026 0.020
®) &) €))
20 —0.74 0.14 0.13
0.5 T= 60  —0.65 0.16 0.12 0.15 #1071
100 ~0.66 : 0.14 0.09
(13) (5) (5) (12) (12)
20 —046 - 0.83  —0.144 0.29 0.28
1.0 T= 60 —0.52 091  —0.044 0.34 0.31 0.332
100  —0.44 088  —0.13 0.30 0.25
(8) (5) (5) (8) (8)
20 —0.25 1.16 1.16 0.63 0.58
2.0 T= 60 0.28 1.43 143 0.81 0.73 0.75
100 0.36 1.32 1.32 0.74 0.71
(13) (10) (10) (13) (13)
20 0.61 1.56 0.87 1.13 1.02
3.0 T= 60 0.79 1.51 0.64 1.25 1.15 1.233
100 0.67 1.70 0.73 1.12 0.92
(10) (10) (10) (10) (10)
20 0.93 2.06 1.093 1.67 1.30
4.0 T= 60 1.55 2.24 1.25 1.70 1.54 1.760
100 127 2.15 1.16 1.62 1.38
(12)(12)(11)  (10) (10) (12) (11)
20 1.54 245 1.48 2.13 1.86
5.0 T= 60 2.04 2.73 1.74 2.28 2.27 2.325
100 1.97 2.83 1.84 2.23 1.91
(9)(10)(9) (5) (5) %) &)
20 3.68 4.74 3.77 5.23 3.99
10.0 T= 60 5.03 5.66 4.67 5.71 5.12 5.50
100 5.04 5.66 5.67 5.09 5.07
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I.3. tdblizat (p = 0.1 empirikus kvantilisei)

B 2

A tdblizatban adott z, amelyre Px{li‘i <z}=0.1

>\l )\2 >\3 )\4 )\5 7\0.1
(3)2)(1) 3) 3) )X l) 3)2)1)
20 -0.57+ 10 097  —0.003 0.37 % 10 0.36 »10_
T= 60 -045+%102 099 —0.002 0.28 * 10 025 %108 0.369%10°6
100 —049+10"2 099  —0.002 027%10°% 0.16 #1076
(6) (5) ) (6) (6)
20 -0.013 097  —0.0065 034%10> 0.32%10 5 ”
T= 60 —0.02 098  —0.0092 041%10 5 031%10°° 0.369 » 10
100 —0.02 098  —0.0108 0.33%10° 0.18%10
(11) (5) () (11) (11)
20  —0.05 095  —0.02 0.37% 1074 0351077 )
T= 60 ~0.04 0.96 —-0.02 038 %104 022%10% 0369 %1074
100 —0.04 097  —0.019 037%10% 020%10%
(18) (18) (18)
0 =012 0381072 0.37 %1073 ;
T= 60 —0.10 0.36 » 10 0.29 % 10 3 0.369 %1073
100 -0.13 037%10°3 0.24%103
(14)(13)(13) (5) (5) (14) (14)
20 025 086  —0.11 0.33%10°2 032%1077 L
T= 60 023 0.89 -0.093 035+10 2 029%10°2 0.369 %1072
100 —0.25 0.87 ~0.12 037%10°%2 0.27%10°2
(8)BX7) (®) ®)
20 -0.50 0.041 0.041 i
T= 60 —0.46 0.038 0.036 0.369%1071
100 -0.39 0.035 0.029
(9)X9X3) 9 )
. 20 —0.31 0.20 0.19
T= 60 —0.36 0.21 0.17 0.209
100 —0.45 0.22 0.12
(13)(13X12) (%) (5)  (13)(13)(12) (13)(12)12)
20 —0.05 0.98 0.0104 0.42 0.40
T= 60 0.03 1.07 0.084 0.45 0.41 0.445
100 ~0.09 1.07 0.075 042 0.36
(8) ) %) (8) (®)
20 0.36 1.48 1.48 0.74 0.80
T= 60 0.71 1.77 1.78 1.08 1.02 0.972
100 0.67 1.606 1.608 0.91 1.01
(13) (10) (10) (13) (13)
20 1.06 1.930 0.96 141 1.35
T= 60 1.32 2.04 1.05 2.03 1.44 1.557
100 1.17 2.16 1.17 1.47 1.23
(10) (10) (10) (10) (10)
20 1.53 2.69 1.72 2.03 1.78
T= 60 1.91 2.73 1.74 2.19 1.99 2.180
100 1.80 2.64 1.71 2.06 1.77
(11) (10) (10) (12) 12)
20 2.17 2.97 1.980 2.47 234
T= 60 2.59 3.39 2.38 2.89 2.86 2.835
100 2.50 3.33 2.34 2.65 2.40
) (5) ) ) )
20 4.46 5.904 4.93 6.03 5.10
T= 60 6.15 6.90 5.92 6.52 6.23 6.38
100 5.71 6.77 5.78 5.87 5.55
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I.4. tibldzat (p = 0.5 empirikus kvantilisei)
A tdbldzatban adott z, amelyre P, {X, <z}=0.5

~

~

~

~

)\l )‘2 )\3 7\4 7\5
@GN . 6) 3) @X1)(1) G)2)1)
20 —0.01%103 098 —0.13%x103 024%10° 023 %10
0.000001 60 —0.30%107% 099 -067#1003 0.5%1077  0.14x107°
100 0.20 %10 100 —0.18%10"% 0.17%10°  090«10"¢
©® . 06 &y - © ©
20 048+107 098 —027%1073 021« 1004 022%107%
0.00001 60 —028%10> 099 —0.18%10> 025%10%  0.19%10 *
100 009+«102 099 —092%10% 021%10% o0.12%10%
(11) (5) (5) (11) an
20 —02%10% 097 —0.19%103 0231003  021+103
0.0001 60 0001 . 099  033%10 2 022%10°>  0.16%10 3
100 0.13%10°3 100 011%102 022%103  0.12%103
(18) (18) (18)
20 0.065 022102 021102
0.001 60 0.044 0221002  0.18 #10_
100  —0.00043 022%10% 0125102
(14)- (5) (5) (14) . (14)
20 0.018 1.00 0.025 0.020 0.018
0.01 60 0.033 1.02 0.036 0.021 0.018
100 0.039 1.01 0.017 0.020 0.014
® - (®)@XT7) ) @)
20 0.31 0.21 0.19
0.1 60 0.21 0.20 0.19
100 0.29 0.20 0.17
) €)) ©)
20 0.94 0.87 0.75
0.5 60 0.82 0.83 0.71
100 0.90 : 0.87 0.57
(13) ) (5) (13) (13)
20 1.59 2,64 1.66 147 141
1.0 60 1.68 2.74 1.79 1.65 1.49
100 1.61 2.73 1.73 1.53 1.29
(€)) (5) 5) ®) )
20 2.62 3.81 3.82 2.38 235
2.0 60 2.79 3.908 391 2.79 2.70
100 2.73 4.07 3.48 2.48 2.33
(13) (10) (10) (13) (13)
20 3.50 449 347 3.42 347
3.0 60 3.85 517 4.12 3.79 3.52
100 3.67 4.72 3.64 3.75 3.17
(10) (10) (10) (10) (10)
20 4.55 5.61 4.61 4.44 4.26
4.0 60 5.01 5.79 5.01 4.72 4.56
100 4.68 5.805 4.815 4.66 4.68
(12) (10) (10) (12) (12)
20 5.55 6.49 5.52 6.68 5.61
5.0 60 6.09 6.88 5.89 5.81 5.86
100 5.92 6.79 5.79 5.81 5.43
€) (%) (5) ©) €))
20 10.50 11.52 10.54 10.28 10.64
10.0 60  11.06 11.92 10.93 10.80 10.95
100  10.88 12.24 10.98 10.66 10.26




L.5. tdbldzat (p = 0.9 empirikus kvantilisei)
A tédbldzatban adott z, amelyre P}‘{ ’5\5 z} =0.9

~ 13—

3\‘ A Ty ~ ~ ~
' i A A Ay A4 As .9
(3)2)(1) 5 (3) 3 G - GX2()
20 059«102 098  020%10°2 095+10°% 0.90*10"* ]
0.000001 60 030102 099 00016 036%10°% 0.18+10% 0636%10*
20 038%102 1.00 0.0024  0.51%10°% 027 %104
(6) ) (5) © . ©
20 0.02 0.98 00089 047%10° 3 044 %103 "
0.00001 60 0.01 1.002 0011  061%103 043x10°3 0636 #10°
100 0.01 1002 0007  0.66%10° 043 %103
(11) (5) ) an (1), _
20 0.06 1.008 003 09 %102 09 »102
0.0001 60 0.044 1.02 0.03 0.52%10 %2 0.6 #10 2 0.636 #1072
100 0.14 1.02 0.03 0.86 %1072 0.45%10 2
(18) (18) (18)
20 0.23 0.072 0.065
0.001 60 0.177 0.069 0.050  0.636 %10 !
100 0.17 0.057 0.039
(14) ) ) (14) (14)
20 0.87 1.84 0.86 0.38 0.40
0.01 60 0.74 1.50 0.506 0.40 0.37 0473
100 0.67 1.55 0.55 0.42 0.37
(8 ) (8
20 2.41 1.87 2.04
0.1 60 2.19 1.94 1.62 1.908
100 245 2.21 172
. ) ) )
20 4.37 3.90 3.66 '
0.5 60 3.15 3.54 3.63 3.861
100 3.92 3.58 3.06 -
(13) (5) (5) (13) (13)
20 5.82 7.37 6.39 5.11 5.34
1.0 60 6.09 7.29 6.29 5.72 5.13 5.188
: 100 5.69 6.84 5.85 5.21 4.98
(©)) (5) ) (8 ®
20 7.48 8.65 8.66 6.35 7.35
2.0 60 8.34 9.806  9.81 7.39 7.43 7.156
100 7.27 8.87 8.87 6.86 6.55
(13) (10) (10) (13) (13)
20 9.44 10.31 9.33 8.61 9.06
3.0 60 9.24 10.38 9.39 8.78 8.87 8.81
100 7.95 10.07 9.08 8.61 7.93
(10) (10) (10) (10) (10)
20 10.87 1204  11.07 9.83 10.70 -
4.0 60 11.37 12.66  11.67 10.35 11.19 10.352
100 10.46 12.09 11.10 10.10 9.85
(12) (10) (10) (12) (12)
20 12.75 13.56  12.58 11.47 12.65
5.0 60 12.90 1432 13.34 11.98 12.78 12.755
100 12.64 13.89  12.90 11.08 11.78
©) (5) ©) ©) ®
20 1891  22.64  21.67 19.09 21.96
10.0 60 1945  21.604  20.61 18.12 19.06 "18.53
100 1804 2145 2044 18.45 18.16
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L.6. tiblazat (p = 0.95 empirikus kvantilisei)

A

A téblazatban adott z, amelyre P}‘{ ’ii < z}= 0.95

A

)\1 )‘2 >\3 )\4 7\5 7\0.95
3) 3) 3) ()21 - )X
20 0.013 _ 098 00040 026103 024 %10 3 5
0.000001 60 042%102 099 00030 0.72%104% 0.11%10°3 0255%10
100 0.01 1.00 0.005  0.24 %1073 0.12%1073
(6) ) (5) © _  ©
20 0.032 0.99 0.015 0.34 %102 033 %10 2 .
0.00001 60 0.035 1.01 00204 034 %102 026%10 2 0.255%10
100 0.037 1.01 0.014 0.73 %1072 037 %10 2
‘ (11) 5) ) (11) (11)
20 0.11 1.05 0.092 0.035 0.032 5
0.0001 60 0.12 1.068 0.074 0.021 0.42 0.255 % 10
100 0.15 1.104 0.106 0.0307 0.019
(18) (18) (18)
20 0.53 0.28 0.23
0.001 60 0.38 0.23 0.209 0.255
100 0.43 0.21 0.14
(14) 35) (5) (14) (14)
20 1.57 297 1.99 1.03 0.87
0.01 60 1.41 2419 1.42 1.206 1.05 117
100 1.32 299 1.24 0.92 0.75
(8) (8) (8
20 3.86 3:99 3.28
0.1 60 3.42 2.83 2.88 3.268
100 4.13 3.96 3.67
©) ) ©)
20 6.04 5.65 5.39
0.5 60 5.82 5.18 5.03 5.605
100 5.26 5.71 4.08
(13) (5) (5) (13) (13)
20 1.95 10.26 9.86 6.76 7.43
1.0 60 6.52 9.12 8.13 7.43 6.92 7.103
100 7.69 8.46 7:27 6.86 6.81
(8) (5) (5) (8) (8)
20 9.39 11.03 11.03 821 8.97
2.0 60 10.56 11.87 11.98 9.25 9.75 9.272
100 9.57 10.51 10.51 8.64 8.34
(13) (10) (10) (13) (13)
20 12.25 13.24 12.26 9.89 12.32
3.0 60 11.61 13.30 12.31 10.97 10.95 11.082
100 11.47 12.58 11.52 10.56 10.25
(10) (10) (10) (10) (10)
20 13.32 15.05 14.08 11.88 13.19
4.0 60 13.68 15.35 14.36 12.33 13.08 12.732
100 13.20 14.91 13.92 12.55 12.61
(12) (10) (10) (12) 12)
20 16.03 16.96 15.98 13.77 16.25
5.0 60 15.33 16.58 15.59 14.12 15.04 14.395
100 15.16 16450  15.57 13.99 14.36
€)] (5) (5) ©) (8)
20 27.92 28.55 27.58 22.27 29.07
10.0 60 23.50 24.90 23.91 20.63 23.22 21.47
100 22.75 24.93 23.93 20.78 21.53
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I.7. tdbldzat (vdrhato értékek atlagai)

~ A ~ ~ ~
A A, Ay A, g
G2 - (HAD) - G2 3)2x1) (3)2)x1)
20 01+102 098 01%10°2 02103 0.5 %102
0.000001 60  04%102  1.00 02#%10_2 0610 2 0.7 #10 2
100 0.1%10% 099  —06%10 04 %1073 03 %102
(6)6)6) _ (5X5X5) ()B)S) . (6)6)(6) (6)(6)(6)
20 09x1072 098 045%1072  0.3%10 2 0.3 %10 2
0.00001 60 05102 099 029%10°2 05102 0.4 % 10”
100 0.5+10 1.00 0.92+10°2  0.5%10 0.3 %10
(11)(11)(11) (10)(10)9) (10(10)(9)  (1(11)(11)  (11)(11)(11)
20 0.02 0.99 0.02 0.02 0.02
0.0001 60 0.03 1.04 0.05 0.03 0.03
100 0.03 1.02 0.03 0.03 0.02
(18)(18)(18) (18)(18)(18)  (18)(18)(18)
20 0.08 0.08 0.09
0.001 60 0.08 0.09 0.07
100 0.09 0.09 0.07
(14)(13)(13)  (5)B5)5)  (5X5X3) (14)(13)(13)  (14)(13)(13)
20 0.20 1.27 0.29 0.22 0.21
0.01 60 0.27 1.29 0.29 0.26 0.22
100 0.22 118 0.18 0.21 0.75
(8)8X7) (8)8X(7) @)X
20 0.74 0.73 0.70
0.1 60 0.69 0.72 0.67
100 0.84 0.82 0.74
(9X9X®) (9)OX®) &)
20 1.63 1.59 1.56
0.5 60 1.59 1.59 148
100 1.49 1.55 1.26
(13)(13)(12)  ()3)5)  BXEX3) (13)(13)(12)  (13)(12)(12)
20 247 3.69 2.72 2.30 2.38
1.0 60 2.54 3.67 2.67 2.52 2.34
: 100 248 3.65 2.65 2.44 2.21
BX8)8)  ()BX5)  (5)5XNS) (8)(8X8) (8X8)®)
20 3.47 4.68 4.68 3.27 3.70
2.0 60 3.83 5.10 5.10 3.75 3.65
100 359 457 457 3.44 3.30
(13)(13)(13) (10)(10)(10) (10}(10)(10) ~ (13)(13)(13)  (13)(13)(13)
20 4.77 5.30 4.81 443 5.45
3.0 60 4.87 6.03 5.03 4.72 4.66
100 4.55 5.67 4.57 4.44 4.15
(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)  (10)(10)10)  (10)(10)10)
20 5.61 7.05 6.07 5.48 6.06
4.0 60 6.02 7.16 6.17 5.84 5.85
100 5.67 6.87 5.88 5.59 5.40
(12)(12)(11) (10)(10)(10) (10)(10)(10) ~ (12)(12)(11)  (12)(12)(11)
20 7.11 8.25 7.28 6.52 7.59
5.0 60 7.12 8.13 7.14 6.87 6.97
100 6.88 7.99 6.99 6.67 6.50
©O)X9O)  BXE(T7)  (8)ENT) 9)5X9) (8X8)(8)
20 1234 1395 12.97 11.78 15.26
10.0 60 1225  13.14 12.15 11.82 12.07
100 1197  13.12 12.13 11.69 1147
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A téblazatokban a tabldzat fejlécében megadott értékhez tartozé kvantlhsek x atlagérté-
kei szerepelnek (xip azon Xip értékek atlaga, melyre P {A <2 xlp} p, ahol 7\ a (2 i) (i=
= 1,2,...,5) Osszefliggés alapjan szamolt becslés). A Ap oszlopban (6. oszlop) az id6ében foly-
tonos eset A paramétere maximum likelihood becslése eloszldsanak p kvantilise. Az egyes oszlo-
pokban zérdjelben szereplé egész szam adja meg, hogy hany minta alapjin szamoltuk az atlagokat.

Annak illusztrilasara, hogy a megfigyelésszdm novelésével a becslések eloszlésai lényegesen
nem javulnak, tekintsik a T = 1000 és A = 10 értékekhez tartozoé >‘11’ >\4i, 3\51 (1. 8.
tablazat) valamint a T = 800 és A = 0.1 értékekhez tartozo 7\1 . )\41, )\5 , becslések
(i= 1,2,...,100) rendezett tablazatat (I. 9. tablazat). A tablazatokban a 'Xi becslések empi-
rikus eloszlasait is megadjuk (amikor mindkét paraméter ismeretlen).



405E+1
.669E+1
.848E-+1
953E+1
.100E+2
114E+2
.125E+2
.149E+2
175E+2
.195E+2

408E+1
.678E+1
.768E+1
935E+1
.994E+1
.107E+2
.118E+2
.136E+2
.156E+2
192E+2

415E+1
.691E+1
.844E+1
.932E+1
.101E+2
.111E+2
122E+2
142E+2
.165E+2
.180E+2

S11E+1
.834E+1
.978E+1
.113E+2
.119E+2
132E+2
.149E+2
.169E+2
.197E+2
.229E+2

.586E+1
.826E+1
.980E+1
.108E+2
-120E+2
.133E+2
:152E+2
172E+2
-200E+2
-241E+2

.241E+1
.756E+1
.155E+2
.256E+2
.308E+2
S53E+2
.805E+2
.201E+3
S01E+3
-.161E+4

427E+1
.684E+1
.856E+1
955E+1
.100E+2
.115E+2
132E+2
.149E+2
.178E+2
.196E+2

490E+1
.681E+1
.772E+1
.939E+1
.101E+2
.107E+2
122E+2
137E+2
.159E+2
.194E+2

481E+1
.719E+1
.850E+1
955E+1
.101E+2
112E+2
.125E+2
.145E+2
.166E+2
.198E+2

SSTE+1
.863E+1
979E+1
.114E+2
.120E+2
.134E+2
.150E+2
.170E+2
.200E+2
.239E+2

.610E+1
.851E+1
.100E+2
.110E+2
120E+2
137E+2
153E+2
174E+2
.204E+2
.244E+2

.344E+1
.825E+1
ASTE+2
.268E+2
.316E+2
.603E+2

 .823E+2

.238E+3
.S47E+3

184E+4

464E-+1
.685E+1
.880E+1
.968E+1
.103E+2
.118E+2
134E+2
153E+2
.180E+2
.203E+2

.S08E+1
.685E+1
.790E+1
939E+1
.102E+2
.109E+2
124E+2
.140E+2
.161E+2
.196E+2

497E+1
.739E+1
.852E+1
957E+1
.101E+2
.114E+2
.126E+2
.149E+2
.166E+2
.208E+2

S73E+1
.889E+1
.990E+1
115E+2
JA21E+2
.136E+2
A52E+2
173E+2
.200E+2
.244E+2

.618E+1
.875E+1
.102E+2
A11E+2
A21E+2
.138E+2
.154E+2
174E+2
.204E+2
.24TE+2

460E+1
.839E+1
.169E+2
.268E+2
.330E+2
.609E+2
.101E+3
.239E+3
.S49E+3
.194E+4
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L.8. tébldzat (A = 10.0, T = 1000)

496E+1
.700E+1
.885E+1
.970E+1
.103E+2
.118E+2
135E+2
.154E+2
.183E+2
.224E+2

S19E+1
.717E+1
.864E+1
960E+1
.103E+2
.111E+2
.125E+2
.140E+2
.168E+2
.201E+2

.542E+1
.739E+1
.854E+1
.965E+1
.103E+2
.114E+2
.126E+2
.150E+2
.172E+2
.210E+2

.648E+1
912E+1
.100E+2
.115E+2
122E+2
.137E+2
153E+2
.174E+2
.207E+2
.245E+2

.687E+1
.904E+1
.103E+2
113E+2
121E+2
.139E+2
.155E+2
.176E+2
.204E+2
.248E+2

.502E+1
.853E+1
171E+2
.269E+2
408E+2
.687E+2
.101E+3
.253E+3
.605E+3
.212E+4

i, empirikus eloszldsa

S03E+1 -~ .553E+1
.702E+1 .713E+1
.888E+1 911E+1
974E+1 .986E+1
.104E+2 .105E+2
.120E+2 121E+2
.135E+2 .139E+2
.154E+2 .156E+2
.186E+2 .188E+2
.226E+2 227E+2
A5 empirikus eloszldsa
541E+1 .544E+1
J732E+1 .740E+1
.888E+1 .890E+1
977E+1 .979E+1
.104E+2 104E+2
111E+2 J12E+2
.125E+2 .126E+2
.140E+2 .141E+2
.168E+2 174E+2
.226E+2 231E+2
A4 empirikus eloszldsa
S552E+1 .636E+1
.T45E+1 .7T46E+1
.865E+1 .870E+1
.976E+1 .985E+1
.104E+2 10SE+2
115E+2 116E+2
127E+2 .128E+2
151E+2 152E+2
.173E+2 .176E+2
.212E+2 .220E+2
A empirikus eloszldsa
.668E+1 .698E+1
.935E+1 939E+1
.101E+2 .103E+2
.115E+2 116E+2
123E+2 124E+2
.141E+2 142E+2
.153E+2 .163E+2
.175E+2 .179E+2
.211E+2 212E+2
.260E+2 .264E+2
A, empirikus eloszldsa
.701E+1 .720E+1
914E+1 941E+1
.104E+2 .105E+2
115E+2 116E+2
122E%2 122E+2
.139E+2 .142E+2
.156E+2 .158E+2
.180E+2 .186E+2
212E+2 213E+2
.262E+2 .278E+2
X3 empirikus eloszldsa
S530E+1 S554E+1
.863E+1 .940E+1
.176E+2 187E+2
271E+2 272E+2
A5TE+2 479E+2
.698E+2 J123E+2
.103E+3 .118E+3
.254E+3 .262E+3
.877E+3 996E+3
.237E+4 .305E+4

S94E+1
.7129E+1
923E+1
.989E+1
.106E+2
121E+2
.140E+2
.158E+2
191E+2
231E+2

.624E+1
.746E+1
.898E+1
982E+1
.104E+2
.113E+2
.130E+2
.145E+2
.181E+2
.234E+2

.640E+1
.782E+1
.905E+1
991E+1
.106E+2
116E+2
132E+2
.155E+2
177E+2
.229E+2

.710E+1
.957E+1
.109E+2
.116E+2
125E+2
145E+2
.166E+2
185E+2 |
213E+2
.290E+2

.728E+1
944E+1
.105E+2
.116E+2
125E+2
.144E+2
161E+2
.188E+2
.214E+2
.285E+2

.580E+1
.119E+2
.206E+2
.285E+2
499E+2
.731E+2
.139E+3
.325E+3
.109E+4
406E+4

.603E+1
.742E+1
.926E+1
.997E+1
.107E+2
.122E+2
.142E+2
.162E+2
.191E+2
.240E+2

.646E+1
.746E+1
.928E+1
.986E+1
.104E+2
.114E+2
.131E+2
.149E+2
.182E+2
237E+2

.666E+1
.827E+1
.908E+1
.999E+1
.107E+2
117E+2
132E+2
157E+2
.177E+2
.240E+2

J17E+1
.962E+1
.109E+2
.117E+2
125E+2
.146E+2
.167E+2
.185E+2
.219E+2
319E+2

.738E+1
.960E+1
.106E+2
A17E+2
.128E+2
.147E+2
165E+2
“191E+2
223E+2
.318E+2

.629E+1
.128E+2
.229E+2
.287E+2
S01E+2
.T42E+2
1S51E+3
.340E+3
.112E+4
.980E+4

.610E+1
.823E+1
931E+1
999E+1
.108E+2
124E+2
.143E+2
.168E+2
191E+2
263E+2

.651E+1
JI51E+1
.928E+1
993E+1
.105E+2
114E+2
.135E+2
153E+2
.190E+2
.258E+2

.670E+1
.830E+1
912E+1
.100E+2
.109E+2
117E+2
A137E+2
.158E+2
177E+2
259E+2

J742E+1
.966E+1
.110E+2
.118E+2
.128E+2
.148E+2
-168E+2
.188E+2
.220E+2
.321E+2

.7197E+1
971E+1
.108E+2
.118E+2
131E+2
.150E+2
A66E+2
.198E+2
224E+2
.326E+2

.671E+1
.135E+2
.232E+2
.287E+2
S1TE+2
.T46E+2
.159E+3
428E+3
137E+4
.264E+5

.625E+1
.835E+1
.946E+1
.100E+2
.108E+2
124E+2
.149E+2
173E+2
192E+2
.267E+2

.676E+1
.765E+1
\930E-+1
994E+1
.106E+2
117E+2
.136E+2
155E+2
191E+2
.271E+2

.684E+1
.844E+1
.926E+1
.100E+2
.109E+2
118E+2
142E+2
.158E+2
.179E+2
.259E+2

.829E+1
967E+1
.113E+2
119E+2
.130E+2
.149E+2
.169E+2
197E+2
.221E+2
.380E+2

.823E+1
979E+1
.108E+2
.120E+2
132E+2
152E+2
.169E+2
.198E+2
241E+2
.386E+2

.679E+1
.142E+2
.252E+2
.299E+2
S525E+2
.803E+2
197E+3
431E+3
.152E+4
251E+6
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1.9, téblazat (A = 0.1, T = 800)

7\1 empirikus eloszldsa

-.189E+1 -138E+i = -.119E-+1 -.685E+0 ~.661E+0 ~.565E+0 -.503E+0 -404E+0 -.381E+0 -379E+0
-.373E+0 -.335E+0 -.309E+0 -.305E+0 ~.272E+0 -.249E+0 -.223E+0 -.222E40 -.257E+0 -201E+Q
-.190E+0 -.186E+0 -.182E+0 -.174E+0 -.172E+0 -.149E+0 -.126E+0 -.122E+0 -.948E-1 -.729E-1
-.546E-1 -.533E-1 ~379E-1 -.363E-1 -.130E-1 -424E-2 .31SE-1 .368E-1 .500E-1 S59E-1
.613E-1 .849E-1 .969E-1 116E+0 .121E+0 .128E+0 .202E+0 .245E+0 .247E+0 .268E+0
.297E+0 .301E+0 .309E+0 .319E#*0 .323E+0 .329E+0 .355E+0 .369E+0 .392E+0 .393E+0
401E+0 416E+0 431E+0 445E+0 A4S8E+Q 477E+Q 485E+0 A97E+0 SSSE+0 S93E-0
.649E+0 .767E+0 .806E+D .821E+0 .936E+0 .100E+1-  .106E+1 111E+1 .11SE+1 117E+1
.119E+1 126E+1 .129E+1 .132E+1 .135E+1 .173E+1 177E+1 .178E+1 .211E+1 .302E+1
.305E+1 .393E+1 408E+1 498E+1 .589E+1 .596E+1 .724E+1 .725E+1 .108E+2 .251E+2

is empirikus eloszldsa

A424E-3 426E-3 441E-3 .S18E-3 S592E-3 .606E-3 .660E-3 .673E-3 .693E-3 129E-3
.823E-3 .885E-3 .891E-3 925E-3 .969E-3 .993E-3 .101E-2 .101E-2 .109E-2 .130E-2
.145E-2 .146E-2 147E-2 .160E-2 .176E-2 .176E-2 .176E-2 .188E-2 .191E-2 .193E-2
195E-2 .198E-2 .198E-2 222E-2 233E-2 257E-2 .268E-2 276E-2 277E-2 .282E-2
.286E-2 .293E-2 315E-2 351E-2 .361E-2 443E-2 A455E-2 .504E-2 .S08E-2 S19E-2
.ST0E-2 ST9E-2 .585E-2 .598E-2 .631E-2 .833E-2 .833E-2 .862E-2 .881E-2 902E-2
.936E-2 .104E-1 .109E-1 .114E-1 .132E-1 .137E-1 .141E-1 .153E-1 155E-1 .168E-1
.174E-1 181E-1 .206E-1 .234E-1 .236E-1 .242E-1 .251E-1 .286E-1 .289E-1 .303E-1
.342E-1 .349E-1 .363E-1 .381E-1 .392E-1 440E-1 488E-1 S16E-1 .612E-1 867E-1
113E+0 .114E+0 123E+0 .135E+0 .146E+0 .159E+0 .194E+0 .199E+0 .380E+0 .159E+1

')\\4 empirikus eloszldsa

.169E-1 .170E-1 .176E-1 .206E-1 .236E-1 242E-1 .262E-1 270E-1 .277E-1 .291E-1
.331E-1 .351E-1 .354E-1 -368E-1 .386E-1 .393E-1 A404E-1 , .409E-1 433E-1 S520E-1
.578E-1 .585E-1 .590E-1 .640E-1 .700E-1 .702E-1 .709E-1 .752E-1 .765E-1 778E-1
.781E-1 .788E-1 .791E-1 879E-1 .925E-1 .101E+0 .106E+0 .110E+0 .111E+0 112E+0
.113E+0 .117E+0 JA25E+0 7 .140E+0 .144E+0 .176E+0 .179E+0 .199E+0 .203E+0 .203E+0
.225E+0 .228E+0 .232E+0 .239E+0 .247E+0 .325E+0 .332E+0 .340E+0 .349E+0 .358E+0
.380E+0 413E+0 438E+0 449E+0 .526E+0 .549E+0 .552E+0 .608E+0 .639E+0 .678E+0
.688E+0 T14E+0 .820E+0 -906E+0 927E+0 \938E+0 .102E+1 .109E+1 114E+1 117E+1
J137E*1 .139E+1 .141E+1 .148E+1 .148E+1 167E+1 - .185E+1 .207E+1 .233E+1 319E«1 -
406E+1 424E+1 A482E+1 AB9E-+1 .S00E+1 .561E+1 .632E+1 .661E+1 .109E+2 .245E+2

X1 empirikus eloszldsa

.S60E+0 .941E+0 .980E+0 112E+1 .125E+1 .129E+1 .130E+1 .139E+1 .144E+1 .146E-+1
.146E+1 .152E+1 .153E+1 157E+1 .177E+1 .189E-+1 .196E+1 .196E+1 .200E+1 .202E+1
.213E+1 221E+*1 .223E+1 .230E+1 .240E+1 .241E+1 .267E+1 .273E+1 .274E+1 .274E+1
.282E+1 .296E+1 .300E+1 .300E+1 .305E+1 .311E+1 .313E+1 318E+1 322E+1 322E+1
.328E+1 .329E+1 .332E+1 .333E+1 ..340E+1 .341E+1 .347E+1 .360E+1 .369E+1 .378E+1
.381E+1 .385E+1 423E+1 431E+1 434E+1 439E+1 483E+1 484E+1 486E+1 A8TE+1
499E+1 .520E+1 .523E+1 S542E+1 S545E+1 SS0E+1 .S56E+1 SS5TE+1 .600E+1 .602E+1
.612E+1 * .614E+1 .637E+1 .696E+1 .704E+1 .735E+1 744E+1 .795E+1 .828E+1 .838E+1
.842E+1 .893E+1 \903E+1 919E+1-  .935E+1 .980E+1 .102E+2 .107E+2 .108E+2 .116E+2
.119E+2 .120E+2 .128E+2 .131E+2 .134E+2 .137E+2 .141E+2 .168E+2 .176E+2 .259E+2

'Xg empirikus eloszlisa

AT0E+0 S527E+0 .535E+0 .602E+0 .654E+0 .682E+0 .684E+0 J152E+0 -803E+0 855E+0
.B77E+0 956E+0 .994E+0 .103E+1 .109E+1 .110E+1 .111E+1 .147E+1 .150E+1 153E+1
.154E+1 162E+1 .165E+1 .169E+1 172E+1 .193E+1 .194E+1 .195E+1 .197E+1 .206E+1
.213E+1 .216E+1 .221E+1 .223E+1 .238E+1 .252E+1 .260E+1 291E+1 .295E-+1 .300E+1
313E+1 .323E+1 .336E+1 .338E+1 352E+1 .357E+1 .365E+1 .374E+1 377E+1 409E+1
A432E+1 A466E+1 471E+1 .S08E+1 S12E+1 S61E+1 ST3E+1 .S80E+1 .S93E-+1 631E+1
.669E+1 .T34E+1 .746E+1 .781E+1 981E-+1 .106E+2 .107E+2 .143E+2 .149E+2 ASTE+2
174E+2 17SE+2 .193E+2 A197E+2 .202E+2 219E+2 .220E+2 .224E+2 233E+2 .238E+2
.246E+2 .264E+2 .319E+2 425E+2 480E+2 SSTE+2 619E+2 .720E+2 922E+2 .118E+3
.123E+3 .138E+3 .161E+3 .328E+3 405E+3 .S41E+3 .696E+3 .951E+3 .222E+4 523E+4
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A tablazatok értékelése alapjan lathatd, hogy a statisztikai gyakorlatban leginkabb hasz-
nlt &;, A5, R, becsl
szerkesztésére. 1:‘ A;» A becslések A ~ O esetén igen nagy szazalékban negativ értéket szol-
galtatnak, mig A, értékei nem kertilhetnek kozel 0-hoz. A becslések megbizhatatlansigara vo-

becslések nem megfeleléek és nem hasznalhatok konfidencia intervallumok

natkoz6é megjegyzés, ha a folyamat kozel szinguldris, szerepel Box-Jenkins [1] konyvében (lasd
65. 0.). A kiilonbozé korrelacids fiiggvény becslésekkel Parzen [ 1] foglalkozott tobb cikkében.
A szimuldldsi eredmények alapjan lathato, hogy egyenletesen jé becslések nem nyerhetSk a leg-
egyszeriibb esetben sem, igy a kulonbozs javaslatok nem vezetnek jo becslésekhez.

A 3\4 és 3\5 becslések jo egyezése els6 pillanatban meglep6 csak, mivel a 3\4 becslés-
bél adodo 3 " becslést az id6ben diszkrét idGsorok elméletében nem szokds haszndlni. A p 4
becslés haszndlata, amennyiben a megfeleld eloszlds kiszdmitdsa is megtorténik, joval elterjed-
tebbé kell, hogy véiljon. A 3\5 (maximum likelihood) becslés eloszlisinak jo egyezése az elmé-
letileg szamitott értékkel az imitalasi eljaras megbizhatésagat, valamint az invariancia elv jo
hasznilhatdsagit mutatja 60 — 100 megfigyelési pont esetén is. (A T = 20 megfigyelési pont
esetén adddo ingadozidsok joval nagyobbaknak mutatkoztak, mint T = 60, ill. T = 100 ese-
tén).

Az idében folytonos eset ’7\\4 becslésének josdgaval és torzitdsival foglalkozik
A.A. Novikov [1] dolgozatiban.

3. §. KET ISMERETLEN PARAMETER ESETE

Ha a Gauss-Markov folyamat mindkét paramétere (m, A) ismeretlen, a kovetkezd becslé-
seket hasznaltuk:

=~ 1 T ~ 1
T 15 T+1 9™
(3.2) ;12, 7(2 az (1.5") képletek alapjan a diszkrét esetre vonatkozé maximum likelihood

becslésekbdl adodnak (X, = — T logp, ).

_HOHED) 2

3.3 5 Ag=————————— »
G 3 2 37 &) - £(0))?
A

T ~ ~
%(Ei—ml)(’éi_l =N ml)

Py = T =
2 (- m, )
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T ~ ~
~ 2@ m)E ,—m) Ty
Ps = T ~ .

becslések vizsgilatit is elvégeztiik. Mivel 1ényegesen 1j elemet nem tartalmaztak a megfelels egy
ismeretlen paramétert tartalmazo esettel szemben, az eredmények kozlésétdl eltekintiink.

A programban — mivel ez elegend6 — mindig az m = 0 paraméter becslését végeztiik. A
II. tablazatban megadjuk az %i i=123; k=1,2,...,100) becslések Mi =
I 100 ~ - ’ L~ 1 100 ~ 2 s ;
= Joo % m,  empirikus vérhat6 értékeinek és o; = 99 f (m,, — M,)* empirikus sz6-
1 K 1 X )
rasanak atlagait (M; = ? 21 Mi"’i = E El o., ahol K a lefuttatott 100-as mintak szama

1

k

adott (A, T) értékek mellett). A tobb szazas minta vilasztdsidban s nem egy — mondjuk
1000-es — nagy minta vizsgalatiban szdmitastechnikai megoldasok jatszottak kozre.

Amint az eredményekbdl lithato, az m, becslések (i = 1,2,3) nem mutatnak lényeges
ettérést a 0 <\ < 10 intervallumban. Az m, becslések kozel normalis eloszlastiak (0, 1/21)
paraméterekkel (de nem 1/2’7\\ paraméterrel!).
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II. tdbldzat

A Ml o, M2 oy M3 : 0,

(1)(1) (1x1) (1X1) (1X1) (axmn (1)(1)

20 -91.23 743.88 -91.22 743.68 -91.23 743.88

0.000001 60  —44.38 730.66 —44.39 730.67 —44.39 730.66

100 - - - . & =

(1)(1)(1y (1)(1X1) (I)(1)(1) (1)(1)(1) (1(1)X1) (1)(IX1)

20 1240 239.33 -12.39 239.33 —12.36 239.33

0.00001 60 12.46 194.78 12.48 194.76 12.49 194.76
100 7.79 202.22 7.79 202.22 7.76 202.22

(6)(6)(6) (6)(6X6)  (6)(6)6) (6)(6)(6) (6)(6X6)  (6)(6X6)

20 —770 73.29 ~7.70 73.28 ~7.69 73.27

0.0001 60 3.72 70.83 3.73 70.83 3.72 70.84
100 3.11 68.93 310 6833 3.09 69.93
(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)18)(18) (18)(18)(18)

20 0.38 22.20 0.39 22.19 0.39 22.19

0.001 60 —0.51 22.55 —0.51 22.55 —0.51 22.55
100 —0.07 22.06 -0.07 22.06 —0.08 22.06
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13) (130(13)(13) (13)(13)(13)

20 0.31 7.46 0.31 7.45 0.32 7.44

0.01 60 0.07 8.72 0.07 737 0.07 7.16
100 —0.14 7.11 -0.34 7.09 —0.33 7.08

(&)&X7) B)E(7)  (8)X&(7) (B)8X7) @YX )&

20 0.07 2.12 0.07 2.11 0.08 2.10

0.1 60 0.003 2.16 0.005 2.15 0.014 2.15
100 0.03 2.26 0.03 2.25 0.013 2.24
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13)

20 1.11 1.55 0.73 1.54 2.76 - 497

0.5 60 1.09 1.67 0.71 1.65 2.78 3.84
100 1.11 1.56 0.73 1.54 2.52 3.23

(6)(6)X6) (6)(6)6)  (6X6)N6)  (6X6X6) (6)(6X6)  (6)(6X6)

20 2.85 2.86 2.85 2.86 5.30 8.27

1.0 60 3.12 3.13 3.12 3.13 5.61 7.99
100 2.98 3.11 2.98 3.11 5.13 8.41

(5)X35)3) (5)(5)(3) (5X5X3) (B3 BB  (GXEN3)

20 0.0014 0.38 —0.002 0.36 0.009 0.35

2.0 60 0.02 0.33 0.02 0.32 0.02 0.37
100 —0.004 0.40 -0.01 0.38 —0.03 0.39

(3X3)(3) (3)3X3) (3X3X3) (3)3X3) (€) €) €) NN E) € €))

20 0.009 0.29 0.013 0.27 0.003 0.30

3.0 60 0.01 0.26 0.010 0.24 0.017 0.29
100 0.006 0.30 0.005 0.29 —0.001 0.32

@)1 @1 @ (22 1) @) @eX)

20 -0.013 0.17 —0.013 0.16 —0.003 0.21

5.0 60 0.010 0.15 0.013 0.16 0.014 0.23
100 —0.001 0.20 0.003 0.19 —0.001 0.23

(4)4)4) @)@  (@)X4)4) @HE) @H@E  @“@H9

20 —0.003 0.09 —0.003 0.09 —0.007 0.16

10.0 60 0.0003 0.09 —0.0003 0.09 0.003 0.16
100 0.0003 0.10 0.0003 0.10 —0.006 0.17
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A tdbldzatban az egyes (A, T) értékekhez tartozé M,, 0, értékek felett zardjelben meg-
adjuk a 100-as mintdk (realizdciok) szamat is, amelyekbdl atlagoldssal adodik Mi, 0

A III. tabldzatokban fix A és T értékek mellett a ')Tik (i= 1235 k= 152, 100)
becslésekbdl ad6dé "151,100 empirikus eloszlasfuggvények p kvantilisei dtlagait adjuk meg.

= SX<N . (=123 k=12,...,100

és xp definicidja: Fi’mo()\p)= p.
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IL1.tablizat (p = 0.01)

A tdbldzatban szerepl6 z értékre: P, {7\. <z}=0.01.
,m 1

N 7\1 2 A g1

20 048 3) 0.24 (3) 0.20 3)

0.000001 1(6)8 0.76 2) 0.33 (2) 0.28 (2)
20 0.54 (6) 0.27 (6) 0.22 (6)
0.00001 60 0.73 (6) 0.36 (6) 0.31 (6)
100 063 (7) 032 (1) 030 (7)

201 0.56 (12) 032 (12) 0.26 (12)

0.0001 60 0.63 (11) 0.29 (11) 0.28 (11)
100 060 (i1 030 (11) 030 (11

20 055 (18) 030 (18) 023 (18)

0.001 60 0.63 (18) 0.33 (18) 0.26 (18)
100 0.61 (18) 0.31 (18) 0.30 (18)

20 0.58 (14) 0.30 (14) 0.25 (14;

0.01 60 0.64 (13) 032 (13) 0.28 (13
100 0.62 (13) 0.33 (13) 0.30 (13)

20 0.62 (8) 0.37 (7 0.29 (8)

0.1 60 0.66 (8) 0.33 7 0.28 (8)
100 062 (7 031 (7) 028  (7)

20 0.53 (15 0.37 (15) 0.32 (15)

0.5 60 0.79 (14) 045 (14) 0.39 (14)
100 069 (13) 045 (13) 039 (13)

20 0.79 (13) 052 (13) 0.39 (13)

1.0 60 092 (13) 0.56 (13) 044 (13)
100 097 (12) 055 (12) 045 (12)

20 103 (10) 0.86 (10) 0.61  (10)

2.0 60 1.18 ) 0.99 9) 0.71 )
100 1.07 (8) 0.84 (8) 0.65 (8)

20 1.38 (13) 1.08 (13) 0.85 (13)

3.0 60 155 (13) 125 (13) 0.88 (13)
100 148 (13) 135 (13) 0.96 (13)

20 189 (10) 135 (10) 097 (10)

40 60 181 (10) 149 (10) 119 (10)
100 1.93 (10) 1.69 (10) 1.22 (10)

20 228 (12) 1.54 (11) 1.27 (12)

5.0 60 236 (12) 2.19 (11) 1.82 (12)
100 205 (11) 1.86 (11) 1.38 (11)

20 441 (13) 3.59 (12) 291 (13)

100 60 531 (13) 452 (12) 314 (13)
100 440 (11) 461 (10) 293 (11
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IL.2. tsblizat (p = 0.05)
A téblizatban szerepl z értékre: P, {X. < z}=0.05

~

—~

—~

>‘1 )‘2 )\3

3)2) 3)2) (3X2)
20 0.91 0.54 0.44
0.000001 T= 60 0.99 0.69 0.60
100 = e =

(6)(6)(7) (6)(6)(7) (6)(6)(7)
20 0.89 0.63 0.48
0.00001 T= 60 1.15 0.71 0.59
100 1.13 0.55 0.49

© o (LI)(11)(11) (11)(11)(11) (11)(11X11)
4 20 1.01 0.65 0.58
0.0001 T= 60 1.01 0.66 0.59
100 0.88 0.59 0.50

(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18)
20 0.96 0.62 0.48
0.001 T= 60 1.05 0.72 0.57
100 1.07 0.63 0.54

(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 0.98 0.64 0.50
0.01 T= 60 1.12 0.68 0.52
100 1.05 0.61 0.51

(8)(8X7) (7XTUT) (8)8X7)

20 0.98 0.65 048 -
0.1 T= 60 1.00 0.68 0.57
100 1.01 0.58 0.46

(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 1.09 0.85 0.63
0.5 T= 60 1.28 0.89 0.68
100 1.19 0.77 0.64

(13)(13)(12) (13)(13)(12) (13)(13X12)
20 1.27 ~ 1.02 0.71
1.0 T= 60 1.42 1.08 0.77
100 1.33 1.01 0.79

(10)(9)(8) (10)(9)(8) (10)(9X(8)
20 172 1.49 1.12
2.0 T= 60 1.91 1.61 1.18
100 1.78 1.38 1.23

(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13)
20 2.17 2.06 1.61
3.0 T= 60 9:37 2.04 1.68
100 2.15 2.00 1.51

(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)
20 2.74 2.30 1.90
4.0 T= 60 291 2.54 2.08
100 2.65 2.44 2.16

(12)(12)(11) QA 1)(11)(11) (12)(12)(11)
20 3.43 2.83 2.46
5.0 T= 60 3.62 3.31 2.65
100 2.97 2.89 2.26

(13)(13)(11) (12)(12)(10) (13)(13)X11)
20 6.11 5.30 5.43
10.0 T= 60 6.77 6.56 5.40
100 5.95 6.38. 4.92
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IIL.3. tdblizat (p = 0.1)
A tdblazatban szereplG z értékre: P, m{“ii < z} = 0.1

~ ~ ~

A A, Ay
3X2) (3X3) 3)3)
20 1.19 0.89 0.64
0.000001 60 1.55 1.07 0.86
100 = - =
(6)(6X(7) (6)(6XT) (6)(6X7)
20 1.15 0.92 0.71
0.00001 60 1.44 0.97 0.81
100 1.42 0.87 0.69
(11)(11)(11) (1D)(11)(11) (11)(11)11)
20 1.29 0.95 0.71
0.0001 60 1.40 0.99 0.78
100 1.39 0.94 0.71
(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18)
20 1.22 0.94 0.67
0.001 60 1.45 1.19 0.81
100 1.39 0.88 0.75
(14)(13)(13) (14)(13X13) (14)(13X13)
20 1.25 0.94 0.69
0.01 60 1.51 1.04 0.75
100 1.47 0.96 0.75
(®)@X7) (TX7TXT) )¢ )
20 1.25 0.91 0.61
0.1 60 1.45 0.98 0.81
100 1.38 0.99 0.85
(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 1.44 1.12 0.87
0.5 60 1.64 1.30 0.98
100 1.56 1.08 0.89
(13)(13)(12) (13)(13X(12) (13)(13X12)
20 .163 1.39 1.01
1.0 60 1.85 1.47 1.15
100 1.74 1.40 1.11
(10)(9X(8) (10)(9X®8) (10)(9X(8)
20 2.17 2.02 1.51
2.0 60 2.36 2.14 1.69
100 2.13 1.86 1.58
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13X13)
20 2.70 2.36 2.27
3.0 60 2.93 2.67 2.25
100 2.83 2.55 2.20
(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)
20 2.88 2,32 2.15
4.0 60 3.53 3.22 2.94
100 3.37 2.96 2.90
(12)(12)(11) (11)(11)(11) (12)(12)(11)
20 4.09 3.62 3.41
5.0 60 4.22 4.02 3.80
100 3.80 3.61 3.37
(13)(13)(11) (12)(12)X10) (13)(13)(11)
20 7.12 6.58 7.28
10.0 60 7.78 7.69 7.67
100 122 7.40 5.71
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IL4. tablizat (p = 0.5)
A tdblézatban szereplt z értékre: P m{'X <z} =05

~

~

X X, A,
3)2) 3X2) 3)2)
20 3.54 3.65 3.56
0.000001 60 4.33 3.99 3.59
100 i e i
(6)(6)(6) (6)(6)(6) (6)(6)(6)
20 3.55 3.46 3.44
0.00001 60 4.27 3.87 4.82
100 3.99 3.39 4.61
(11D)(1)(11) (11)(11)(11) (11)(11)(11)
20 3.58 3.56 3.87
0.0001 60 4.25 3.51 4.18
100 4.20 3.84 4.44
(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18)
20 3.59 3.53 3.66
0.001 60 4.26 3.91 5.27
100 4.00 3.46 421
(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 3.61 3.57 377
0.01 60 4.19 3.66 5.29
100 3.89 3.39 4.20
(8)8X7) (X7 (8)(8X7)
20 3.71 3.46 318 -
0.1 60 4.17 4.03 5.15
100 4.22 3.68 4.87
(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 3.89 3.71 5.28
0.5 60 4.41 4.44 5.95
100 4.17 4.12 5.08
(13)(13)(12) (13)(13)(12) (13)(13X12)
20 4.28 4.94 6.26
1.0 60 4.84 4.87 7.83
100 4.65 4.40 7.46
(10)(9)(8) (10)(9)(8) (10)(9X(8)
20 4.79 5.74 8.44
2.0 60 5.62 5.73 11.15
100 5.44 5.36 9.51
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13)
20 5.98 6.79 13.62
3.0 60 6.58 6.69 13.99
100 6.34 6.49 10.20
(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)
20 6.96 7.21 16.00
4.0 60 7.38 7.26 23.04
100 7.03 7.00 16.99
(12)(12)(11) (11)(11X11) (12)(12)(11)
20 8.02 8.53 20.25
5.0 60 8.29 8.61 2271
100 8.22 8.23 22.20
(13)(13)(13) (12)(12)(12) (13X(13)(13)
20 12.36 13.41 46.97
10.0 60 12.79 13.68 42.05
100 12.98 13.18 33.29
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IIL.5. tdblizat (p = 0.9)
A tdbldzatban szerepl z értékre: P, m{ ’Xi <z} =09

~ ~ —~

7\1 >\2 7\3
(3X2) (3X2) (3X2)
20 8.87 9.86 67.08
0.000001 60 10.29 10.14 147.8
100 - " =
(6)(6)(7) (6)(6X7) (6X(6X7)
20 9.203 10.85 94.25
0.00001 60 10.34 10.46 131.72
100 10.04 9.77 116.30
(11)(11)(11) (11)(11)(11) (11)(11)(11)
20 9.36 11.07 123.50
0.0001 60 10.47 10.76 158.07
100 10.49 10.24 127.95
(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18)
20 9.71 10.91 109.4
0.001 60 10.59 10.86 144.7
100 10.09 9.46 130.7
(14X(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 9.10 10.87 173.2
0.01 60 10.74 11.58 151.3
100 10.25 9.92 111.7
(8)&X7) (TTXT) @)8&X7)
20 827 9.36 96.18
0.1 60 10.76 11.21 157.01
100 10.28 10.41 179.70
(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 9.12 12.47 144.2
0.5 60 10.39 10.94 298.5
100 9.61 10.37 159.3
(13)(13)(12) (13)(13)(12) (13X13X12)
20 10.13 14.06 170.5
1.0 60 10.97 12.70 217.4
100 11.35 11.34 326.3
(10)(9X(8) (10)(9X38) (10X9X®)
20 10.82 12.50 296.38
2.0 60 11.52 13.02 298.07
100 11.87 12.24 425.50
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13X(13X(13)
20 12.54 16.04 362.9
3.0 60 13.02 14.32 405.7
100 13.36 14.18 409.1
(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)
20 13.35 16.54 399.58
4.0 60 14.61 15.44 522.75
100 14.38 14.91 775.97
(12)(12)(11) (11)(11)(11) (12)(12)(11)
20 15.95 21.02 605.3
5.0 60 16.09 16.97 674.7
100 16.43 17.36 602.4
(13)(13)(11) (12)(12)(10) (13)(13)(11)
20 22.12 29.87 1010.9
10.0 60 21.48 22.56 4887.7
100 2242 23.61 1330.5
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IIL.6. tdbldzat (p = 0.95)
A tablazatban szerepls z értékre: P, m{Xi <z} =095

~ ~

)\2
(€) ¢)) 3X2) 3X2)
20 10.51 13.75 184.00
0.000001 60 12.64 - 13.13 1166.6
100 = - =
(6)6)(7) (6)(6X7) (6X6X7)
20 12.34 15.62 199.85
0.00001 60 12.21 11.95 650.80
100 12.58 12.68 397.70
(11)(11)(11) (11)(11)(11) (11)(11X(11)
20 12.05 14.77 408.1
0.0001 60 12.89 13.30 518.1
100 12.98 13.25 4233
(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18)
20 12.18 14.74 528.4
0.001 60 12.07 13.21 690.4
100 12.36 12.82 377.5
(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13X13)
20 11.05 - 15.14 5593
0.01 60 13.41 13.85 464.9
100 12.74 12.63 529.1
B)BN7) O] (8X8X7)
20 10.80 12.21 321.38 -
0.1 60 12.92 13.89 802.03
100 14.62 14.95 709.50
(14)(13)13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 11.49 15.56 638.9
0.5 60 12.01 13.53 527.6
100 12.16 12.34 596,1
(13)(13)(12) (13)(13)(12) (13)(13)(12)
20 12.81 - 18.67 452.3
1.0 60 13.45 16.35 637.5
100 13.47 14.33 1167.8
(10)(9X(8) (10)(9)(8) (10)(9X(8)
20 12.77 18.32 131.3
2.0 60 14.03 15.94 1946.5
100 13.87 14.78 2039.3
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)(13)
20 15.57 22.67 1583.0
3.0 60 15.63 17.66 1149.8
100 15.29 16.80 2104.8
(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)
20 17.10 23.55 1856.9
4.0 60 17.12 17.36 3808.1
100 17.05 17.86 3481.4
(12)(12)(11) (11)(11)(11) (12)(12)(11)
20 19.11 27.11 2125.9
5.0 60 19.15 20.08 3318.1
100 19.14 19.94 3530.5
(13)(13)(11) (12)(12)(10) (13)(13)(11)
20 26.14 39.85 4037.6
10.0 60 22.84 26.52 5078.3
100 23.18 26.74 3949.9
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III.7. tabldzat (az eloszldsok vérhaté értékei)

~

A >‘i 7\1 7\2 3:3
3)2) 3BX3) (3X3)
20 4.53 4.96 95.60
0.000001 60 5.64 5.58 260.69
100 = i =
(6X6)(7) (6)(6X7) (6)X6X7)
20 4.78 5.28 203.54
0.00001 60 5.24 5.07 385.40
100 5.09 4.75 814.60
(11)(11)(11) (11)(11)(11) (11)11)11)
20 5.45 5.61 275742.6
0.0001 60 5.35 5.21 836.2
100 5.18 4.86 3277.8
(18)(18)(18) (18)(18)(18) (18)(18)(18)
20 4.71 5.18 1906.5
0.001 60 4.83 522 30034.1
100 5.05 4.70 1239.7
(14)(13)(13) (14)(13)(13) (14)(13)(13)
20 4.79 5.50 10576.2
0.01 60 5.50 541 1452.7
100 . 5.03 4.72 3198.7
) @) (7X7IX7) ()¢ @)
20 451 471 5537.2
0.1 60 5.44 5.25 4503.1
100 5.41 512 5105.6
_ (14)(13)(13) (14)(13)13) (14)(13)13)
20 4.90 7.13 996.5
0.5 60 5.34 5.66 20954.5
100 5.24 499 833138.0
(13)(13)(12) (13)(13X(12) (13)(13X12)
20 5.31 6.93 3835.6
1.0 60 5.72 6.31 3280.1
: 100 5.72 5.63 10771.6
(10X9X8) (10)(9)(®) (10)(9X3)
20 5.87 7.90 1353129.3
2.0 60 6.46 6.97 3147.9
100 6.51 6.54 5729.2
(13)(13)(13) (13)(13)(13) (13)(13)13)
20 7.14 11.05 1651.0
3.0 60 7.45 7.94 945.6
100 7.60 7.59 5588.2
(10)(10)(10) (10)(10)(10) (10)(10)(10)
20 8.12 11.05 8753.1
4.0 60 8.51 8.56 16887.6
100 4.11 4.14 2735056.6
(12)(12)(11) (11)(11)11) (12)(12)(11)
20 9.37 14.38 34963.8
5.0 60 9.46 9.78 10670.4
100 9.46 9.56 149051.5
(13)(13)(11) (12)(12)(11) (13)(13)11)
20 13.97 20.52 13006.2
10.0 60 13.77 14.81 198922.2
100 14.05 14.74 13966.6
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Az ismert m = 0 esettel szemben, amikor is a maximum likelihood és az integrél koze-
litésébsl adodo becslések ‘(5\ és 3\ ) j6 kozelitéssel megegyeztek ismeretlen m esetén a
il és ')T becslések A < 1 esetén JOl megkulonboztethetdk. )\ p-kvantilisét X, ()\ )-vel je-
16lve igaz, hogy p < 1/2 esetén X, (7\ ) X, (7\ ) m1g D= 1/2 esetén X, (>\ )< X, ()\ i
A 7\ becslés alsé kvantilisei jo egyezést mutatnak a )\ alsé kvantlhselvel miga p > 112
esetben xp(>\3)> xp()\z). Mivel xp()\3) A~0 esetenaz 1 szabadsagfoku x? eloszlis
kvantiliseivel jo] kozelithetS, ahonnan a kovetkezd kis tdblazatot kapjuk:

p 0.001 0.01 0.05 0.1 0.5 0.9 0.95 0.98

X (il) 0.19 0.30 0.52 0.74 4.38 125.0 500.0 2000.0

A 1III. tébldzatok eredményeivel valo dsszehasonlitdsbol lathato, hogy a szimuldcié eredmé-
nyei ismét j6 egyezést mutatnak az elméletileg kiszamolt értékekkel.

A 1I1I. tablazatok eredményeibdl 1dthato, hogy a Xi becslések A < 1 esetén nemcsak,
hogy nem torzitatlanok, hanem becslésre és konfidencia intervallum szerkesztésre sem hasznél-
hatok.

A megfigyelésszam (T ) novelésének kérdését a tapasztalatok alapjan dontottik el. Az
I. 8 és 1. 9 tablazatokbdl lathato, hogy T = 100 megfigyelés elegend6 a A < 10 paraméter-
tartomanyban.

A tablazatok alapjain — amikor az lehetséges — konfidencia hatarokat is adhatunk mind
az m, mind a A paraméterekre. Adott p( < 1/2) értékre és a ’)Ti becslésre megkeressiik
azta (A, p) értékpart, melyre Xoa T8 8 ekkor A lesz az als6 konfidencia hatar p-szin-
ten. A III. tablazatok eredményei alapjan lathat6 annak az elméletileg igen érdekes tételnek az
igazsiga (lasd pl. Arat6.[1]), hogy a A paraméterre nem szerkeszthetd 0-t6l kiilonbozd al-

sO konfidencia hatdr.

A tablazatok eredményeibdl ldthatd, hogy a 72 maximum likelihood becslések alsé kvan-
tilisei kisebbek a 3?1 alsé kvantiliseinél, s ebben az értelemben kevésbé torzitott becslései A-
nak. (Az m = 0 esetben ilyen kiilonbség nem volt tapasztalhatd).

4. §. A PROGRAM ISMERTETESE.

Az aldbbiakban megadjuk a szimuldlasi eljarais FORTRAN nyelven irott programjat. A
program forditasakor beolvashatd A €és a kezdé véletlen szam értéke.
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FRGGRAM EECSLOE

EECSULT FARAMETEREK cMPIRIKUS ELOSZLASA
REAL ML2T,MUA,MUKA _

REAL. MU1 JMU24MU3,LA,LABL,LAB2,LAB3,41URO1, .
1LAMU3,LAE1A, LAB2ALLAB3A,LABIS,LAR2S,LAR3S
REAL MUR1S ,MUR2S,MUR3S,LAMULA,LAMYRY,
CIMENSION LABL(1UC) 4 LABC(I0U),LAB3(LOU),
2MUROL (10 C) yLAMUL (140 ) o LAMUZ2(170) 4LAAU3 (160D
LAB1 AFELTETELES MAXLIKELIHOOU3ECSLZS,LAB2
FER2INTECRAL, CSAK LA ISMERETLFN

MUROL LA BECSLES NOVIKOV MODSZERREL

MUKO2 LA BECSLES IDOBEN FCLYTONCS MaX.LIK
INTEGER T

READ 4CC 4NC

FORMAT {(I5)

CO 1 I=1,NU

CALL RNDZ2(ALF)

CONT INLE

READ 5GC,LA

FORMAT (F10.8)

CON=SQRT (4,.8)

T=100

RO=EXP (-LA/T)

kO02=RO*RC

CO=SART( {1 .-R0O2)/7(2*LA))

FRINT E4,Ty,NUyLAJRC4ROZ

FORMAT (1F7D 43H T=4,16y3HNU=43I5y4H LA=,E14,8)
LABL1A=¢C '

LAB2A=u

LAE3A=¢(

LAE1S=70

LAB2S=13

LAE3S=0

MUR1A=C

MUR2A=0

MUR3A=0

MUR1S=U

MUR2 S=U

MUR3S=1

LAMULA=(

LAMUZ2A=C

LAMU3A=C(

LAMULS=C(

LAMUZS=U

LAMU3S=C

0O 80 J=1,100

CALL NCRMVC(EPS)

EPS=(EFS=7.5) *CON

EPS=EPS+ (EPS**¥3=-3¥EPS)*L.LN5
Xu=EPS/SGRT(2*%LA)

MUL= XU

MU2=0

rU3=0

X1=X0
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0O 10 I=1,T

CALL NCKMVC(EPS)

EPS=(EFS~-7.5) *CON
EPS=EPSH+(EPS**3=-3*EPS) 0085
X¢=X1*RO+EPS*CO

MU1=MU1+X2

MUZ=MUZ+ X2%*X2

MUS=MUZ+ Xx2%X1

X1=X2

CONTINLE

MUT=MUZ2-X2*X2

MUA=MU1/ (T+1)

LABL (J)=-T*ALOG(MU3/MU2)

CALL RC2SZA(ROyMU2T,MU3,C0,R3K)

LAE2 {J)=-T*ALOG (R3K)

LAE3(J)=0.5*T/MU2

MU2=MUZ+ X0 *Xu

AL=MU3/ML2

AlL2=2%PU2/ (T+1)
AI1=0.5% (1 -X2*Xu=-X2%X2)

MUROL () =0 5% (T+1)*¥(14X0*¥XU-X2*X2)71U2
MUROZ2 (J) =(AI1+SAQRT(AT1*AI1+AI?)) /AI2
LABLA=LAELA+LABL (J)
LAE2A=LAE2A+LABc (J)

- LAB3A=LAE3A+LAB3 (J)

LABLS=LAELIS+LABL (U)**2
LABZ2S=LAB2S+LAB2Z (J) **2
LAB3S=LAE3S+LAB3 (J) **2
MUR1A=MURO1(J)+MUR1A

MURZ A=MUROZ(J) +MUR2A

MUR3A=MURO3(J) +MUR3A

MURL S=MURLS+MURO1L (J) ¥*2

MUR2 S=MUR2S+MUROZ (J) **2

MUR3 S=MUR3 S+MURO3 (J) **2

CALL RENCEZ(MURO1,J)

CALL RENCEZ(MUROZ,J)

CALL RENCEZ(LAB1,J)

CALL RENCEZ(LAB2,J)

CALL RENCEZ(LAB3,J)

CONT INUE

LAB1A=LAEL1A/1uD

LAB2A=LAE2A/140

LAB3A=LAE3A/LiU

MURL1A=MURLA/140

MURZA=MUR2A/1J0

LABL1S=SORT (LABL1S/99~(100/799) *LAB1A*+2)
LAB2S=SGRT (LAB2S/S9-(10(/99) *LAB2A**2)
LAB3S=SGRT (LAB3S/S9-(1(u/99) *LAB3A*¥*2)
MUR1S=SQRT (MURL1S/99-(i00/799) *MUR1A**2)
MUR2 S=SCRT (MUR2S/7S9-1(10UL/99) *MURRA**2)
PRINT UTASITASOK

ENN



[1]
(2]

(3]

[4]

(5]

(6]

[7]

(8]

(9]

= 33 —

Irodalom

M. Araté: [1] (1962) Ouenka nmapamMeTpOB CTAaUHOHAPHOr'O TayCCOBCKON'O MAap—
xoBckoro npouecca OOKIJI.A.H. 145 Nel, 13-16,

Arat6o M: [2] (1964) Folytonos allapotu Markov folyamatok statisztikai vizsgalatarél 1.,
MTA III. Oszt. Kozleményei 14, 13-34.

M. Arat6 — A. Benczur: [1] (1970) ®yukuuss pacnpenenenns OLeHKH NapameTpa
3aTyxaHus CTalUMOHAPHOI'O rayCCOBCKOI'O MapKOBCKOI'O Ipoliecca.

Studia Sci. Math. Hung, No 3-4, 445-456.

Benczur A.: [1] (1971) Staciondrius Gauss-Markov folyamat csillapodési paraméterének
konfidencia hatdrai, MTA. Szamitastechnikai K6zpontja Kozlemények No. 6,
3-14.

G. Box — G. Jenkins: [1] (1970) Time series analisys forecasting and control Holden-Day,
San-Francisco. .

U. Grenander: [1] (1950) Stochastic processes and statistical inference, Arkiv for Math.
1, No. 3, 195-277. (magyarul MTA. III. Oszt. Kozleményei 1965, No. 1-3.)

A.A. Novikov: (1971) O6 omenkax mapaMeTpoB NH(G(HY3HLIX NMPOLECCOB.
(Sajto alatt a Studia Sci. Math. Hung.-ban).

E. Parzen: [1] (1967) Time series analysis for models of signal plus white noise, Spectral
analysis of time series (Edited by B. Harris), John Wiley 233-257 o.

AM. Walker: [1] (1960) Some consequences of superimposed error in time series analy-
sis, Biometrika 47, 33-43.



— B4 —

Summary

Simulation resalts for the distribution of the parameter estimates of the elementary Gaussian
process '

The behaviour of the various estimates of the parameters m = Mg(t) and A (M[(¢(t) — m) -
c(Et+1)—m)]= 2—;\ e"‘l”]) of the stationary Gauss-Markov process is examined in the pa-

per by the Monte Carlo method.

On the basis of the tables, given in the paper of Araté — Benczur [1] (see furthermore
Benczur [1]), it is possible (in the case m = 0) to compare, in the continuous time parameter
case, the maximum likelihood estimate with the estimates (2.1) — (2.5) of § 2. The tables [.1 —
1.6 give the quantiles p = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 0.9, 0.95 of the empirical distributions in the
case of T = 20, 60, 100 observations on time interval [0,1]. It is remarkable, that the quan-
tiles of the distribution of extimates
(2.4) = 121

2 > E

not used in the statistical literature, agree very well with the quantlles of theoretical distribution
of maximum likelihood estimate.

The quantiles of the distributions of the estimates (3.1) — (3.3) are given in the tables of
§3. Table II. gives the average and dispersion of estimates of parameter m. The various esti-
mates of m behave identically and their dispersion is near to the theoretically given value Y

% 1 2\
ut not to the value > -

It is impossible to construct lower confidence limits from estimates of parameter A, be-
cause for give_n p there exists, independently from A and estimate X, such an X, that

sup Py o {X> %) >

Numerically the X, values were obatained theoretically only in case of the 3.3 estimates. The

tables III. give the behaviour of the p (p = 0,01, 0.05, 0.1, 0.5, 0.9, 0.95) quantiles in the
function of A.

The empirical distribution functions were determined for samples with 100 observations.
For 2 given pair A, T 10-20 such empirical distribution functions were counted. The descrip-
tion of the program is given in §4. In case of given parameter value and starting random num-
ber the program runs within 1-2 minutes (on a CDC 3300 computer).
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PeswwMe

PeaynbTaThl CUMYIAUUKN paclpenelieHus ONEHOK IlapaMeTpOB IIPOCTOIr'O Ilpouecca

Faycca

B craTbe paccMaTpuBaeTCd TMOBe[eHWE PA3HLIX OLUEGHOK HEH3BECTHBIX apaMeTpoOB
m= Mg(t) u A (roe M[(((t) — m)(¢(t+ 7) —m)] = % e_"lTI) CTAUUOHAPHOT'O TayCCOB-
CKOr'0 MapKOBCKOr'O mHpolecca, ¢ moMombio mertona Monrte-Kapno, Ha ocrose
TaGnuusl, naEHoOi B craThe Araté — Benczur [1] (umm Benczur [1] ), Boa=-
MOXHO CpaBHHBAThL peadyinbTaThi Monrte-Kapmo mpu omenkax (2.1) - (2.5) ¢ pe-
3ynbTaTaMH HauGONBIIErO IpaBAONOnO6Hs HENPEepPBIBHOrO BpeMeHu (mpH 3ToMm
npeanonaraerca m= 0), Ta6nuuer 1.1 = 1.6 paoT sMnupHyeckHe KBAHTHIH MPH

p = 0,01, 0,05, 0,1, 0,5, 0,9 0,95, ecnu uncno mabnwonenuit T pasmo 20, 60,

100, Hano momouepkHyTh XOpoliee COBIAJeHHe KBaHTHIIeHl OLeHKH

A F4 1
(2.4) =TT,
22 ¢]

KOTOpyI0O HEe HCIONb3yIOT B CTATHCTHKE, C KBAHTUIIMHU TEOpEeTHYECKOr'O paclpe-—
nenenud., B raGnuuax maparpada 3 nanoTCd SMIHMPHYECKHE KBAHTHIIM OLEHOK
(8.1) - (8.8). B ra6nume II. naiorcsd cpenHue 3HAYEHHS H AUCIHEPCHH PadHBIX
OLEHOK IlapamMeTpa m , Pas3Hbie OLeHKH BeayT cebGd OAMHAKOBO H AUCIEPCHS O—
IEHOK XOpOIIO COBNafaeT C TEeOpeTHYECKHMH 3HaYeHHIMH 515\— (2o me 51:5\: ).dns
mapamMeTpa A IO OUEHKAM Hellb3d IIOCTPOUTL HUXHUE NOBEepUTeNbHBEIE TI'PaHHILI,
TaK Kak A7sl 7M060# OLEeHKH A IpH NaHHOM p CylleCcTByeT He3aBHCHAIIee OT A
3HAYEHHE X, UTO

PR . I RER | PP

D T P

TeopeTuueckoe omnpefeneHue 3HAYEHUIl X, TONBKO AMsl OUEHOK (8.8) ynamnocs.
Ta6nuuer III. naioT sMoupuyeckue chaH'mpu ouenok (8,1) - (8.8) mna mapa-
~meTpa A mpm p =0,01, 0,05, 0,1, 0,5, 0,9, 0,95. dmnupuueckme pacnpene—
NeHud OlpenenuiucCh angd BoiGopoB ¢ padmepom 100. Ilpu l:laHHbI.X A, T roro-
punuch 10-20 smmupnueckux pacnpenenenuii, Ilporpamma Ha gapike FORTRAN
naerca B maparpade 4, Ilpu mammom A\ nporpamMma 3anuMaeT 1=2 MHUHYTH Ma=

wunHOoro Bpemenu Ha maumumne CDC 3300.



	Arató Mátyás — Benczúr András: Szimulációs eredmények az elemi Gauss folyamat paraméterei becsléseinek eloszlására�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������


