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GEOMETRIAI PROGRAMOZÁS

Klafszky Emil

BEVEZETÉS

A geometriai programozás mind elméleti érdekességénél, mind a gyakorlati felhasználás 
szempontjából a matematikai programozás rendkívül gyorsan fejlődő ága. Kialakulására döntő 
hatással volt egyrészt a kémiai egyensúly problémának matematikai programozásként való meg­
fogalmazása, másrészt az a felismerés, hogy az elemi optimum számítási feladatoknál nagyon jó 
eszköznek bizonyuló számtani-mértani közép egyenlőtlenséget a matematikai programozási fel­
adatra is eszközként használjuk. A geometriai programozás kifejlesztésében nagy szerepet ját­
szott Richard J. Duffin, Elmer L. Peterson és Clarence Zener munkássága.

A dolgozatban a geometriai programozás elméletébe kívánok egy bevezetést nyújtani, s 
egyúttal a geometriai programozás dualitás problémakörét összefoglalni. Más felépítésmódoktól 
eltérően, a tárgyalásban a Farkas-tételre támaszkodom, s üy módon a szokásosnál egyszerűbb 
bizonyítás adható a dualitás-tételre. A geometriai programozás megoldó algoritmusainak tárgya­
lására, valamint a geometriai programozási modell alkalmazásaira itt nem térek ki, ezt egy kö­
vetkező dolgozatban szeretném összefoglalni. A dolgozat jelöléstechnikájában és felépítésmód­
jában David Gale: "The Theory o f  Linear Economic Models” c. könyvét követtem.

1. §. GEOMETRIAI EGYENLŐTLENSÉG

A geometriai programozás — mint speciális matematikai programozás — vizsgálatában fon­
tos szerepet játszik a geometriai egyenlőtlenség. E miatt nevezik ezen speciális matematikai 
programozási feladatot geometriai programozásnak.

' Az alábbi tételben kimondott egyenlőtlenséget nevezzük geometriai egyenlőtlenségnek.

A geometriai egyenlőtlenség a súlyozott számtani-mértani közép egy általánosabb alakja. 
Erre az általánosabb formára a teljesség miatt bizonyítást is adunk.

Tétel: Ha aj, ß (i = 1,2,. . . , m) tetszőleges nem-negativ számok, akkor

m
m Z ßj 
2 a, i=l

ahol ('ß'). = 1, bármely a, ß esetén.
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Egyenlőség akkor es csak akkor teljesül, ha a. 2 0. = 0. 2 a. , minden í = 1,2, .
,  1 i = l  1 1 i = l  1

. . . ,m  eseten.

Bizonyítás: Először az rn = 2 esetre igazoljuk. Feltehetjük, hogy >  0 ,  a 2 >  0 
/31 >  0 , ß2 > 0 , mert ellenkező esetben az egyenlőtlenség triviálisan teljesül.

A logaritmus függvény konkávitásából adódik, hogy

azaz

a l + a2
ß , + ß 2

0»i + <*2) 0 í2  @2

és egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha

_2_

tehát ha

a xß2 a 2ß1 .

Mindkét oldalhoz a 1/31 illetve a2ß2 értékeket hozzáadva kapjuk, hogy: 

“ l ^ i  +  ^ 2  ̂ =  +  a 2 ^  ’

a2^i +  @2̂  =  ^ “ l +  a2̂  ’

és

Ebből a logaritmus függvény monotonitása miatt azt kapjuk, hogy
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vagyis összefoglalva:

«i(0i + ß2) = 0j(“ i + a2 )> (i = 1>2).

Tegyük fel most, hogy (m — l)-re igaz az egyenlőtlenség, belátjuk, hogy akkor m-re is igaz. 

Az indukcuós feltevés és az m = 2 eset felhasználásával a következőket kapjuk:

t t l +  t t2 +  • • • +  ( a m - l  +  % )
ß1 + ß2 + . . . + (ßm _ 1 + ßm )

(ßl +P2 *. . .+ (ßm . 1* ß m ))
>

1 01 “ 2 Г1
OLm -2 0щ -2 a m -  1 +  OLm

к <N

. . .
U m -2 L -  1 +  ß m

? ^2 02 “ m -2 -2 % -  1 0m -i

h ß l  . ß m -2 ß m -  1

>

a .

Az indukciós lépés, valamint az m = 2 eset vizsgálatából megállapíthatjuk, hogy egyenlőség 
akkor és csak akkor teljesül, ha:

egyrészt az m — 1-es indukciós feltevésből

( 1 )

III III

( i=  1,2, .  . . ,m  -  2)

ni ui
(a 1 + 0! ) 2 ß. = (ß . + ß ) 2 a.\ v m - 1  m j=i 1 m - 1  m i=i 1

másrészt az m = 2 esetből

í % , - l ^ m - l  +  ßm ) = ^ m - l K i - t  +  %  }

( 2)

és

és

+  ^ m ) =  ( a m - l  +  %  > '

Az ( 1 ) és (2) eseteket egybefoglalva; egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha

m m
ctj 2  ßi = ßi 2 új minden i = 1,2, . . . ,  m esetben. I

2. § . A GEOMETRIAI PROGRAMOZÁSI FELADAT ES FÖ LEMMÁJA

Legyen az A = (aj) = (a®) = (a..) mX n-es mátrix, valamint a b =  (/3j) n dimenziós vek­
tor, a c = (7j) pedig m dimenziós vektor. Legyen az 1 =  {1,2,3, . . . ,m  ] index halmaz az 
Ip lj , . . . , Ip diszjunkt index halmazokra particionálva. A jelöléseket az alábbi sémán szem­
léltetjük : .
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aü) a(2)

“ l l “ l2 • • • “ m

a 21 “ 22 a 2n

“ ml “ m2 • • • a mn

*t ^2 . . . 0n

c

h
ь

Geometriai programozási feladatnak az alábbi matematikai programozási feladatot nevezzük: 

PRIMÁL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatározandó azon y = (t?j) G R(n) vektor, melyre 

( 1 ) by maximális

feltéve, hogy 1

(2) 2 eaiy_7i< l ,  (k =• 1,2, .  . .  ,p) .
ielk

DUÁL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatározandó azon x = (|j) e  R(m) vektor, melyre

(3) xc + 2 In
k = l

feltéve, hogy

П t.*i 
ielk 1

( I  s,) , ! ik£i
minimális,

(4)
(  xA = b , 

\  \ >  0  .

Azon y G R ^  vektorok halmazát, melyek a (2) feltételt kielégítik, prímái feltételi halmaznak 
nevezzük és & szimbólummal jelöljük. Hasonlóan a (4) feltételt kielégítő x e R <m* vektorok 
halmazát dual feltételi halmaznak nevezzük és Sr -vei jelöljük. Azt mondjuk, hogy a program 
(prímái, vagy duál) konzisztens, ha a feltéteh halmaza nem üres.
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Á geometriai, programozási primál feladat elég tág matematikai programozási feladat, pél­
dául az Ij = { l} , I2 = {2 Ip = { m} speciális esetben a lineáris programozási feladatot 
adja. Az alábbi megjegyzésekben a geometriai programozási feladat más, szokásos megadási for­
máit mutatjuk meg.

1. Megjegyzés: Tekintsük az alábbi matematikai programozási feladatot:

Meghatározandó azon y e  R(n) vektor, amelyre

ß b:y-6j
£ e minimális,

i=l

feltéve, hogy

2ie ik
Л У - Ti

1, (k =  1, . . .  , p ) .

A jelöléseket az alábbi sémán szemléltetjük:

“ l l . . . In

a 21 2n

•

“ ml OLmn

>

ti*

fin Í2n

c
N

feltételi
együtthatók

У
\

-célfüggvény
együtthatók
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Általában ezt a feladatot tekintik geometriai programozásnak. Megmutatjuk, hogy ez a feladat 
egyszerűen visszavezethető a fent definiált PRIMÁL GEOMETRIAI PROGRAM-ra.

A feladat nyilvánvalóan equivalens a következővel: keresendő azon (y, u>) e  R(n + 1) vek­
tor, melyre

e~ы minimális

feltéve, hogy

és

2 ea’y ” 7‘ <  1, (k = l , . . . , p )
ieIk

!  eb'y
i=l

<  e

De ezt írhatjuk a következőképp is:

i  n
(0 ,0, .  . . , 0 ,1) • (y, w) maximalizálandó

feltéve, hogy

és

2
ie i

0 ) ( y ,  u> ) -  7 j
1,

ß (bj, 1 )(y, aj) — 8j
Aj С ^ 1
i=l

(k = 1, ■ • • ,p ),

17 : “ 7j ^  “ 6 : ^
2. Megjegyzés: Az e -  t., e = 7 ., e = Sj egy-egy értelmű transzformációval 

(r}i = Inтг  7 . = — ln-y ,̂ = -  lnŜ j) és most már a r j > 0, 7 . > 0, s’. >  0 megkötéssel 
az 1. Megjegyzésnél adott modell a következő formát ölti:

a célfüggvény

(5)

a feltételi egyenlőtlenség

(6) 2 7 П raij <  1,
ig Ik j = 1 J

fi ~  n |3jj 
2 5. П Ti1J 
i=l 1 j = l J

(k = 1, . . . ,p ) .

Az (5) és (6)-ban lévő függvényeket pozinom nak nevezzük. A geometriai programozás alkalma­
zásaiban a modell általában pozinomos formában van megfogalmazva.

A következő lemmában, a geometriai egyenlőtlenség alkalmazásával, egy alapvető összefüg­
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gést adunk a lehetséges megoldásokhoz tartozó célfüggvény értékekre. A lemma rávilágít a duál- 
feladat bevezetésének célszerűségére is. (Duffin-tól származik a "the main lemma of geometric 
programming” elnevezés).

Lemma: (a geometriai programozás fő lemmája):

Ha ySá* és х б ® , akkor

(7)
П {j 1

P i e i k 1
iby <  XC + 2 In------- :---- —---

k = l . , ^ „ 4 2 íj

és egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha

(8) еа‘У 7‘ 2  %■=%., minden i e l .  indexre (k = 1, . . . ,p) .
i e i k 1 1

Bizonyítás: A (2) feltételi egyenlőtlenségre alkalmazva a geometriai egyenlőtlenséget a kö­
vetkezőket kapjuk :

S Si
1 >  ( 2 е“‘У 7‘) ieIk ‘> П

aiV - T'i \ ti

ie i i ie ik l
2 Si( S Çj)i£lk = 

ie it

(9)

( i l l ^ i)ielk  ( . 2, 2  ti7i)

П «j*i
• e lfclk ieIk

iei,

Egyenlőség pedig akkor és csak akkor teljesül, ha

( 10) 2  * i=  0
; en T 1iei

 ̂ ajy_ T'i , vagy S e  = 1
ie ik

es

a.y -  7; a.-y -  7;
( 11) e 1 2 £ = £. 2 e 1 7l

‘e *k 1 ‘ieIk

A (10) és (1 l)-et egybefoglalva:

( 12) eaiy_7i 2 { , =  Éj, ( iG lk ) .ieli.

A (9)-et к = 1, . . . ,p indexekre összeszorozva pedig a következőkhöz jutunk:
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1 >
P ( i , kO * V '
П

к = 1 2  I ti
i e i

Az хА = b teljesülése miatt pedig

p (1 ,кУ
1 > n - — ---------------

k = l  П Ç.fi
i e u  1

S fjajy -  2 fi7i 
j e l  11 i e i

( J O i A *P i e i  
П -  

k = l

by -  xc

П %. 
1

ti

Ebből logaritmizálás és rendezés után azt kapjuk, hogy:

П

by < xc + 2  ln 
к = 1

is i -

с . | .  ti ) i!ikCl
lGIk

xAy -  xc
e

és ezzel a lemma első részét beláttuk, második része (12)-ből adódik. I

Következmény: Legyenek у £  á", x£S>  és x > 0  olyanok, hogy (7) egyenlőséggel teljesül. 
Akkor tetszőleges x £ §  esetén:

(13)
p

by = xc + 2 
k = l

In
П f . f ‘ 

i e l k 1

( , | ,  ?i) Æ k£iieik

Bizonyítás: Mivel y, x vektorokra (8) fennáll, így azt minden i-re a £. hatványra emelve 
és összeszorozva kapjuk (13)-at. I

3. §. A GEOMETRIAI PROGRAMOZÁSI FELADAT ALAPTULAJDONSÁGAI

Az alábbiakban a geometriai programozás néhány elemi tulajdonságát tárgyaljuk.

1. Lemma: A 0> prímái feltételi halmaz konvex.

Bizonyítás: Legyen y 1( y2 £  Megmutatjuk, hogy ekkor Xyk + (1 — X)y2 £  á*9 
(0 <  X < 1). Az exponenciális függvény konvexitása miatt

Xe 4У1 + (1 -  X)e 12 > e
ajy2 ^  Ха1У1+ ( l - \ ) a iy2

Megszorozva e ‘-vei és összegezve i e  Ik -ra :

( 1 ) S (Хеа‘У‘ 7‘ + (1 -  Х)еа;У2 7i) >  2 e
\ a j y j+  ( 1 -  X)aiy2 -  7 j

i e I k Í^I v,

Mivel y1} y2 £ 0>, ezért
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(2) S (Хеа'У‘ ~ 7i + (1 -  х )еа;У2 7i) <  1 .
ieIk

Az (1) és (2) összevetésből
ajUyj + (1 -  \)y2)-7 j

2 e
ieIk

azaz Xyt + (1 — X)y2 e  У. I

2. Lemma: A duál feladat

< 1

J ,  *i
*i

<̂ (x) = xc + £ ln
i ei

k = l  /  Y t  \  - e ,  £i

téJ'), s '1

(x >  0)

célfüggvényére fennáll

a) </>(0) = 0 ,

b) v>(Xx) = Xip(x), ha X >  0 ,

c) <p(x + x) <  p(x) + tp(x),

azaz pozitív-homogén konvex függvény.

Bizonyítás: Az a) rész triviális. A b) rész egyszerű számolással adódik:

Ín
n(X^.)Xéi nXXti • IILXíi XxSti (ÜL*1)*

1------ = Ín --------------^ ---- = Ín —  ----------^— Г = X Ín ---------
(S(XJ.))2 xíj

(XZ*.)' xxSt4 (s^ )Sti)x (ZÇj)Síi

A c) rész belátásához azt kell megmutatni, hogy

, + _  U i*  П?
In --------5------* . - .  <  Í n -------Sr— + In

№ (* ,+  (S ? / 51 (Z íj)Zti ’

vagy a logaritmus függvény monotonitása miatt azt, hogy

(3)
(Z(Éi + |.) )2(£i+fi) (2{j)Sti • (S ^ )2íi

Alkalmazzuk a geometriai egyenlőtlenséget
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“i = *i + és = *i

megválasztásával, ekkor azt kapjuk, hogy

(4)

majd pedig az

-  2 ti
S($j + 6j)

>  П Si + s* êi

«i

“ i = h  + h  és ßi = *i 

választásokkal a következőhöz jutunk:

(5)
-  2 íi

sc s , + Sj) 1 
2S;

>  П S- + s. ?i
_ l i_____ I l

A (4) és (5) összeszorzásából végül is kapjuk a (3) egyenlőtlenséget.!

3. Lemma: a) Ha y e . ^  és valamely у vektorra Ay <  0, akkor tetszőleges ô > 0 
számra (y + üÿ) G

b) На y & akkor  Ay <  с.
а:у

Bizonyítás: a) Mivel е < 1 ,  ezért

а ;у -  7j aiV ” "Vi д ахУ _  a j ( y + d ÿ ) - 7 j1 >  2  e > 2  e • e = 2 e 1 
ieIk ieIk

tehát (y + ây) G d®*

b) A feltételi egyenlőtlenségekből:

1 >  2 eaiy_7i > e aiy_7i
ieIk

és így

a4y — yj < 0 minden i G I-re. B 

A 3. lemmából azonnal adódnak az alábbi következmények:

1. Következmény: a) Haa #  halmaz nem üres, akkor korlátosságának szükséges és 
elégséges feltétele az, hogy az A matrix sorvektorai által generált kúp kiadja az egész R(n) 
teret.

b) Ha a & nem üres halmaz korlátos, akkor xA = Ö egyenletnek van x >  0 megol­
dása.

[
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с) На 9  nem üres, korlátos halmaz és 9  nem üres halmaz, akkor 9  nem korlátos.

Bizonyítás: a) A 3. lemmából nyilvánvaló, hogy a nem üres &> feltételi halmaz korlátos­
ságára szükséges és elégséges feltétel az, hogy az Ay <  0 egyenlőtlenségnek ne legyen az у = 
= 0 triviális megoldástól különböző megoldása. Jelöljük #A-val, az A mátrix sorvektorai által 
kifeszített kúpot, akkor duális kúp adja az Ay <  0 egyenlőtlenség megoldásainak ösz- 
szeségét. De r6’A akkor és csak akkor a zérus elem, ha í?A az egész tér.

b) Az a) miatt 4>K az egész tér, és így léteznek olyan \  > 0 skalárok, hogy

m _
■ -  (3l + a2 + . . . + am ) = £  Ç. aj .

Ebből pedig átrendezve azt kapjuk, hogy

m _
f  a  + ^j)ai = о ,

tehát a £. = 1 + f ; megoldás kielégíti b)-t.

c) A b)-ből nyilvánvaló. I

A lemmából levonható további következményekhez szükségünk van az alábbi fogalomra:

Definíció: 9  felsőnívóhalmaznak nevezzük a 9  halmaz azon részhalmazát, ahol 
by >  со.

2. Következmény: a) A nem üres á* halmaz korlátosságának szükséges és elégséges fel­
tétele az, hogy az A mátrix sorvektorai és a — b vektor által generált kúp kiadja az egész 
R(n) teret.

b) Ha á* korlátos, akkor az xA = b egyenletnek van x >  0 megoldása.

Bizonyítás: A & felsőnívóhalmaz a

2 eaiy_7i <  1 , (k =  l , . . . , p )
ieIk

- by + u>
e <  1 ,

feltételi halmaz. Erre alkalmazzuk az 1. következményt. I

4. §. A PRIMAL CÉLFÜGGVÉNY KORLÁTOSSÁGÁNAK SZÜKSÉGES ËS ELÉGSÉGES 
FELTÉTELE

Az alábbi tétel, amely a primálfüggvény szuprémumának végességére ad szükséges és elég­
séges feltételt, fontos szerepet játszik a geometriai programozás dualitási tételénél.

Tétel: A konzisztens prímái feladat célfüggvénye akkor és csak akkor korlátos fe lü lrő l,, 
ha a dual feladat konzisztens.
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Bizonyítás: Ha a duál feladat konzisztens, akkor van olyan x > 0, hogy

(1) xA = b .

A 3. lemma b) szerint bármely y e f  esetén

(2) Ay < c .

Megszorozva a (2) egyenlőtlenséget x-vel, és felhasználva (l)-et kapjuk, hogy:

x Ay < xc ,

by < xc minden y e #  esetén,

tehát by felülről korlátos.

Fordítva, ha a duál feladatnak nincs lehetséges megoldása, akkor a Farkas-lemma szerint van 
olyan y, hogy

Aÿ < 0 , 

bÿ >  0 .

На у е # ,  akkor 3. lemma a) miatt у + â ÿ  £ 2Р, (ű > 0). De ezen lehetséges megoldásra 
a célfüggvény értéke:

b(y + t>ÿ) = by + úby , ha ú ■

Megjegyezzük, hogy a tétel egyik iránya — ”ha a duál konzisztens, akkor a prímái célfüggvény fe­
lülről korlátos” — a geometriai programozás fő lemmájából is nyilvánvaló.

A tételből a 3. fej. 1. a) következményének egy élesítését nyerhetjük, amely a geometriai progra­
mozás pozinomos formájában lehet érdekes.

1. Következmény: a) Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy у £  minden koordiná­
tájában felülről korlátos legyen az, hogy az A mátrix sorvektorai által generált kúp a pozitív 
ortánst tartalmazza (pozinom formában y felső korlátossága azt jelenti, hogy t = (7-j ) lehetsé­
ges vektorok halmaza korlátos).

b) Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy y e  #  minden koordinátájában alulról kor­
látos legyen az, hogy az A matrix sorvektorai által generált kúp a negatív ortánst tartalmazza 
(pozinom formában ez azt jelenti, hogy t lehetséges vektorok halmaza zárt).

Bizonyítás: a) Az y £  & vektor rj. koordinátájában akkor és csak akkor korlátos felülről, 
ha a megoldáshalmazon az u.y célfüggvény korlátos, azaz a tétel szerint van megoldása az xA =

J i
= Uj, x >  0 rendszernek, (m = (0 ,0, . . . , 1 , . . . ,  0))

b) A bizonyítás analóg az a) résszel, -u .y  célfüggvénnyel. I
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; Az alábbi köyetkezmény a & és 3e halmazok közt ad egy kapcsolatot.

2. Következmény: a) Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy a nem üres 3? hal- 
mázon az e tag, mint célfüggvény zérustól el legyen választva az, hogy az xA = 0,
X >  0 egyenletnek legyen >  0 megoldása.

(A ’’zérustól való elválasztás” azt jelenti, hogy van olyan e >  0 , hogy eaíy y 'l > e ,  ha у б Л )

b) Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy valamely nem üres & nívóhalamzon az
a y  — ^

e 1 1 tag zérustól el legyen választva az, hogy az xA — i?b = 0, \ >  0, ű > 0 rendszer­
nek legyen >  0 megoldása.

a:y -  7 :
Bizonyítás: a) Az e akkor és csak akkor van zérustól elválasztva, ha — a}y felül­

ről korlátos, de a tétel szerint ennek szükséges és elégséges feltétele, hogy legyen megoldása az 
xA = — ai , X > 0  rendszernek, ez azonban equivalens azzal, hogy legyen ^ >  0 megoldása 
xA = 0, X > 0 rendszernek.

b) Az a) rész alkalmazása a felsőnívóhalmazra. I

5. §. KANONIKUS FELADAT.

A kanonikus geometriai programozási feladat a geometriai programozás elméletében, a megoldó 
algoritmusokban és számos alkalmazásnál döntő szerepet játszik.

Definíció: Kanonikusnak nevezzük a geometriai programozási feladatpárt, ha a duálfela- 
datnak van minden koordinátájában pozitív lehetséges megoldása.

Az alábbi lemma, amely a konvex függvényekre vonatkozó Farkas-tétel* egy adaptációja, alap­
vető a kanonikus feladat tárgyalásában.

Lemma: Ha xA = 0 egyenletnek van x >  0 megoldása, és minden x >  0 megol­
dásra

p
xc + 2 In 

k = l

n É,*1 .
i e I k

. 2 ti
( 2  £ j )  i e l k
ieik

0 ,

akkor van olyan y, hogy

а=у- 7 :
2 e 1’ 1 , (к = 1........... p) .

*eIk

Bizonyítás: A Farkas-tétel szerint a feltétel fennállása esetén léteznek olyan rjj, .  . . , rjn

*Lásd pl. Stoer-Witzgall [42]
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számok, hogy

П | .

( 1 )
P i e i k n /.•._

xc + 2 In------------ - ----->  2 xauV ,  minden x > 0  esetén.
k = l ( E U i î l ^  j=1

Rögzítsünk egy kQ indexet. Legyen ezen rögzített index mellett:

' eV -r ,_

<
ha i 6  I.

ko

o' ha i í  I.
ko

4  =

A |*  értékét, az i í  I, esetben, (l)-be helyettesítve:1 Kq

2  I f (a.ÿ -  7 .) <  2 In | f  -  In ( 2 | f )
ieiko ‘ ' ' ieIk0 ieIk̂  1

Behelyettesítve | f  értékét i e  I esetre is:

2 $  
koi e r

2 e ^  ~ T’(a y — 7 ) <  2 e"1' M(a.y -  y ) -  In ( 2 e“H '*)
ielVn 1 1 ieikn 1 ie lkn

а1У " Ti,
2  e ЧУ - 7i

ajy- Ti ieík0
ko 

Ebből

ko

2 eaiy_7i
In ( 2 eaiy_7i) ielk0 

lGlk0
< 0 ,

azaz
ay — y

2 e ‘ < 1 ,  tetszőleges kn-ra. I 
ígi uko

Tétel: Ha a kanonikus geometriai programozási duálfeladat célfüggvénye alulról korlátos, 
akkor a prímái feladat konzisztens és a célfüggvény felveszi maximumát a feltételi halmaz vala­
mely ÿ  pontjában és

by = inf ^
П | . £i

xc + 2 In -----l£Ik ----

lGlk

Bizonyítás: Jelölje ip(x)  a duálfeladat célfüggvényét, azaz
П | . E*

P , i e l k 1
<p(x)=xc + 2 In -------------y 7 ,

k“  ( . ^ , > 4 “ie lk
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legyen továbbá

Az előző lemmát az alábbi

д = inf .<p(x) .

(2) xA + | 0(— b) = 0, x > 0 ,  Ç0 >  0 ,

feltételi egyenletre és a

П Sjei
(3) ? (x , | 0) = xc + I In ----- lC-~ ..s— ■ + l 0( -  m)

k=1 ieIk
függvényre alkalmazzuk.

A lemma alkalmazható, mert a (2) egyenletnek van x >  0, | 0 >  0 megoldása, és a (3) 
függvény a (2) feltételnek eleget tevő helyen nem-negativ. Ha ugyanis negatív lenne, azaz

(4) Ш ,  ?0 ) <  0 > 

akkor a következő két eset fordulna elő:

a) Ha £0 = 0. Akkor xA = 0, és ha x e  ä>, akkor x + űx  e  Q , bármely â > 0 
esetén. Ezen megoldáshoz tartozó célfüggvényre, felhasználva 3 .§ . 2 lemmát:

<p(x + dx) <  Ifi(x) + átp(x) = (p(x) + áifi(x, 0) -*■ — oo ,

ellentétben azzal, hogy <p alulról korlátos.
Fi

b) Ha >  0. Legyen ekkor %. = , (i = 1, . . . , m) . A (2) és (3)-ből az így de-
U 1 У

finiált x-re 0

xA = b ,

és

amely ellentétes ц definíciójával.

Mivel a lemma feltételei teljesülnek, ezért létezik olyan y, hogy

(5) 2 еа*У' 71< 1, (k =  1, . . . ,p )
ie lk

és

( 6)
-by+M

e < 1 .
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Az (5) egyenlőtlenség azt mutatja, hogy y S á * . A (6 ) egyenlőtlenségből pedig azt kapjuk, 
hogy

amit bizonyítani akartunk. I

Következmény: Ha a kanonikus geometriai programozási prímái feladat konzisztens, akkor 
a célfüggvény felveszi maximumát a prímái feltételi halmaz valamely ÿ pontjában.

Bizonyítás: Ha a prímái feladat konzisztens, akkor a főlemma szerint a duál célfüggvény 
korlátos, és így a tételből adódik a következmény állítása. I

Megjegyzés: A geometriai programozás fő lemmájából adódik, hogy a duálcélfüggvény alsó 
korlátosságára elégséges feltétel, hogy a prímái feladat konzisztens legyen. Könnyen látható, 
hogy az nem szükséges feltétel. Azonban a fenti tételt figyelembevéve, a kanonikus feladatra a 
4. § . tételéhez hasonló tételhez jutunk: a kanonikus duál feladat célfüggvénye akkor és csak 
akkor korlátos alulról, ha a prímái feladat konzisztens.

6 . § . REDUKÁLT FELADAT.

Legyen a geometriai programozási feladat olyan, hogy a duál feltételi halmaz nem 
üres. Jelöljük I*-al azon i e l  indexek halmazát, melyre van olyan \ > 0  lehetséges megol­
dása xA = b feltételi halmaznak, hogy Ç. >  0. A geometriai programozási feladatot redukál­
ju k  úgy, hogy csak az i £  Г  tagokat hagyjuk meg. A redukált feladat kanonikus feladat. Nyil­
vánvaló, hogy a duál feladat és a redukált duálfeladat közt teljes equivalencia van. Azaz a redu­
kált duálfeladat egy lehetséges megoldása zérusokkal kiegészítve az eredeti lehetséges megoldá­
sa és fordítva is az eredeti egy lehetséges megoldása a redukciónak megfelelő zérus koordináták 
elhagyásával a redukált egy megoldása és a célfüggvények értékei megegyeznek. Látni fogjuk, 
hogy a prímái és a redukált prímái feladat közt is fennáll egy ’’gyengébb equivalencia”, neveze­
tesen az, hogy ha y* a redukált egy lehetséges megoldása, akkor van olyan у lehetséges 
megoldása az eredeti prímáinak, melyre a két célfüggvényérték tetszőleges kicsit tér el egymás­
tól. Mielőtt ezt tételben pontosan kimondanánk, egy lemmát bizonyítunk, amely voltaképpen 
a Farkas-lemmának rendszerre való általánosítása, és a Tucker-féle komplementaritási tételek 
egyike. A teljesség kedvéért ezt itt a Farkas-lemma felhasználásával be is bizonyítjuk.

Tekintsük az

(7) M <  by .

összevetve ezt a geometriai programozás fő lemmájával, végül is

M = bÿ ,

(1)
J” xA = 0
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egyenletrendszert..

Legyen I+: azon i indexek halmaza, melyre van olyan x >  0, hogy xA = 0 és

£ i>  o-

I_ : azon i indexek halmaza, melyre van olyan y, hogy Ay <  0 és a.y < 0. 

Lemma: A fen t definiált I+ és I_ index halmazokra:

a) 1+ n I_ = ф ,

b) I+ U I_ = I .

Bizonyítás: Az (1) y-al való szorzásából adódó

m
0 = xAy = S L ay

i=l

összefüggésből a) rész nyilvánvaló.

A b) rész igazolásához tegyük fel, hogy iQ £ I+ , ez azt jelenti, hogy a

-  a. = 2 f a 
0 iíio

egyenletnek nincs x >  0 megoldása. De akkor a Farkas-lemma szerint van olyan y, hogy

a.y < 0, i Ф i0 ,

-  V  >  о ,

azaz Ay <  0 és a. y <  0, tehát L e  I M
‘о о -

Következmény: На I* az i indexek azon legbővebb halmaza, melyre xA = b, x > 0 
feltételi halmaznak van f . >  0 megoldása, akkor van olyan ÿ, hogy

( 2)

' bÿ = 0 ,

< ajÿ = 0 , ha i e  l* ,  

a.y <  0, ha i ?  I*.4. 1J

Bizonyítás: A lemmából, az xA + f0( — b) = 0 egyenletre alkalmazva, nyilvánvaló.!

Tétel. Legyen a geometriai programozási feladat olyan, hogy :>/ és % feltételi halma­
zok  nem üresek. Jelölje a redukált prímái feladat feltételi halmazát, ekkor bármely 
y*  g -У* és tetszőleges e > 0 esetén létezik olyan у e  0> , hogy |by — by*| < e.
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Bizonyítás: Legyen yQ a feltevés szerint nem üres 3t> halmaz egy rögzített eleme, az y* 
pedig í?* rögzített eleme. Ha y0 = y* , vagy b = 0, akkor készen vagyunk. Egyébként vá­
lasszuk 5 számot a következőképp:

0 <  Ô < max ( llbll • Il yr

Legyen

У = őy0 + (1 — 6 )y* + űy  ,

ahol ÿ  a következmény (2) szerint biztosított, rögzített vektor, a 5 számot pedig később 
fogjuk alkalmasan megválasztani, úgy, hogy у e  J? legyen. Egyszerű számolással kapjuk, hogy

Iby — by^ I = |b (5y 0 + (1 -  5)y* + ô ÿ -  y * ) | =

= lb(y0 -  y* )|5  <  S ||b|| • IIy0 -  y*|| <  e .

Meg kell még mutatni, hogy 5 választásával elérhető, hogy y e í *  teljesül. Vizsgáljuk a k- 
adik feltételt:

2  e
i€Eík

aiy Ti ai(sy0 + (1_ s)y*)-  Tj2j C
i e i k n i *

ai(5y0 + (1 -  « )y*) -  Tj ^ У  + 2j _ e • e
i e l k n i *

Három eset lehetséges:

a) Ha Ik П Г* = ф, akkor

E e 
ieIk

aiy Tj aj(8y0 + (1- 8)y*)- Ti 6 ^
i e i k n i * 1 ,

ugyanis yQ e  .?* és tP* konvexitása miatt (őyQ + (1 — S ) y * ) e  # * .

b) Ha Ik n I* = ф, akkor

aiy-Ti ai(sy0 + ( i - 6 ) y * ) - tjL e = 2, _ e • e < 1

ugyanis a4y < 0 miatt ő elég nagyra választásával elérhető, 

c) Ha Ik п T* Ф ф és Ik п I* ф ф, akkor
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2 e aiy “ 'yi =  2  e ai(Syo+ (l-«)y*)-Y, +

i e I k i e l k n i *

а̂ 8у0 + (1-8)у*)-т}
+ S _ e e <  1 .

i e i k n i *

_ V atYo "Yiugyanis., mivel I, п I Ф ф, ezért 2 e <  1, és S >  0 miatt 
k i e i k n i *

2  e ai(6yo + (1- 5)y*)-Ti <  j  ̂
i e l kn i *

így a.ÿ <  0 miatt â elég nagyra választásával elérhető. I 

A tételből azonnal adódik a következő fontos állítás:

Következmény :

sup by = sup by .
a e  .P y e # *

Bizonyítás: Mivel ЗР с  ■'/*, ezért

sup, by <  sup^ by , 
ye3P  y e # *

de egyenlőtlenség a tétel alapján nem állhat fenn. I

7. § . DUALITÁSI TÉTEL

Az eddigi vizsgálatokból egyszerűen nyerhető a geometriai programozás dualitási tétele.

Tétel: a) Ha a prímái- és a duálfeladat konzisztens, akkor a prímái célfüggvény szuprému- 
ma megegyezik a duál célfüggvény infinumával.

b) Ha a prímái feladat konzisztens és véges szuprémuma van, akkor a duál is konzisztens 
és a prímái szuprémum a duál infinummal megegyezik.

Bizonyítás: a) A geometriai programozás fő lemmájából, a kanonikus feladat és a redu­
kált feladat alaptételéből azonnal adódik.

b) A prímái célfüggvény korlátosságának szükséges és elégséges feltételéből, valamint az 
a) részből adódik. I

Megjegyzés: Abból, hogy a duálfeladat konzisztens és véges infinuma van, nem követke­
zik még a prímái feladat konzisztenciája. Azonban a redukált feladat alaptételét és annak bizo­
nyítását, valamint a kanonikus feladat alaptételét figyelembevéve egy gyengébb, úgynevezett 
szubkonzisztenciát tudunk biztosítani:
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Ha a duàlfeladat konzisztens és a célfüggvényének véges ß infinuma van, akkor tetszőle­
ges e > 0 esetén a m ódosíto tt

aiY ~ 7i
S e 1 * <  1 + e , (k = 1, . . . , p)

i e i k

feladat konzisztens és

lim sup by = ß .
e->0 yeá^J e

A geometriai programozás dualitás tétele nemcsak elméleti szempontból jelentős, hanem a pri- 
mál-duál feladatpárt megoldó iteratív eljárás esetén tájékoztatást ad az iteráció pontosságáról.

IRODALOM

A keverék kémiai egyensúly egyenletét, egy matematikai programozási feladatként, formulázta 
meg White — S.M. Johnson — Dantzig [44]. Ez a modell lényegében a geometriai programozá­
si duál feladat, ahol a célfüggvény a keverék szabad energiája (Gibbs [22]).

Ezt követően Dantzig — White — S.M. Johnson [11] dolgozatukban a célfüggvényt szakaszon­
kénti lineáris függvénnyel közelítve egy megoldási algoritmust javasolnak a feladatra. A kémiai 
egyensúly duálfeladatát, a tulajdonképpeni geometriai programozási prímái feladatot adja Clasen 
[7], s egyúttal egy numerikus megoldási algoritmust javasol a kémiai egyensúly megoldására. A 
geometriai programozás duál feladatát, mint a kémiai egyensúly matematikai modelljét tárgyal­
ja Shapiro [39], Shapiro — Shapley [40, 41] s úgyszintén ez a feladat a kiinduló probléma 
Dantzig — Folkman — Shapiro [10] dolgozatának is.

A másik oldalról, -  egyenlőtlenségek (geometriai egyenlőtlenség) felhasználása matematikai 
programozási .feladatokban — R.C. Johnson [25], Fein [19], Zener [48], Chaînes — Cooper [8] 
Puffin [13], Sherwood [43] munkáiban található. Ezt a gondolatot fejlesztette továbbá Zener 
[49, 50, 51] Puffin [12] Puffin -  Peterson [16], Puffin — Zener [18].

1966-ban megjelent az addigi eredmények összefoglalása Puffin — Peterson — Zener [17] köny­
ve. A könyv tárgyalja a geometriai programozást és dualitási problémakörét, a geometriai prog­
ramozás alkalmazását, és a geometriai programozás kiterjesztését. A könyvet követően jelent 
meg Puffin — Peterson [15] dolgozata, amely a geometriai programozás dualitási tételére, a 
könyvben szereplő tárgyalásnál egyszerűbb bizonyítást ad. Puffin [14] dolgozatában újra visz- 
szatér a dualitási tételnek egy más, a lineáris programozás dualitás-tételét felhasználó bizonyítá­
sára. Avriel -  Williams [5] dolgozatában a primálduál feltételi halmazokkal kapcsolatos vizsgá­
latokat végez. Ez a dolgozat adta számomra a gondolatot, hogy a dualitási tételhez, a duálfela- 
dat irányából a Farkas-tétel felhasználásával közelítsek. Ily módon a dualitási problémakör egy­
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szerűbben tárgyalható. A geometriai programozás számos alkalmazását mutatja be Puffin — 
Peterson — Zener [17] könyve. További alkalmazások találhatók Wilde [45] és Wilde -  Beightler 
[46] munkáiban, a [17] könyvet követően újabb műszaki alkalmazásokat Avriel -  Wilde [1, 3], 
és a gazdasági alkalmazást Gale [21] dolgozatai ismertetnek.

Az utóbbi időszak geometriai programozás kutatási eredményeit három főbb csoportba foglal­
hatjuk össze (a., b., c.,).

a) ’’Előjeles geometriai programozás” vagy ’’általánosított polinom programozás” vizs­
gálatával foglalkoznak Avriel — Williams [4], Blau — Wilde [6 ] és Passy — Wilde [31, 32] dol­
gozatai.

a) A ’’kiterjesztett geometriai programozás” alapgondolata az, hogy a matematikai prog­
ramozásban a súlyozott számtani-mértani közép mintájára a súlyozott Hölder-egyenlőtlenséget 
(lásd. pl. [23]) használja. Ezzel a modellel Puffin — Peterson -  Zener könyve is foglalkozik, 
azonban részletesebb kidolgozása Peterson -  Ecker [34, 35, 36, 37, 38], Peterson [33] és 
Passy [30] munkáiban található.

c) A ’’Sztochasztikus geometriai programozásának mintegy előzetese Mangasarian - 
Rosan [28] és Lieu [27] munkássága. A sztochasztikus geometriai programozás feladatával 
Avriel — Wilde [2] foglalkozik.

A matematikai programozás más területén elért eredményeket hasznosítja a geometriai progra­
mozásban Klinger^jvlangasarian [26] és Pascual — Ben Israel [29].

Egy speciális geometriai programozási feladatot old meg a játékelmélet nyeregponttételével 
Panskin [9], és úgyszintén egy másik speciális típusút a dinamikus programozás eszközével 
Hisashi Mine — Katsuhisa Ohno [24].
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S u m m a r y

Geometric programming

The paper deals with the problems of the duality of geometrical programming. A proof, simpler 
than the usual, is given for the duality theorem of geometrical programming by the use o f the 
Farkas theorem. The approach of the problem is from the dual side of the task, which differs 
from the other constructions.

Р е з ю м е

Геометрическое программирование

Статья занимается проблемами двойственности геометрического програм­

мирования. В отличие от других методов построения, автор подходит к 

проблеме со стороны двойственной задачи, используя теорему Фаркаша.

В статье дается более простое доказательство двойственности геометри­

ческого программирования.
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