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GEOMETRIAI PROGRAMOZAS
Klafszky Emil

BEVEZETES

A geometriai programozds mind elméleti érdekességénél, mind a gyakorlati felhasznélas
szempontjabol a matematikai programozds rendkiviil gyorsan fejlédé aga. Kialakuldsira donté
hatéssal volt egyrészt a kémiai egyenstly problémédnak matematikai programozasként valé meg-
fogalmazédsa, mésrészt az a felismerés, hogy az elemi optimum szdmitasi feladatokndl nagyon jo
eszkoznek bizonyul6 szdmtani-mértani kozép egyenlStlenséget a matematikai programoziasi fel-
adatra is eszkozként hasznaljuk. A geometriai programozas kifejlesztésében nagy szerepet jat-
szott Richard J. Duffin, Elmer L. Peterson és Clarence Zener munkassiga.

A dolgozatban a geometriai programozas elméletébe kivinok egy bevezetést nyujtani, s
egyuttal a geometriai programozés dualitis problémakorét 6sszefoglalni. Mas felépitésmodoktol
eltérGen, a targyaldsban a Farkas-tételre timaszkodom, s ily médon a szokdsosnél egyszer(ibb
bizonyitds adhat6 a dualitas-tételre. A geometriai programozas megoldé algoritmusainak targya-
lasdra, valamint a geometriai programozasi modell alkalmazasaira itt nem térek ki, ezt egy ko-
vetkezd dolgozatban szeretném Osszefoglalni. A dolgozat jeldléstechnikdjaban és felépitésmod-
jaban David Gale: " The Theory of Linear Economic Models” c. konyvét kovettem.

1. §. GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEG

A geometriai programozis — mint specidlis matematikai programozas — vizsgélataban fon-
tos szerepet jatszik a géometriai egyenlGtlenség. E miatt nevezik ezen specidlis matematikai
programozdsi feladatot geometriai programozasnak. '

" Az alabbi tételben kimondott egyenlStlenséget nevezziik geometriai egyenltienségnek.

A geometriai egyenltlenség a sﬁl_yozétt szamtani-mértani ko6zép egy altaldnosabb alakja.
Erre az 4ltaldnosabb formara a teljesség miatt bizonyitdst is adunk.

Tétel: Ha oy, B, (i= 1,2,...,m) tetszbleges nem-negativ szimok, akkor
z
m B;
z Q; i=1 : o Bj
izl > 1 —‘]
g 8 i=1 Bl

0
-ahol (—%) = 1, bdrmely o,p esetén.
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Egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha a; _El B, = B, _El a; , minden i= 1,2,.
..,m esetén. g -

Bizonyitds: El6szor az m = 2 esetre igazoljuk. Feltehetjlik, hogy a, > 0; ay >0,
g, >0, B, > 0, mert ellenkezd esetben az egyenl6tlenség trividlisan teljesiil.

A logaritmus fiiggvény konkavitasdbol adodik, hogy

log &

|
/ a o, £
-y 2

By a,
log == .
og 32

By

Bl ay ﬁ;,_ a,
+ ———— ) —
By ﬁz

By+By, By BT, By

=

Ebbdl a logaritmus fliggvény monotonitdsa miatt azt kapjuk, hogy

. By B2
Bp. By B O 0 ‘31"32.[0[_2'(?1*32
By T By By By B8, B, [By B,
azaz
a; +a, (By + B2) a; P11 (ay )P
B, + ﬁ; By B,
és egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha
s
By By’
tehédt ha
iy = efy -

Mindkét oldalhoz «,f; illetve a,B, értékeket hozzdadva kapjuk, hogy:
al(Bl +ﬁ2)= Bl(al +a2)’
€s

az(ﬁl a2 32)= 62(‘11 W 02) s
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vagyis Osszefoglalva:
a;(8, +'8,) = Bi(a; + a;), (= 1,2).
Tegytk fel most, hogy (m — 1)-re igaz az egyenlGtlenség, belatjuk, hogy akkor m-re is igaz.

Az indukcuos feltevés és az m = 2 eset felhaszndlasaval a kovetkezGket kapjuk:

Cy Fgy t st oy g 0L (By* Byt (Bry 1+ By )

2 >
By F By ¥ i T B g T B i
= —a_]: ﬁl [a_z\lﬁg [am_2]ﬁm_2 am-‘l -+ am (ﬁm_x+6m)>
By By B -2 Pa-1 * Py i
s, T gz_J"z_ “m-._z]"m'z. _“m—llﬁm-‘ .(h
ﬁl 32 Bm-2 ﬁm-l ﬁm

Az indukciés lépés, valamint az m = 2 eset vizsgilatibol megallapithatjuk, hogy egyenlGség
akkor és csak akkor teljestil, ha:

egyrészt az m — l-es indukcios feltevésbsl

m m «

o2 B, =42 o (= 1,26 c05M—2) és
i=1 i=1

(1)

m m
(am-l +am)i§15i= (6m—1+3m)i§1ai’
masrészt az m = 2 esetbdl
am-l(ﬁm—l+ﬁm)=ﬁm—l(am—1+am) és
(2)
am(ﬁm*l +Bm)=6m(am—'l+am) .

Az (1) és (2) eseteket egybefoglalva; egyenléség akkor és csak akkor teljestl, ha

a. rﬁ Bi=8 Za minden i= 1,2,..., m esetben.

2. §. A GEOMETRIAI PROGRAMOZASI FELADAT ES FO LEMMAJA

Legyen az A = (ai) = (a(j)) = (aij) mX n-es matrix, valaminta b = (ﬁj) n dimenzios vek-
tor,a ¢ = (y;) pedig m dimenzi6s vektor. Legyen az I = P12 s ,m} index halmaz az
11,12, g Ip diszjunkt index halmazokra particionélva. A jeloléseket az aldbbi séméan szem-

1éltetjuk: .
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Geometriai programozdsi feladatnak az alabbi matematikai programozdsi feladatot nevezziik:

PRIMAL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatirozand6 azon y = (n;) € R®  vektor, melyre

(1) by maximalis
feltéve, hogy /
2) = gt Maq =10, . . oot

1=l

DUAL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatirozand6 azon x = (§;) € R(m) vektor, melyre
m gh
HS E‘

pI =
¥ E)ieh
(ielkzl) K

P
(3) xc+ = In

minimalis,

feltéve, hogy

xA=D0,

4
X210
Azon y€ R®™ vektorok halmazit, melyek a (2) feltételt kielégitik, primdl feltételi halmaznak
nevezziik és 2 szimbolummal jeloljiik. Hasonléan a (4) feltételt kielégité x € R™) vektorok

halmazéat dudl feltételi halmaznak nevezziik és 2 -vel jeldljiik. Azt mondjuk, hogy a program
(primal, vagy dudl) konzisztens, ha a feltételi halmaza nem {res.
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A geometriai. programozasi primdl feladat elég tig matematikai programozasi feladat, pél-
daulaz I, = {1}, I, = {2}, ... 1= {m]} specidlis esetben a linedris programozisi feladatot
adja. Az alabbi megjegyzésekben a geometriai programozasi feladat mas, szokdsos megadasi for-
mait mutatjuk meg.

1. Megjegyzés: Tekintsiik az aldbbi matematikai programozadsi feladatot:
Meghatdrozandé azon y € R™ vektor, amelyre

minimalis,

feltéve, hogy

eaiy T

z

=1,... ;
ielk <la (k ’ ’p)

A jeloléseket az alabbi sémdn szemléltetjliik:

e e e e e S T i S S i e et S i) N\
| C |
| |
| b ) o @10 71 |
' L a. |a a '
| 2 21 2]’1 72 |
| |
I I : : : . |
| 2 . . . g |
' . | feltételi
: : egyiitthatok
| |
: am aml amn 7m :
| |
> ___________________________ o
N
| d |
' |
| b [fu B1in ay |
' |
| b2 621 Cm PAELE BZn 62 b I
‘ |
' |
' |
l | célfiiggvény
: | egyiitthatok
|
' |
|
| 4 |
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Altalaban ezt a feladatot tekintik geometriai programozdsnak. Megmutatjuk, hogy ez a feladat
egyszeriien visszavezethetd a fent definidlt PRIMAL GEOMETRIAI PROGRAM-ra.

A feladat nyilvanvaléan equivalens a kovetkezével: keresendd azon (y, w) € R@* D vek-
tor, melyre

e “  minimalis
feitéve, hogy
iy~ 7
Z e < l, (k = 1, ,p)

1€Ik
és :

% ebiy_&1 A

i=1

De ezt irhatjuk a kovetkezGképp is:

1 n
(0,0, . . ., 0:1)« (¥, @) maximalizdlando

feltéve, hogy

0)(y; @)= Y

> el 5 k=1,...,p),

i€l
és

g (b5, 1)y, w) ~ &

o Raaddiliie -4 |

i=1

y -y s -5 -
2. Megjegyzés: Az e = 7, © Mo Tis ' =5, egy-egy értelmii transzformacioval

(n;=Inr;, v,= —Iny,, 8, = —In) ésmostmira r,> 0, 7,> 0, §, > 0 megkotéssel

az 1. Megjegyzésnél adott modell a kovetkezG format olti:

a célfliggvény

g Bs;
(5) 35 ey,
i=1 'j=1)
a feltételi egyenlGtlenség
(6) R A S k=1,...,p).
ien 'j=1 J

Az (5) és (6)-ban 1év6 fliggvényeket pozinomnak nevezzik. A geometriai programozas alkalma-
zasaiban a modell altalaban pozinomos formaban van megfogalmazva.

A kovetkez6 lemmadban, a geometriai egyenl&tlenség alkalmazésaval, egy alapvetd Osszeflg-
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gést adunk a lehetséges megolddsokhoz tartozd célfiiggvény értékekre. A lemma ravilagit a dual-
feladat bevezetésének célszeriiségére is. (Duffin-t6l szarmazik a ’the main lemma of geometric
programming” elnevezés). ‘

Lemma: (a geometriai programozis f6 lemmaja):
Ha ye» és x€ 2, akkor

I Eiti
i€ Ik

> E)iern.
(iexkgl) <l

P
(7) by < xc + kz_tl In

és egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha
a4y = i : . -
(8) =« e 21 £, = &, minden i€l indexre (k=1,...,p).
i€

Bizonyitds: A (2) feltételi egyenlGtlenségre alkalmazva a geometriai egyenlGtlenséget a ko-

vetkezOket kapjuk:
PN {Y TN ) § ;Y
1>( 5 ealy '71)1EIk1> 1 le l.(E £i)ielk l=
=) i€ Iy & i€ I
- igl fi
(ié:lkgi) “(E gay- 2 ogy)
e €T i€y .
n gt
ey !
EgyenlGség pedig akkor és csak akkor teljestil, ha
a. [ .
(10) T E=0 vagy > el Mo
és
(11) gV M g e g g gl
ien ! lien,

A (10) és (11)-et egybefoglalva:

(12) e Ly E=f., deL).

i€l

A (9)-et k= 1,...,p indexekre Osszeszorozva pedig a kovetkez6khoz jutunk:
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(E‘;’)iglei (EE)'glsi
: i k 2 Fawvi= X Eivs ' NSk
1 >[ ll-_’[ ey ! : eieltlaly ielsﬂl _ [ ll_)[ i€l " XAy - Xc
k=1 T g k=1 m g
1= i€ !

Az xA = b teljesiilése miatt pedig

(3 E)'gl i
. 1 k
p iel !
1>[ I —=

k=1 gk
iE:[k1

by - xc
v @ :

Ebbél logaritmizalas és rendezés utin azt kapjuk, hogy:

m ¢t
o] ) lelk
by<xc+k211n g ¢
3 Yk )iek
('elkgl) e

és ezzel a lemma els6 részét belattuk, masodik része (12)-bdl adodik. |

Kovetkezmény: Legyenek y€ 2, x€ 2 és x> 0 olyanok, hogy (7) egyenlSséggel teljesiil.
Akkor tetszéleges x € & esetén:

h p
(13) by=xc+ = In

Bizonyitds: Mivel y, x vektorokra (8) fennill, igy azt minden ire a  hatvinyra emelve
és Osszeszorozva kapjuk (13)-at. i

3. §. A GEOMETRIAT PROGRAMOZASI FELADAT ALAPTULAJDONSAGAI
Az alédbbiakban a geometriai programozas néhdny elemi tulajdonsagit targyaljuk.
1. Lemma: A 2 primdl feltételi halmaz konvex.

Bizonyitds: Legyen y,,y, € #. Megmutatjuk, hogy ekkor Ay, + (0 =Ny, €2

(0 < A< 1). Az exponencialis fiiggvény konvexitdsa miatt
i B4 Aajy t+ (1-A)ayy,

AT 4 {1 = XJe 7T 3 B

~7 o :
Megszorozva e -vel és Osszegezve i€ I -ra:

' Y= s Ay, = vi Aa;y + (1-A)azy, = v;
(1) ) ()\ealyl 7i & (1 _k)el2 71)> e 171 i¥3 Vi

i€l i€l

Mivel y,, y, €%, ezért
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(2) _;El(xeaiy‘—" 20 =2t B,
=i

Az (1) és (2) Osszevetésbol
eai(ky1 +(1-Myy)~ 74

z
lEIk

<1,

azaz \y, + (1 -2y, € 2.1

2. Lemma: A dudl feladat

m gt
ien !

In——2—— . (x=0)

Z g
2 £.) i€l
(ielkgl) =k

o(x) = xc +

L)

1

célfiiggvényére fenndll
a) ¢(0)=0,
b) o(AX)= Ap(X), ha A=0,
c) ex+ X)<px)+ p(x),
azaz pozitiv-homogén konvex fiiggvény.
Bizonyitds: Az a) rész trividlis. A b) rész egyszerii szaimoldssal adodik:
Mg ) MMM MR gty mg,bi

SN = e W
()™M azg ) iz, Fh) (zg)

A c¢) rész belatasihoz azt kell megmutatni, hogy

nEti

G £
M, + )1 ™ Mg~
El ! <ln—£’—+ In zg ’
1

GG PPN S gat @

vagy a logaritmus fliggvény monotonitdsa miatt azt, hogy

me, + §)4" meti - b

(¢, + E)7ETE @p)®h . (2E)

(3) o

Alkalmazzuk a geometriai egyenlGtlenséget
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a..= £+ & és B, = §

1 1 1

megvalasztasaval, ekkor azt kapjuk, hogy

£j

(26 B i

TE
T§ -

4)
majd pedig az
a. = +E € B; = &

vilasztdsokkal a kovetkezGhoz jutunk:

PR RS TS A

A (4) és (5) Osszeszorzasabol végiil is kapjuk a (3) egyenlGtlenséget.
3. Lemma: a) Ha y € # ésvalamely y vektorra Ay < 0, akkor tetszdleges 9 = 0
szdmra (y + 9y) €A
b) Ha y € #, akkor Ay < c.
Bizonyitds: a) Mivel eai; < 1, ezért
YT e"ai; " eai(y +9y) - vj

a:V = -
1> 3 e? My 3
i€l i€l

bl

tehit (y + 9y) €2
b) A feltételi egyenlétlenségekbdl:

> By iy = a:y — v;

-és igy
ay — %<0 minden i€ I-re. B
A 3. lemmabdl azonnal addédnak az alabbi kodvetkezmények:

1. Kovetkezmény: a) Ha a # halmaz nem lires, akkor korlatossigianak sziikséges és
elégséges feltétele az, hogy az A matrix sorvektorai dltal generdlt kup kiadja az egész R(M)
teret.

b) Ha a # nem ures halmaz korlatos, akkor xA = 0 egyenletnek van x> 0 megol-
désa.
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¢) Ha 2 nem lres, korldtos halmaz és & nem tUres halmaz, akkor 2 nem korlatos.

Bizonyitds: a) A 3. lemmabdl nyilvanvald, hogy a nem iires 2 feltételi halmaz korlatos-
sagara sziikséges és elégséges feltétel az, hogy az Ay < 0 egyenlGtlenségnek ne legyen az y =
= 0 trivialis megoldastol kiilonb6z6 megoldasa. Jeldljiik %, -val,az A matrix sorvektorai altal -
kifeszitett kiipot, akkor ¢} dudlis kup adja az Ay < 0 egyenlStlenség megoldasainak Osz-
szeségét. De ’G'X akkor és csak akkor a zérus elem, ha %, az egész ter.

b) Az a) miatt %, az egész tér, és igy léteznek olyan é-l > 0 skaldrok, hogy

m
—(a1+a2+...+am)=i§1 £ a; -

Ebbdl pedig dtrendezve azt kapjuk, hogy

m —
2 (+E)a=0,
i=

tehata ¢ = 1+ g, megoldas kielégiti b)-t.
c) A b)-bdl nyilvanvalo. B
A lemmébdl levonhaté tovabbi kovetkezményekhez sziikségiink van az alabbi fogalomra:

Definicié: #  fels6nivohalmaznak nevezziik a 2 halmaz azon részhalmazit, ahol
by = w.

2. Kovetkezmény: a) A nem ures # halmaz korlatossiganak sziikséges és elégséges fel-
tétele az, hogy az A matrix sorvektorai és a — b vektor altal generalt kup kiadja az egész
R™ teret.

b) Ha 2 Kkorlatos, akkor az XA = b egyenletnek van x > 0 megoldasa.

Bizonyitds: A 2 = fels6nivohalmaz a

a.— .
Al Mg k=1,...,p)
iElk

- by +

& © g i,

feltételi halmaz. Erre alkalmazzuk az 1. kovetkezményt. il
4.§. A PRIMAL CELFUGGVENY KORLATOSSAGANAK SZUKSEGES ES ELEGSEGES
FELTETELE

Az aldbbi tétel, amely a primalfiiggvény szuprémumanak végességére ad sziikséges és elég-
séges feltételt, fontos szerepet jatszik a geometriai programozas dualitasi tételénél.

Tétel: A konzisztens primdl feladat célfiiggvénye akkor és csak akkor korldtos feliilrdl,
ha a dudl feladat konzisztens.
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Bizonyitds: Ha a dudl feladat konzisztens, akkor van olyan x = 0, hogy
(1 XA=b.
A 3. lemma b) szerint barmely y € 2 esetén
) Ay < c.
Megszorozva a (2) egyenl&tlenséget x-vel, és felhasznélvé (1)-et kapjuk, hogy:
X Ay < Xc,
by < Xc minden y € # esetén,
tehat by feliilr6l korldtos.

Forditva, ha a duél feladatnak nincs lehetséges megolddsa, akkor a Farkas-lemma szerint van
olyan y, hogy

Ay <0,
by >0 .

Ha y € #, akkor 3. lemma a) miatt y + 9y € 2, (8 = 0). De ezen lehetséges megoldasra
a célfiiggvény értéke:

b(y + 9y)=by + 9by >, ha ¢ - .l

Megjegyezziik, hogy a tétel egyik irdnya — ’ha a dudl konzisztens, akkor a primal célfiiggvény fe-
lilrél korlatos” — a geometriai programozas f& lemméjabol is nyilvanvalé.

A tételbdl a 3. fej.‘l. a) kovetkezményének egy élesitését nyerhetjiik, amely a geometriai progra-
mozas pozinomos formajaban lehet érdekes.

1. Kovetkezmény: a) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy y € # minden koordina-
tdjaban felilrdl korlatos legyen az, hogy az A madtrix sorvektorai altal generalt kip a pozitiv
ortanst tartalmazza (pozinom formédban y fels6 korldtossiga azt jelenti, hogy t= (rj) lehetsé-
ges vektorok halmaza korlatos).

b) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy y € # minden koordinatidjiaban alulrél kor-
latos legyen az, hogy az A matrix sorvektorai 4ltal generdlt kip a negativ ortanst tartalmazza
(pozinom forméban ez azt jelenti, hogy t lehetséges vektorok halmaza zart).

Bizonyitds: a) Az y € 2 vektor n; koordinatajiaban akkor és csak akkor korlatos feliilrél,

ha a megolddshalmazon az wy célfiiggvény korlatos, azaz a tétel szerint van megoldasa az xA =
J
=1 X2 0 rendszernek. (uj = (050, w559 Ligiv 5 550))

b) A bizonyitds analdg az a) résszel, —wy célfuggvénnyel. |
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" Az alabbi kdvetkezmény a # és & halmazok kozt ad egy kapcsolatot.

2. Kovetkezmény: a) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a nem tres # hal-
mazon az o M tag, mint célfiiggvény zérustol el legyen valasztva az, hogy az XA = 0,
x > 0 egyenletnek legyen £ > 0 megoldasa.

(A zérustol valé elvalasztas” azt jelenti, hogy van olyan e > 0, hogy e*? "i>e, ha y€2.)

b) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy valamely nem tires 2, nivohalamzon az
eaiy M tag zérustdl el legyen vélasztva az, hogy az xA —9b=0, x> 0, 8 > 0 rendszer-
nek legyen £, > 0 megoldasa.

Bizonyitds: a) Az g W

rél korldtos, de a tétel szerint ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy legyen megoldasa az
XA = — a;, x = 0 rendszernek, ez azonban equivalens azzal, hogy legyen £, > 0 megoldasa
XA = 0, x = 0 rendszernek.

akkor és csak akkor van zérustoél elvalasztva, ha — ay felul-

b) Az a) rész alkalmazisa a 7, felsbnivohalmazra. i

5. §. KANONIKUS FELADAT.

A kanonikus geometriai programozdsi feladat a geometriai programozas elméletében, a megold6
algoritmusokban és szdmos alkalmazasnal dontd szerepet jatszik.

Definicié: Kanonikusnak nevezziik a geometriai programozasi feladatpart, ha a dualfela-
datnak van minden koordinatdjaban pozitiv lehetséges megoldasa.

Az aldbbi lemma, amely a konvex fliggvényekre vonatkozé Farkas-tétel* egy adaptéci6ja, alap-
vet6é a kanonikus feladat targyaldsdban.

Lemma: Ha xA = 0 egyenletnek van x> 0 megolddsa, és minden x = 0 megol-
ddsra

- m gt
P i 1
Xc + k>".11n i€l >0,
= ; i
(ig E,) i€ly
akkor van olyan )7, hogy
e d . s 1B
iEIk
Bizonyitds: A Farkas-tétel szerint a feltétel fenndlldsa esetén léteznek olyan n LR En

*Lasd pl. Stoer-Witzgall [42)
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szamok, hogy

m b
P icl, !
(1) X¢+ 2 In

n ol = .
> 3 xa(l)nj, minden x = 0 esetén.
k=1 j=

Z g
(Bgyey T
iEIk1

Rogzitsiink egy kO indexet. Legyen ezen rogzitett index mellett:

a._— .
et W Ha e L,
0
-
Ei -
0, ha i1i¢& Iko ”
A gi* értékét, az 1 & Iko esetben, (1)-be helyettesitve:
Z g
* T * * i€l
T @y-1)< I g -In( =z &
leIkO IEIkO lEIko
Behelyettesitve g;* értékét i€ IkO esetre is:
~ B g 5 cajy__ Yi
Y-y ay = = ay-— . i€l
z e M@aj—y)< = e 7'(aiy —xy~In{ = el 1 =ko
i€y, ! . i€l i€y,
Ebbdl B
p) {4y~ 7
In ( ) ajy 'Yi)'iEIko <0,
IEIkO
azaz
a._—— P
y el Tig I tetszéleges k,-ra.l
i€l

Tétel: Ha a kanonikus geometriai programozdsi dudlfeladat célfiiggvénye alulrél korlitos,
akkor a primdl feladat konzisztens és a célfiiggvény felveszi maximumat a feltételi halmaz vala-

mely y pontjdban és
IL 8.5
_ . P ey !
by= inf{xc+ Z In
XEY k=1 X _E £
(2 & )ien
IEIk

Bizonyitds: Jelolje ¢(x) a dudlfeladat célfliggvényét, azaz
E.
I 2.

i€l !

P
p(x)=xc+ Z In 5
(.E Ei)1€lk
k

k=1

bl
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legyen tovabba
= inf .¢(x) .
g= ML @(x)

Az el6z6 lemmat az aldbbi

(2) XA + £ (= bj = 0, x=0, £, =0,
feltételi egyenletre és a
m g
p ien, !
3) P(x, g = xc+ T In——= + £y (— w0

2 &:) i€l .
(i Ikgl) i€l
fﬁggvényre alkalmazzuk.

A lemma alkalmazhatd, mert a (2) egyenletnek van x> 0, £, > 0 megoldasa, €s a (3)
fliggvény a (2) feltételnek eleget tevé helyen nem-negativ. Ha ugyanis negativ lenne, azaz

(4) ?(x,,)<0,
akkor a kovetkezd két eset fordulna eld:

a) Ha z_o = 0. Akkor XA = 0,ésha x€ 2, akkor x + 89X € ¥ , barmely 9 = 0
esetén. Ezen megoldashoz tartozé célfliggvényre, felhasznalva 3.§. 2 lemmat:

o(x + 9X) < o(x) + 39(X) = ¢(x) + 99 (X, 0) » — = ,
ellentétben azzal, hogy ¢ alulrél korlatos.

b) Ha g > 0. Legyen ekkor § =

, G=1,...,m). A (2) és (3)bdl az igy de-
finialt x-re '

svep| ovel
o =

XA =D,
és
p(x) < p,
amely ellentétes pu definicidjaval.
Mivel a lemma feltételei teljestilnek, ezért 1étezik olyan y, hogy

(5) 2ot b2l (= L D)

i€y
és

(6) e <1.
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Az (5) egyenl6tlenség azt mutatja, hogy y € 2. A (6) egyenlStlenségbdl pedig azt kapjuk,
hogy

7 u < by.

Osszevetve ezt a geometriai programozas f6 lemmajaval, végiil is
u="by,

amit bizonyitani akartunk. §l

Kovetkezmény: Ha a kanonikus geometriai programozasi primal feladat konzisztens, akkor
a célfiiggvény felveszi maximumat a primal feltételi halmaz valamely y pontjaban.

Bizonyitds: Ha a primal feladat konzisztens, akkor a félemma szerint a dudl célfiiggvény
korlatos, és igy a tételbél adodik a kdvetkezmény allitasa. il

Megjegyzés: A geometriai programozas f6 lemméjabol adodik, hogy a dualcélfiiggvény also
korlatosségéra elégséges feltétel, hogy a primadl feladat konzisztens legyen. Kénnyen lathato,
hogy az nem sziikséges feltétel. Azonban a fenti tételt figyelembevéve, a kanonikus feladatra a
4. §. tételéhez hasonld tételhez jutunk: a kanonikus dudl feladat célfiiggvénye akkor és csak
akkor korldtos alulrél, ha a primdl feladat konzisztens.

6. §. REDUKALT FELADAT.

Legyen a geometriai programozasi feladat olyan, hogy a 2 dudl feltételi halmaz nem
ures. Jeloljik I*-al azon i€ I indexek halmazét, melyre van olyan x > 0 lehetséges megol-
ddsa xA = b feltételi halmaznak, hogy £, > 0. A geometriai programozisi feladatot redukdl-
juk ugy, hogy csak az i€ I* tagokat hagyjuk meg. A redukalt feladat kanonikus feladat. Nyil-
vanval6, hogy a dudl feladat és a redukdlt duélfeladat kozt teljes equivalencia van. Azaz a redu-
kélt dudlfeladat egy lehetséges megoldédsa zérusokkal kiegészitve az eredeti lehetséges megolda-
sa és forditva is az eredeti egy lehetséges megoldasa a redukcionak megfelel6 zérus koordinatak
elhagydsdval a redukalt egy megoldasa és a célfliggvények értékei megegyeznek. Latni fogjuk,
hogy a primél és a redukalt primal feladat kozt is fenndll egy “’gyengébb equivalencia”,'neveze-
tesen az, hogy ha y* a redukdlt egy lehetséges megoldasa, akkor van olyan y lehetséges
megolddsa az eredeti primalnak, melyre a két célfiiggvényérték tetszéleges kicsit tér el egymas-
tol. MielGtt ezt tételben pontosan kimondanénk, egy lemmat bizonyitunk, amely voltaképpen
a Farkas-lemménak rendszerre val6 altalanositdsa, és a Tucker-féle komplementaritdsi tételek
egyike. A teljesség kedvéért ezt itt a Farkas-lemma felhaszndlisdval be is bizonyitjuk.

Tekintsiik az

xA =0
(1 (
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egyenletrendszert.

Legyen I,: azon i indexek halmaza, melyre van olyan X > 0, hogy xA=0 ¢és
£E>0 ‘

I: azon i indexek halmaza, melyre van olyan y, hogy Ay <0 és ay <O0.
Lemma: A fent definidlt 1, és 1_ index halmazokra:

al LNl =@,
by LRI =1,

Bizonyitds: Az (1) y-al val6 szorzdsibél adodo

m
0=xAy= Z tay

=1 L4
Osszefliggésbdl a) rész nyilvanvalo.

A b) rész igazolasahoz tegyuk fel, hogy i0 & I, , ez azt jelenti, hogy a

—a = X2 t.a,
10 1*10 Sl 1

egyenletnek nincs x = 0 megoldasa. De akkor a Farkas-lemma szerint van olyan y, hogy
ay <0, i#1i,,
= aioy >0,
azaz Ay < 0 és aioy < 0, tehat i € | S |

Kovetkezmény: Ha I* az i indexek azon legb&vebb halmaza, melyre XA =b, x = 0
feltételi halmaznak van ¢ > 0 megoldésa, akkor van olyan y, hogy
by = 0,
(2) ay=0, ha iel*,
ai}7< 0, ha i¢I*.
Bizonyitds: A lemrﬂébél, az xA + EO( —b) = 0 egyenletre alkalmazva, nyilvinvalo. §
Tétel. Legyen a geometriai programozdsi feladat olyan, hogy # és 2 . feltételi halma-

zok nem iiresek. Jelolie #?* a redukdlt primdl feladat feltételi halmazdt, ekkor barmely
y¥ € 2% és tetszbleges € > 0 esetén létezik olyan 'y € 2 , hogy |by —by¥*| <e.
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Bizonyitds: Legyen Yo 2 feltevés szerint nem lires 2 halmaz egy rogzitett eleme, az y*
pedig 2#* rogzitett eleme. Ha Y = y*,vagy b= 0, akkor készen vagyunk. Egyébként va-
lasszuk & szamot a kovetkez6képp:

€

< e A WL
0< s <maxigprim =

Legyen
y =8y, + (1 -8)y* + 9y,

ahol y a kovetkezmény (2) szerint biztositott, rdgzitett vektor, a & szimot pedig késébb
fogjuk alkalmasan megvalasztani, ugy, hogy y € # legyen. Egyszerii szdmolassal kapjuk, hogy

Iby — by* | = Ib(y, + (1 —8)y* + 8y — y*)| =

Ib(yy —¥*)I8 < 8lbll - lly, — y*l < e.

Meg kell még mutatni, hogy & vilasztasdval elérhetS, hogy y € 2 teljesiil. Vizsgiljuk a k-
adik feltételt: '

5 eaiy_"'i - 5 eai(5yo+(1‘6)Yf)"Yi+
i€l e NI*
3;(yo + (1-8)y*)- v  da;y
e g 1~ 70 by B

ielkﬂf*
Harom eset lehetséges:

a) Ha I nT* = ¢, akkor

ay - v; a;(By, + (1- 8)y*)— ~;
Ee‘y i _ 5 e'(yo( )Y)7'<l,
i€l ien NI*

ugyanis y, € 2* és #* konvexitisa miatt By, + (1 — 8)y*) € »*,
b) Ha I N I* = ¢, akkor
a3y~ i 3y + (1-8)y*)-~;  da;y

Ze = Sl Te - e <1,

ugyanis a;y < 0 miatt ¢ elég nagyra valasztisival elérhetd.

¢) Ha [, nT* #¢ és I n1* # ¢, akkor



— 850 —

ay -~ 7 a;(5yy* (1-8)y*)-v
S & iy~ i - > g g 1y
i€l i€l NI*
a; 8y, + (1-8)y*)-v; va;y
i€y NI*

3i¥0 " 7j
e 1 1

ugyanis, mivel I N I + ¢, ezért X <1, és 8 > 0 miatt

i€l NI*

eai(lSy0 +(1 -6)y')-'¥i
el NI*

oy
Igy ai37 < 0 miatt 9 elég nagyra valasztasaval elérhets. B
A tételbsl azonnal adodik a kovetkez6 fontos allités:

Kovetkezmény:

sup by = sup by .
aepﬂ’ 4 ye,g‘* 4

Bizonyitas: Mivel #C 2% ezért

sup by < sup_ by,
yEI’)’.)y ye.‘%“ 2

de egyenlGtlenség a tétel alapjan nem allhat fenn. ll

7. §. DUALITASI TETEL
Az eddigi vizsgilatokbdl egyszeriien nyerhetd a geometriai programozds dualitasi tétele.

Tétel: a) Ha a primdl- és a dudlfeladat-konzisztens, akkor a primdl célfiiggvény szuprému-
ma megegyezik a dudl célfiiggvény infinumdval.

b) Ha a primdl feladat konzisztens és véges szuprémuma van, akkor a dudl is konzisztens
és a primdl szuprémum a dudl infinummal megegyezik.

Bizonyitds: a) A geometriai programozés f6 lemmg’ljébél, a kanonikus feladat és a redu-
kélt feladat alaptételébél azonnal adddik.

b) A primadl célfliggvény korldtossaganak sziikséges és elégséges feltételébdl, valamint az
a) részbdl adodik. B

Megjegyzés: Abbol, hogy a dudlfeladat konzisztens és véges infinuma van, nem kovetke-
zik még a primél feladat konzisztencidja. Azonban a redukilt feladat alaptételét és annak bizo-
nyitdsat, valamint a kanonikus feladat alaptételét figyelembevéve egy gyengébb, ugynevezett
szubkonzisztenciat tudunk biztositani:
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Ha a dudlfeladat konzisztens és a célfiiggvényének véges u infinuma van, akkor tetszéle-
ges €> 0 esetén a médositott

> B3y =y

<lte, k=1,...,p

feladat konzisztens és

lim sup by=u.
€—>0 yE,?g

A geometriai programozas dualitds tétele nemcsak elméleti szempontbdl jelentés, hanem a pri-
mél-dudl feladatpart megold¢ iterativ eljaras esetén tajékoztatast ad az itericié pontossigarol.

IRODALOM

A keverék kémiai egyensuly egyenletét, egy matematikai programozasi feladatként, formuladzta
meg White — S.M. Johnson — Dantzig [44]. Ez a modell 1ényegében a geometriai programoza-

si dudl feladat, ahol a célfﬁggvény a keverék szabad energidja (Gibbs [22]).

Ezt kovetben Dantzig — White — S.M. Johnson [11] dolgozatukban a célfiiggvényt szakaszon-
kénti linedris fliggvénnyel kozelitve egy megoldasi algoritmust javasolnak a feladatra. A kémiai

egyensuly duélfeladatdt, a tulajdonképpeni geometriai programozasi primal feladatot adja Clasen
[7], s egyuttal egy numerikus megoldasi algoritmust javasol a kémiai egyenstuly megoldasira. A
geometriai programozds dudl feladatit, mint a kémiai egyenstily matematikai modelljét targyal-
ja Shapiro [39], Shapiro — Shapley [40, 41] s ugyszintén ez a feladat a kiindulé probléma
Dantzig — Folkman — Shapiro [10] dolgozatanak is.

A masik oldalrél, — egyenlStlenségek (geometriai egyenltlenség) felhaszndldsa matematikai
programozasi feladatokban — R.C. Johnson [25], Fein [19], Zener [48], Charnes — Cooper [ 8]
Duffin [13], Sherwood [43] munkdiban taldlhat6. Ezt a gondolatot fejlesztette tovabba Zener
[49, 50, 51] Duffin [12] Duffin — Peterson [16], Duffin — Zener [18].

1966-ban megjelent az addigi eredmények Osszefoglalisa Duffin — Peterson — Zener [17] kony-

ve. A konyv targyalja a geometriai programozast és dualitdsi problémakorét, a geometriai prog-
ramozds alkalmazasat, és a geometriai programozas kiterjesztését. A konyvet kodvetden jelent
meg Duffin — Peterson [15] dolgozata, amely a geometriai programozéas dualitasi tételére, a
kényvben szerepls targyaldsnal egyszeriibb bizonyitast ad. Duffin [14] dolgozatiban ujra visz-

szatér a dualitasi tételnek egy mds, a linedris programozas dualitas-tételét felhaszndlé bizonyita-
sdra. Avriel — Williams [5] dolgozatiban a primal-dual feltételi halmazokkal kapcsolatos vizsga-

latokat végez. Ez a dolgozat adta szamomra a gondolatot,-hogy a dualitési tételhez, a duélfela-
dat irdny4bol a Farkas-tétel felhasznéldsaval kozelitsek. Ily médon a dualitdsi problémakor egy-
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szeriibben targyalhat6. A geometriai programozas szdmos alkalmazéisit mutatja be Duffin —
Peterson — Zener [17] konyve. Tovabbi alkalmazésok talalhatok Wilde [45] és Wilde — Beightler
[46] munkaiban, a [!17] konyvet kovetSen Ujabb miiszaki alkalmazisokat Avriel — Wilde [1, 3],
¢és a gazdasagi alkalmazést Gale [21] dolgozatai ismertetnek.

Az utdbbi idészak geometriai programozas kutatdsi eredményeit hirom fébb csoportba foglal-
hatjuk ossze (a., b., c.,).

a) Elgjeles geometriai programozés’ vagy “altaldnositott polinom programozis™ vizs-
galataval foglalkoznak Avriel — Williams [4], Blau — Wilde [6] és Passy — Wilde [31, 32] dol-
gozatai.

a) A Tkiterjesztett geometriai programozas” alapgondolata az, hogy a matematikai i)rog-

ramozésban a sulyozott szamtani-mértani kozép mintajara a sulyozott Holder-egyenlGtlenséget
(lasd. pl. [23]) haszndlja. Ezzel a modellel Duffin — Peterson — Zener kényve is foglalkozik,
azonban részletesebb kidolgozasa Peterson — Ecker [34, 35, 36, 37, 38], Peterson [33] és
Passy [30] munkaiban taldlhato.

¢) A ’Sztochasztikus geometriai programozas’-nak mintegy el6zetese Mangasarian —

Rosan [28] és Lieu [27] munkéssiaga. A sztochasztikus geometriai programozas feladatéval
Avriel — Wilde [2] foglalkozik. S

A matematikai programozds mds teriletén elért eredményeket hasznositja a geometriai progra-
mozéisban Klinger — Mangasarian [26] és Pascual — Ben Israel [29].

Egy specidlis geometriai programozasi feladatot old meg a jatékelmélet nyeregponttételével
Danskin [9], és ugyszintén egy masik specidlis tipusut a dinamikus programozis eszkozével
Hisashi Mine — Katsuhisa Ohno [24].
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Summary

Geometric programming

The paper deals with the problems of the duality of geometrical programming. A preof, simpler
than the usual, is given for the duality theorem of geometrical programming by the use of the
Farkas theorem. The approach of the problem is from the dual side of the task, which differs
from the other constructions.

PesawwMme

TCeome IQK"IGCKOG IporpaMMupOBaHue

CraThs 3aHmMaeTCd Ipo6GlieMaMHd [OBOHCTBEHHOCTH I'€OMeTpPHYECKOro Iporpam-—
MHpOBaHNWS, B OTIHYMe OT APYTHX METOAOB IOCTPOEHHS, ABTOpP MOAXOAUT K
npo6ieMe CO CTOpPOHEI ABOMCTBeHHON 3apmaund, HCHONL3yd TeopeMy ®apxkaua.
B craThe naerca 6Gonee npocToe N0KA3aTENBCTBO [ABOWCTBEHHOCTH TI'€OME TPH—

YeCKOro nporpaMMHpPOBAaHN4Ae
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