EGYSZERU ALGORITMUS VEGES ALLAPOTU MARKOV-LANC
ERGODIKUS OSZTALYAINAK MEGHATAROZASARA

Irta: Tank6 Jozsef

Az aldbbiakban ismertetiink egy egyszer(i algoritmust véges 4llapotti homogén Markov-lanc
ergodikus osztdlyainak meghatdrozasara és igazoljuk az algoritmus helyességét. Az algoritmus
kevés allapot esetén egyszerli grafikus formédban is végrehajthaté. Nagyobb allapotszdm esetén a
- megadott ALGOL vagy FORTRAN program lehet6vé teszi az algoritmus szdmoldgéppel torté-
né végrehajtisat.

Az algoritmus eredményét egy jelols vektorral dbrazolhatjuk, amelybdl kiolvashato, hogy
mely allapotok tartoznak ugyanabba az ergodikus osztilyba és mely éallapotok lényegtelenek.
Ennek alapjan a Markov-lanc allapotai konnyen atszamozhatok agy is, hogy az ergodikus osz-
talyok tagjai egymasutdni sorszamokat kapjanak és a legnagyobb sorszamuak legyenek a 1ényeg-
telen allapotok. Ilymodon elérheté a Markov-lanc egylépéses dtmenetmatrixdnak szokdsos kva-
zi-diagonalis szupermatrixszd valé atrendezése.

Az algoritmus alkalmas irdnyitott graf erGsen Osszefiigg6* zart (amelybdl nem vezet ki
nyil) komponenseinek megkeresésére is, ha a csucsoknak a Markov-lanc dllapotait, irdnyitott
éleinek pedig az atmenetmatrix pozitiv elemeit (a hidnyzé éleknek O elemeket) feleltetiink_ meg.

I. AZ ALGORITMUS ES IGAZOLASA

Ebben a részben ismertetjiik és igazoljuk a grafikus algoritmust, majd egy példan illuszt-
raljuk azt. El6z6leg azonban néhany definiciét adunk.

1.1. DEFINICIOK ES ELOKESZITES

Legyen {Xt} egy n allapota homogén Markov-linc P={pij, i,j= 1,2,...,n} egylépéses
atmenetvaloszintiségekkel. Az adllapotok szdmozési sorrendje tetsz6leges és a P matrix p; =0
eleme annak valoszintiségét adja meg, }}logy Xt o j legyen, feltéve, hogy X i i volt. P
egy u.n. sztochasztikus matrix, ahol j§ Py = 1, i=1,2,...,n (bar az algoritmusban ez

nincs kihasznélva!). A szemléltetés céljabol a Markov-lancot ébrézolhat\juk egy iranyitott graf
forméjdban is, amelynél a csiicsok a Markov-ldnc allapotainak felelnek meg, a szereplé nyilak
pedig a P;; > 0 pozitiv egylépéses dtmenetvaldsziniiségeket reprezentaljak.

* Az erbsen Ssszefiiggd (és zdrt) komponensek me%hatérozésé.ra ismeretesek egyéb algoritmusok is, de az itt ismertetett algo-
ritmus szadmoldgépi végrehajtdsa joval egyszeriibb. (1. pl. B. Roy: Algebre moderne et théorie des graphes, Dunod, Paris,
Paris, 1969.)



Egy véges éllapotua Markov-linc lényeges dllapotainak nevezzuk azokat az édllapotokat,
amelyekbe a linc végtelen sok l1épésszam esetén pozitiv valdszintiséggel visszatér. A tobbi alla-
potokat lényegtelen vagy dtmeneti dllapotoknak nevezzik.

A lényeges dllapotok azon osztilyat, amelynek tagjai egymasbél véges 1épésben pozitiv
valGszintiséggel elérheték, a Markov-lanc egy ergodikus osztdalydnak nevezzuk.

Vagyis i és j allapot ugyanabba az ergodikus osztdlyba tartozik, ha van véges n,n,

n. és n, egész szdm, ho (ny) (ny) (ny) ! (ny) (n)
3 4 €8 , nogy py ey P; b 3L i Pi; >0 és p;j; >0, ahol P;;

annak valosziniisége, hogy a Markov-lainc n lépésben i dllapotbol j dllapotba jusson.

Az algoritmus egyszeriibb leirdsa €s igazoldsa céljabol vezessiink be néhdny fogalmat.

Két dllapot ill. a graf két csicsa koziil nagyobbnak nevezziik azt, amelynek a sorszdma
nagyobb.

Egy ergodikus osztély jelolGjének nevezziik a hozzd tartozo legnagyobb allapot sorsza-
mat.

Két ergodikus osztaly koziil nagyobbnak nevezziik azt, amelynek a jel6l6je nagyobb.

Az iranyitott grafban egy csicshoz tartozd “bokor” dgainak nevezzik azokat a cstcso-
kat, amelyekbe a szobanforgd csucsbodl vezetnek nyilak, gydkerének azokat a csicsokat, ame-
lyekbdl a szobanforgd csuicsba vezetnek nyilak.

Nevezziik szimbolikus dtmenetmdtrixnak azt az n x n -es matrixot, amelyben valami-
lyen jellel (pl. x-szel) meg vannak jelolve azok az (i,j) mezd6k, amelyekhez Pij > 0 4tmenet-
valoszinliség tartozik. ‘

1. Megjegyzés: A szimbolikus dtmenetmatrix (i,i) mezdjének a graf i csucsa felel
meg. Az (i,j) mezS megjeldlésének az i-bél a j csucsba vezetS nyil felel meg. A matrix i
sordban allo jelek a graf i csucsihoz tartozd bokor dgainak, az i oszlopdban 4ll6 jelek pedig
a graf i csicsdhoz tartozé bokor gyokerének felelnek meg.

1.2. AZ ALGORITMUS

Az algoritmus abbdl dll, hogy a szimbolikus dtmenetmatrix féatlomez&in novekvé sor-
rendben végighaladva elvégezziik az aldbb kovetkezd Eljarast, majd az 1.3. pontban ismertetés-
re kerlil6 Tétel szerint meghatdrozzuk az ergodikus osztdlyokat.

Eljdrds: A szimbolikus dtmenetmaétrixban a f6atl6-mezd sordban 1évé megjelolt mezok-
nek (ha van ilyen) megfelel6 oszlopokban megjel6ljiik azokat a mezéket (ha még nem voltak
megjelolve), amelyek a féatlo-mezének megfeleld oszlop f6atld alatti részén megjelolt mezdk



sordban vannak. Az utélagos rekonstruédlhatésig céljabol esetleg mds, pl. +, jelet alkalmazha-
tunk vagy beirjuk azt a szimot, amelyik 1épésnél a megjellés torténik; 1. 1.4. pont).

Ez az eljarés a grafban 4dbrazolva azt jelenti, hogy a grif-csicshoz tartoz6 bokor gyoke-
rének nagyobb csicsait 0sszekotjiik a bokor dgaival az utébbiak felé mutaté nyilakkal. (Az uté6-
lagos rekonstrudlhatésig céljabol a nyilakat esetleg masképp, pl. vékonyabb vonallal jeldlhetjuk,
sOt kotazhatjuk azzal a szdmmal, ahdnyadik 1épésnél keletkeztek; 1. 1.4. pont).

Definici6: A fenti médon nyert maétrixot teljes matrixnak, a nyert grafot teljes grafnak
nevezzik. A Markov-linc egy i allapotdbél a j allapotot megjeldlten elérhetéonek nevezzik, ha
* (i,)) métrix-mez6 a teljes matrixba megjeldlt, ill. i csticsbol j-be a teljes grafban vezet nyil.

2. Megjegyzések: A teljes matrix megjelolt mezGi és a teljes graf nyilai kolcsdondsen meg-
felelnek egymasnak.

Az Eljarasbol kovetkezik, hogy minden megjelolt dtmenet lehetséges dtmenet a Markov-
lancban.

A teljes métrixban, ill. graifban nem jelenik meg minden lehetséges dtmenet megjeldlt
adtmenetként. Hogy melyek jelennek meg, az fiigg az dllapotok szdmozasi sorrendjétél.

Definicié: Azokat az allapotokat, amelyeknek megfelel6 sorok a teljes matrixban a f6-
atlotol jobbra turesek, ill. a megfeleld graf-csicsbdl a teljes grifban nem vezet nyil nagyobb
csucsba, vizsgdlandé dllapotoknak nevezziik. A Markov-linc legnagyobb allapota mindig vizsga-
landé allapot.

Definicié: Nevezziik a Markov-ldnc jelolévektordnak azt az n-komponensii vektort,
amelynek k-adik komponense O, ha a linc k 4llapota dtmeneti allapot, ill. azon ergodikus osz-
taly jelolgje, amelybe a k allapot tartozik.

1.2, TETEL

Tétel: A./ Egy vizsgilandé allapotra a kovetkezs két 4llitas valamelyike igaz:

1./ A vizsgalando éllapot sorszama egy ergodikus osztaly jelolGje és az ergodikus osztalyt
a belSle megjelolten elérhetd allapotok alkotjak akkor, ha a belSle megjeldlten elérhetd allapotok
egyike sem tartozik kisebb ergodikus osztalyhoz.

2./ A vizsgalando éllapot dtmeneti (Iényegtelen) akkor, ha a beldle megjeldlten elérhetd
allapotok valamelyike kisebb ergodikus osztilyhoz tartozik.

B./ Minden ergodikus osztély jel6l6je vizsgilandé allapot.

Bizonyitds: El6szor az A éllitdst bizonyitjuk be.



A 2. Megjegyzésekbdl és az ergodikus osztily jelol6jének definicidjabol kovetkezik, hogy
a tételben szerepls 2. esetben, amikor 1étezik megjelolt dtmenet egy kisebb ergodikus osztilyba, a
vizsgaland¢ dllapot csak dtmeneti dllapot lehet.

A tovabbiakban ezért alkalmazzuk a kovetkezd
Feltevést: a vizsgilandé dllapotbdl megjeldlten elérhetd dllapotok egyike sem tartozik ki-
sebb ergodikus osztidlyhoz.

A tétel bizonyitasdhoz tételezziik még fel, hogy a vizsgdlandé allapotokon gondolatban
novekvd sorrendben megylink végig és ugy bizonyitunk. Ekkor az elsé vizsgdland6 éllapotra a
Feltevés biztosan teljesiil.

ElSrebocsdjtjuk még az ismétlések elkertilése végett a kovetkezd megjegyzést:

3. Megjegyzés: Az Eljarasbol kovetkezik, hogy annak k-adik 1épésétdl kezdve mar nem
kertilhet megjel6lés a k-adik és az azt megel6z6 matrix-sorokba. Ha egy (vl 5 "2) mez6 az Eljaras
v-edik lépésében kertilt megjelolésre, akkor a v-edik lépést megel6z6en mind (v, ,») mind (v,v,)
mezbknek megjeldlteknek kellett lennidk €s », > v lehet csak. Ezekutin két lemmat kell bizo-
nyitani:

1. Lemma: A vizsgilandé édllapotbdl elérhet6 Osszes allapot megjeldlten elérhetd.

2..Lemma: Ha a Feltevés igaz, akkor a vizsgilandé éllapot elérhet6 mindazon éallapotok-
bol, amelyek bel6le megjeldlten elérhetdk.

Az 1. és 2. lemmaékbdl kovetkezik, hogy a Feltevés mellett a vizsgdland 6 éllapot és a
neki megfeleld matrix-sorban megjeldlt mez6khoz tartozé dllapotok egy olyan osztilyt alkotnak,
amelybdl nem lehet kijutni, de az osztalyon beliil minden dllapot minden masikbdl elérhet6. Ez
éppen egy ergodikus osztély definiciéjdval ekvivalens. Nyilvdnvald, hogy a vizsgalandoé éllapot ép-
pen ennek az ergodikus osztalynak a jel6l6je lesz. o

1. Lemma bizonyitdsa: Legyen m a vizsgaland6 allapot és m’ egy belGle elérhet6 alla-
pot. Be kell bizonyitani, hogy a teljes matrixban (m, m') mezé megjeldlt mezS. Ha a teljes mat-
rix m sordban (m,m) az egyetlen megjelolt mezd, akkor a szimbolikus dtmenetmatrixban is
ez volt az egyetlen megjelolt mezd, tehat m-bsl csak dnmaga érhetd el. Igy m a Markov-lanc el-
nyel6 allapota és nincs mit bizonyitani. Hogy legyen olyan m-t6l kiilonbz6 m' allapot, amely
m-bél elérhetd, legalabb egy (m,m)-tdl kiilonbdz6 (m,m;) megjelolt mezGnek kell lennie a
szimbolikus dtmenetmadtrix, és igy a teljes matrix, m sordban. A tovdbbiakban zarjuk ki azt az
esetet, amikor m elnyeld allapot. '

Mivel m’ édllapot az m-bdl elérhetd, van olyan k> 1 és

(%) Mg My, -0 e oyl 1y My



kiilénboz6 dllapotokbdl 4ll6 dllapot-sorozat a Markov-lancban, ahol m, =m, m, = m’, és a
sorozat minden tagja megjelolten elérhets az el6z6bdl, vagyis m, ,m), i=1,...,K
mezd6k megjeldltek. Nyilvan m, < m lehet csak, mivel m vizsgiland6 éllapot. Haa (%)
sorozat olyan, hogy k = 1, akkor nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel, hogy k> 1. Ha a (%)
sorozat minden m,, i> 0, tagja megjeldlten elérheté m-bél, akkor szintén nincs mit bizo-

nyitani.

Tegyiik fel most, hogy a () sorozatban van olyan m,, i>1, allapot, amely m-bdl

nem megjelolten elérhets, de m,,m,, .. .,m,_; mindegyike megjelolten elérhet6 m-bSl. E

feltevés ellentmondasra fog vezetni, ami kizarja, hogy m, az m-bél nem megjelolten elérhe-
t6.

Tekintsuk az
m, W _ 4 My

dllapot-sorozatot, ahol (m, mi_l) és (mi_l, mi) megjelolt mezdk (m, mi) azonban nem.
Mivel m vizsgélandé allapot, m,_, <m lehet csak. Tekintsiik most az Eljaras m;_ 1(-edik)
1épését.

Ha (m, m, _ 1) mezd az m,_, lépést megel6zGen mar megjelolt lett volna, akkor az
m;_, lépésben (m, m,) is megjeldlésre kertilt volna, ami ellentmond m;-re vonatkozo felte-
vésiinknek. Az m,_, lépésig bezardlag tehat (m, mi_l) mezc’i. még nem lett megjeldlve. Ek-
kor kellett lennie egy vi,my_, <v»;, <m, lépésnek az Eljardsban, amikor (m, mi_l) meg-
jelolésre kerilt. A 3. Megjegyzés szerint ekkor az Eljards », 1épését megel6z6en (v, m;_,)

mezének mar megjeldltnek kellett lennie.

Ha (v;,m, ;) mezd az m,_, lépést megel6zGen mar megjelolt lett volna, akkor
megjelolésre keriilt volna ("1= mi) mezd is majd azt kovetSen a v, lépésben (m, m i) mezd
is, ami ellentmond m e vonatkozé feltevésiinknek. Ezért kellett lennie egy v,, m; ; <
<v, <v;, lépésnek az Eljérasban, amikor (vy, m;_,) megjeldlésre kertlt. A 3. Megjegyzés
szerint ekkor az Eljaras v, 1épést megel6zben (”2’ m,_ l) mezdnek mar megjeldltnek kellett

lennie.

A gondolatmenetet folytatva véges lépésben eljutunk egy olyan m > » 1> V> -
.. .> v > m,;_, sorozathoz, ahol », mar olyan kozel van m,_, -hez (v, = m_, +
+ 1), hogy nem lehet olyan »,,, 1€épés, amelyben (vk »m;_ ;) megjelOlésre kertilne és

m;_; <y <y lenne.

Ellentmondésra jutottunk tehdt m-re vonatkozé feltevésiinkkel. Ebbél kovetkezik,
hogy m’ az m-bél valéban megjeldlten elérhetd.

Ezzel az 1. Lemma bizonyitva van.



2. Lemma bizonyitdsa: Legyen m' allapot az m vizsgdlandé édllapotbdl megjeldlten
elérhetd (legaldbb egy ilyen m’ dllapot okvetlen létezik), azaz (m,m’') megjellt mezd. Ekkor
nyilvin m' < m. Ha m' = m, akkor nincs mit bizonyitani. Legyen tehit m' < m (ha ilyen
m’ létezik).

Tegyiik fel el6szor, hogy nincs olyan m', m' > m', ‘dllapot, amely m'-b6l megjeldl-
ten elérhet6. Ekkor m' is vizsgilando éllapot. Ha m' egy ergodikus osztily jelolGje lenne,
akkor ellentmondésra jutnank a Feltevéssel. Tehit m’ legfeljebb még dtmeneti allapot lehet.
Ekkor van olyan m*, amelybe m'-bdl el lehet jutni és m* egy kisebb ergodikus osztily tag-
ja. Az 1. lemma szerint ekkor azonban (m,m¥*) is megjelolt mez6, ami ismét ellentmond a
Feltevésnek.

Tehét biztosan kell lennie m’-hez egy olyan m'', m' > m', ‘illapotnak, amely m’'-
bdl megjeldlten elérhets. Igy méginkdbb van olyan m#*, m* > m’, dllapot, amely m'-bdl el-
érthets. Legyen m, a legnagyobb ilyen allapot. Ekkor nyilvin m, vizsgiland6 allapot lesz,
mert ellenkez6 esetben m, -en keresztiil m’-bédl m, -nél nagyobb éllapotba lehetne jutni. Mas-
részt az 1. Lemma szerint (m,m,) mezs is megjeldlt, hiszen m-b6l m,-be az m’-en keresz-
tul el lehet jutni. Ekkor azonban m; < m. m; <m lehetetlen, mert, ha m, akar egy kisebb
ergodikus osztily jelolSje lenne, akdr 4tmeneti dllapot, ellentmondésra jutnank a Feltevéssel.
Igy tehat csak 'ml = m eset lehetséges. Ezzel a 2. Lemma bizonyitdsa kész.

B. illitds bizonyitdsa: Ha egy ergodikus osztily jelol6jének megfelelS dllapot nem lenne
vizsgiland¢ 4llapot, az azt jelentené, hogy a jelol6bdl nagyobb dllapotba is el lehetne jutni meg-
jeldlten, tehat vagy e nagyobb éllapot is az ergodikus osztdlyhoz tartozna, ami ellentmond a
jeldls definicidjanak, vagy aijelold dtmeneti dllapotnak felelne meg, ami lehetetlen.

A tétel szerint ergodikus osztidlyba nem tartozé dllapotok (akér vizsgilandok, akdr nem)
igy nyilvanval6an csak atmeneti dllapotok lehetnek, hiszen a tétel biztositja az dsszes ergodikus
osztély kivilasztiasat és a Markov-lanc véges allapotu.



1.4. ILLUSZTRATIV PELDA

Legyen adva egy n = 12 4llapoti Markov-linc, amelyhez az 1. dbrin lithaté szimboli-
kus dtmenetmétrix és irdnyitott graf tartozik.

1.2 3 4.56" 7T 8 9 10 1%L 12

8
1 X
2 Xl X
il 4 =9 |
3 X X
4 | X
5 9j
5 X
6 X
% 10
7/ X
8 1 X
12 3
9 X
10 X
6
11 X
12 X
9 11
1. 4bra

Az Eljaras végrehajtdsa utdn a 2. abran bemutatott teljes matrixot és grafot nyerjiik. A
métrixban az Gjonnan megjeldlt mezSket azzal a sorszdmmal jeloltik meg, amelyik 1épésben a
megjelolés megtortént. A graf Gj nyilait ugyanazekkel a sorszimokkal kétaztuk. A vizsgilandé
dllapotoknak megfelelé maétrix-sorok f6atl6tol jobbra esd részeit sraffozassal jeleztiik, a. grafnal
pedig bekarikdztuk a vizsgdland6 édllapotoknak megfelel6 csicsokat. A teljes matrixba berajzolt
vonalak az eljards kézi végrehajtdsa kozben alkalmazhatok a tévedési lehetdség csokkentése cél-
jabol. :

A vizsgéland6 éallapotok ezek szerinta 7, 8, 11 és 12. Az els6 hvizsgélandé dllapot a 7,
ez biztosan egy ergodikus osztily jel6l6je, mégpedig a tétel szerint az elsd ergodikus osztaly
dllapotai (1, 4, 5, 7). A kovetkez$ vizsgilandé allapot a 8, amelybdl megjelolt dtmenetek van-
nak az el6z6, kisebb ergodikus osztilyba, ezért a 8 éllapot dtmeneti. A 11 vizsgilandé allapot-

bol megjelolt dtmenet lehetséges a (6, 9, 11) allapotokba, amelyek egyike sem eleme az (1, 4,
5, 7) ergodikus osztélynak, ezért a (6, 9, 11) ismét egy ergodikus osztalyt alkot, amelynek je-
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2. abra

1616je 11. Az utolsé allapot mindig vizsgalandoé. Jelen esetben 12-bdl megjeldlt atmenetek vannak
a (6,9, 11) ergodikus osztalyba, igy 12 édllapot dtmeneti. Az eddig nem szerepl6 Osszes tobbi alla-
pot is 4tmeneti, igy az dtmeneti dllapotok osztédlya a (2, 3, 8, 10, 12) allapotokbol 4ll.

A teljes matrix mellett a fenti 4bran minden sorban feltlintettiik annak az ergodikus
osztilynak a jelolGjét, amelybe az allapot tartozik, ill. 0-at irtunk az dtmeneti dllapotoknal. Ez
alkotja a Markov-ldnc jelol6vektorat, amely tehat:

(7.8, 0,9, 9 11,7, 06,11, 0, 11, @)

2. A GEPI ELJARAS ES PROGRAMJA

A gépi eljarasnal a tényleges egylépéses dtmenetmatrixbol indulunk ki. Az algoritmus
csupan annyiban tér el az el6z8 részben leirt kézi” algoritmustol, hogy matrix-mezék megje-
16lése helyett a mezG-tartalmak hozzdadéasat végezziik. A megjeldlt mezé most olyan mezdt fog
jelenteni, amelyben pozitiv mennyiség all, a nem megjelolt mezd pedig olyat, amelyben zérus
all.
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2.1. A GEPI ALGORITMUS

A gépi algoritmus abbdl 4ll, hogy az allapotokon végighaladva meghatirozzuk a teljes
matrixot az alabbi Eljirassal, majd meghatarozzuk a jelélévektort.

Eljards: Az allapotnak megfelelé métrix-sor pozitiv elemeinek megfelelé oszlopok sor
alatti részeihez hozzdadjuk az édllapotnak megfelelé oszlop sor alatti részét.

A jelolévektort az el6z6 részben szerepl$ tétel alapjan hatirozzuk meg azzal a megjegy-
zéssel, hogy vizsgdland6 éllapot alatt most olyan éllapotot értiink, amelynek megfelel6 matrix-
~ sor f64tlotol jobbra es6 része csupa zérus.

A jelélc’ivekt‘or meghatérozdsinak menete a kovetkezs: El6szor a vektor minden kompo-
nensét 0-véd tesszlik. Utdna az allapotokon novekvs sorrendben haladunk végig. Ha egy allapot
vizsgdlando, az 4llapot sorszamét adjuk értékként mindazon komponenseknek, amelyeknek meg-
felel6 allapotokba van megjelolt dtmenet a vizsgdland6 allapotbol, mindaddig, amig — esetleg —
olyan komponenshez nem érkeziink, amelynek értéke mar nem volt 0. Az utdbbi esetben visz-
szavaltoztatjuk 0-v4 az Osszes olyan komponenst, amelynek értéke a vizsgilandé allapot sorsza-
madval egyenld.

Az algoritmus eredményét egyértelmien jellemzi a jelolévektor.

Jelolje a programokban N a Markov-lanc dllapotainak szimat, P az egylépéses dtme-
netmatrixot és M a jelol6vektort. Ezek lesznek az eljaras ill. szubrutin paraméterei.

2.2. AZ ALGOL-PROGRAM

A programot eljaras formédban irjuk le:

procedure ERGOD (P,M,N,);

value N; integer N; integer array M, real array P;

comment THIS IS AN ALGORITHM TO PROVIDE THE ERGODIC CLASSES OF A
HOMOGENEOUS FINITE-STATE MARKOV-CHAIN CHARACTERISED BY
THE TRANSITION MATRIX P[N,N};

begin integer L,J,K;

~ for I=1 step 1 until N do M[I]=0;
for I'=1 step 1 until N do
for J:=1 step 1 until N do
if P[,J] > O then for K=I+1 step 1 until N do
P[K,J1=P[K,J1+P[K,]],
for I=1 step 1 until N do begin




LINE:

==

for J=I+1 step 1 until N do
if P[1,J] > O then go to LINE;

for J=1 step 1 until I do

if P[] > O A M[J] > O then begin
for K:=1 step 1 until J do

if M{K]=1 then M[K]:=0;

£ 1o LINE endiolae

if P[LJ] > O then M[J]:=1;

end I; end ERGOD

2.3 A FORTRAN-PROGRAM

(.

)

A programot szubrutin formaban irjuk le:

20

23
22
21

25

SUBRUTINE ERGOD (P,M,N)

INTEGER N,M(N)

REAL P(N,N)

THIS IS AN ALGORITHM TO PROVIDE THE ERGODIC CLASSES OF A
HOMOGENEOUS FINITE-STATE MARKOV-CHAIN CHARACTERISED BY
THE TRANSITION MATRIX P(N,N)

.DO 20 I=1,N

M(1)=0
N1=N-1

DO 21 I=1,N1

=I+1

DO 22 J=1,N

IF (P(1,J).EQ.O.) GO TO 22
DO 23 K=I1,N
P(K,J)=P(K,])+P(K,I)
CONTINUE

CONTINUE

DO 24 I=1,N

J=I+1

DO 25 J=JI,N
IF(P(1,J).GT.0.) GO TO 24
CONTINUE

DO 26 J=1,1
IF(PLJ).EQ.0.) GO TO 26
IF(M(J).NE.O) GO TO 27

MJ)=1



g TRl

GO TO 26
27 DO 28 K=1,J
28 IFM(X).EQ.I) M(K)=0

GO TO 24
26 CONTINUE
24 CONTINUE
RETURN
END

A programokat az MTA Szémitastechnikai Kézpontjanak CDC 3300-as szdimologépén
prébéltuk ki.

Summary

A simple algorithm to define the ergodic classes of a finite state Markov chain

We describe a simple algorithm to define the ergodic classes of a finite state homogeneous
Markov chain given with its transition matrix. We outline the alorithm in a manually executable
form and prove the same, thereafter follow the ALGOL and FORTRAN programs of the
algorithm. The programs were tried on the CDC 3300 computer of the Computing Centre of
the Hungarian Academy of Sciences. ‘

Pe3wowMe

HQOCTOﬁ ANrOopuTM And OTlpe[eieHUud 3PrOoANYeCKUuX KﬂaCCOB nenu hﬁapxosa KO=—

HEe4qHOr'o COCTOdHHSA

CraTes 3HAKOMHT C NPOCTHIM AJrOPHTMOM [/ ONpefesleHHs 3PrOAHYEeCKUX Kiac-—
CoB omHOponHOU memu MapkoBa KOHEYHOr'O COCTOSHHML, 3aJaHHON NepexonHol maT-

punei,

AnropuT™ 3agaH B ¢gopme, Hapmeil BO3SMOXHOCTb O6pabOTKH ero BpPY4YHYIO, C [OO—
kasaTtenscTBoM. [laorca nporpammser anroputma B AJIlOJle u ®OP TPAHe. [lpor-

paMMer Geimun npoBepensl Ha MamunHe CDC-3800 B Briuncnurensnom nentpe BAH.
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