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SPECIÁLIS IDÖOPTIMUM FOLYAMAT SZINTÉZISTARTOMÂNYÁRA
VONATKOZÓ BECSLÉS

Urbánszki Ferenc

Legyen adott egy másodrendű lineáris időoptimum folyamat az

( 1 )  X 1 =  a x 1 — b x 2 +  V1

X2 = bx2 + ax2 + V2

differenciálegyenletrendszerrel, ahol

(x1, X2) e  R2,
(v1,v 2) e  V , 

b > 0 .

A V vezérlési tartomány egy konvex sokszög, amely tartalmazza — nem csúcspontként — az 
origót. Legyenek a V sokszög csúcsai ej = (ej ,e 2), i = 1,2, . . . ,s és az e. csúcsban az 
oldalak külső normálisainak szögét pedig jelöljük c^-vel.

A Pontrjagin-féle maximum-elv és az ebből levezethető tételek alapján megvalósítható az opti
mális trajektóriák szintézise [ 1 ], azaz megadható egy olyan

(OjA jjB.jCjjDj, ...........) i = 1,2, . . . ,s
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átkapcsolási görbesereg az R2 síkon, hogy az

( 0 ^ i ,Bi,Ci,D .,...........)
(0 ,A i+i ,Bi+i ,Ci+i ,Di+i , .......... ) i = 1,2, . . . ,s

görbék által határolt síkrészen az optimális vezérlés a V tartomány е ; csúcsa lesz. (Az in
dexelés itt és a továbbiakban is mod s értendő).

Ha az (1) mozgásegyenletben a < 0, akkor az átkapcsolási görbék az egész síkot behálózzák. 
A szintézistartomány a sík lesz. Ha a mozgásegyenletben a >  0, akkor a görbék az origó kör
nyezetének korlátos tartományában maradnak [1]. Ekkor a szintézistartomány korlátos.

Ebben a cikkben feladatul tűzzük ki egy olyan kör meghatározását, amely tartalmazza az a >  0 
esetben a szintézistartományt. Az alábbiakban a > 0 , b >  0 speciális esetet tárgyaljuk.

Az A ., В. , ,  С. ~, D. pontok sorozata rekurzív módon megadható.1 ? I" 1 ? 1 “ Z ? 1“ 3
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Legyen hj = (hj, h2 ) az

( 2)

egyenletrendszer megoldása. Ekkor [ 1 ]

ahj — bh2 + ej = 0

bh2 + ah2 + e2 = 0 1 1 1

(3j)

( 32 )

_ a_
A1 — h1 = Г e b A i n i L O A e

_ a_

A 2 — h 2 =  C  e  b a i A i n i L O A e

COS (  -  a j  +  7 O A )

sin ( -  + 7 OA)

(COA )2 =  №})2 + (Ч2)2

te y OA = 'Ĵ T

b L ,  - h L ,  = CABe
a
b V i

i- 1

B?-l

i - 1

h?-l C ABe
" b V i

COS

sin

( -  “ i - 1  +  У A t )  

( -  “ i - l  + T'ab)

4

<CAB >2 = (A1 -  1 )2 + (A? -  hf- 1 >2

_  A 2 — h 2_ , 
g 7ab A1- ! ! 11 í - 1
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Cj- 2 ^i-2  ^BCe b 1 2 cos ( “ i-2 + B̂Ĉ

SÍ11 ( — “ i- 2 + B̂C-i

(CBC)2 =  (B } - i ~  hj_ 1 )2 + (Bj_i
( 3 , )  <

_ a_
p2 _ u2 _ n  p b ai-2
Ci-2 n i-2  ^BCe

h2 )2 n i- 2 '

Bf , -  hí
t g 7 BC d1

i-1 i- 2
b ‘_ i + h j_2

Az
_ a_

M1 = Ih.le b “* 1 1
a

M2 = (M} + Ih. -  h i_ 1l)e b i_1
_ a_

M2 = (M2 + |h._ t -  h ._ 2 l)e_ b а‘

sorozat felhasználásával az átkapcsolási görbék töréspontjainak az origótól való távolságára a kö
vetkező egyenlőtlenségeket írhatjuk fel:

( V

|A. — h. I = Mi 1 1 1 1 1

|A.| < M \ +  |h,l
_

'Bi- i ~  h ,-  г I = lAj — h._ l |e_ b а *- 1

b ai- 1< (|A. -  hj| + |h. -  h . ^ D e

_  _a

-  (M‘ + |h, — h,_ , l)e~ b a’- 1 = M?

(42> IB;_jI <  M? + Ihj.j
_ a_

ICi-2 - h , . 2 l -  IB,.,  - h 1. 2 l e ' b “i - 2 <

< (IB, . ,  — hj . j l  + !!>,_! -  h,_2l)e
_ a_

< (M2 + h j . j  -  h ._2 |)e b “i-2 = M2

a
b “i-2
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(4 ,) |Cj_21 < Mj + |h ._2 l

Az M j sorozat vizsgálatához értelmezzük az

a ,  _  ( р + 1 ) 2 я  _ a_

NP = Ih.le b 7Tp + ------ ---------—  • S |h -  h J le b “ i_ 11 1  _ — л i 1 1 12ir 1
1 -  e b

sorozatot, amelyre

< NP , ahol к = p*s + q 

s > q > 0.

Az NP sorozat konvergens

f  ihi -  hi - 1 le"b  V i
lim №  =

p ->OC - - 2 l
1 -  e b

(a határérték független az i indextől)

A (4j ), (42), (43)..... egyenlőtlenségek alapján a

max ( lim + |h I) < max ( lim NP + |h.|) =Í k->oo 1 1 p->oo 1

S |hj -  h._ j |e
= max |h.| + —----------

i 1

b “i - i

- f  2ir 
1 -  e b

= R

sugarú kör tartalmazni fogja a feladatban megjelölt szintézistartományt.

A h. és e ; vektorok közötti (2) összefüggés figyelembevételével igaz az alábbi 

Tétel: Ha az (1) mozgásegyenletben a > 0, akkor az

R =
1

V a2 + b2

? |ei _  e i - l |e 
max |e.| + —-----------

"b “ i - l

L  ,“  L 7Г
1 -  e b

sugarú kör tartalmazza az időoptimum folyamat szintézistartományát.
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1. Megjegyzés: Az a = min a . ;  KÉR = V sokszög kerülete jelöléssel bevezetve az 

1
R, =

V a2 + b2
max |e.| +

_ a_
KÉR e" b “

1 — e
2tT

R2 =
max |e.| 

i_____
V a2 + b2

1 +
2 «

1 — e
2n

R,
max e.

V a2 + b2
1 +

2 7Г

1 — e
. i ,

b

mennyiségeket nyilvánvaló, hogy

R < R x <  R 2 < R 3

2. Megjegyzés: На a V vezérlési tartomány egy origó középpontú r sugarú körbe írt 
szabályos s-szög, akkor a következő körsugarakat kapjuk:

R =
V a2 + b2

1 +

• _ — 2 я
2 • s • sin 7Г • e b s

1 "h 2"1 -  e b

Rj = R

R 2 =
V a2 + b2

1 +

_ jl _2 jr
2тге~ b s

, - f1 — e b

R,
V a2 + b2

1 +
2 7Г

1 — e b

Az |OAj| + lA.Bjl + |BjC-l 4- . . . mennyiségekkel szintén megadhatunk egy körsugarat, 
amely megoldása lesz a feladatnak. Részletszámítások nélkül az eredmény:
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mP  Ie jl 1 + e" ь Q 1 -  e~ ь sa

V a2 + b2 -f-tt ~ h 2n1 -  e b 1 -  e b

Ha a vezérlési tartomány a fentebbi szabályos sokszög, akkor az

_ a_ 2 7Г
1 + e b s

_ iL  ̂̂
1 -  e b s

sugarat kapjuk.

Rögzített r mellett vegyük az R és R határértékét.

R =
V a2 + b2

Hm R = R,
S—>oo

lim R = °° .
S - > o o

Az R tehát finomabb korlát, mint az R, ha a csúcsok száma megfelelően nagy.

I r o d a l o m

[1] Boltjanszkij : Matematicseszkije metodü optimalnovo upravlenyija, Moszkva, 1967.



-  40  -

S u m m a r y

Estimation of the synthesis domain of a special time-optimum flow

The synthesis domain of a linear time optimum flow in a plain is limited if the roots of the 
homogeneous differential equation system are complex and the real part is positive. In the paper 
an upper limit is given for the synthesis domain of the flow.

Р е з ю м е

Оценка области достижимости специального оптимального быстродействия

Область достижимости линейного оптимального быстродействия на плоскости 

будет ограничена, если корни однородной системы дифференциальных уравне
ний комплексны и их действительные части положительны. В статье задает

ся оценка сверху области достижимости такого процесса.
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