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VESZTESEGES HALOZAT MAXIMALIS FOLYAM PROBLEMAIJA

Baké Andras

A halozati feladatok nagy része a minimélis (maximaélis) ut és a maximélis folyam feladat-
tal oldhatok meg. A veszteséges hdldézat minimadlis it problémdjat Charnes és Raike [1] vetette
fel és oldotta meg linedris programozassal. A feladat megoldadsara kés6bb a Ford és Fulkerson
[3] modszert hasznalé kombinatdérikus algoritmust adtunk [10].

A maximalis folyam feladatot Robacher [5] vetette fel és oldotta meg, majd Ford és
Fulkerson [3] tisztin kombinatérikus algoritmust adott a maximalis folyam—minimélis vagas
tétel bizonyitdsaval.

Cikkiinkben a veszteséges hal6zat maximalis folyam probléméjanak megfogalmazaséval az
alapfeladat egy mds irdnyu édltalanositasat adjuk. A feladatot linearis programozasi feladatra fo-
galmazzuk 4t, és végiil megemlitiink néhdny fontos gyakorlati alkalmazast.

Az irodalomjegyzékben felsoroljuk a fenti alapfeladatok néhdny tovabbi altaldnositdsat:
[2,4,6,7,8,09].

Tekintsiik az [N, E] digrifot. A digraf élein egy b nem negativ egészértékii fliiggvényt
értelmeziink, amelyet kapacitas-fliggvénynek neveziink. Az [N, E, b] -t hdlézatnak nevezziik.
A halézat minden egyes (X, y) €-E éléhez hozzarendeliink egy 0 < k (x, y) < 1 raciondlis
szamot.

Az [N, E, b, k] -t veszteséges halozatnak, a k(x, y) fiiggvényt a hal6zat veszteségfiigg-
vényének nevezziik. A k(x, y) fiiggvény értelmezése a kovetkezS: ha egységnyi mennyiséget
inditunk el az x pontbdl, az y pontba k(x, y) mennyiség érkezik.

A folyamot veszteséges hdlozat esetén a kovetkezGképp definidljuk:

Jeldlie x, a halozat forraspontjit, x, a nyel6pontjat. Az [N, E, b, k] hal6zaton az

t

f(x, y) fuggvényt az x pontbdl az x, pontba folyd veszteséges folyamnak nevezziik, ha a

kovetkezGk teljesiilnek:

t

(1) z f(xi,x.) - z f(x,,x,) k(x.,x.) = 0 X; € N
(x;x)EE ) (x}sx )EE ] ]

X, +* X X # X,

(2) z f(xs,x.) - z f(x.,xs) k(x.,xs) <0
(xs,xj)EE ] (xj,xs)EE J ]
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3) z f(xypX;) — 53 f(x,,x,) k(x;,x,) < 0
(% 1R ¥ x,x)€E J
] ; b
és
4) 0< f(xi,xj) < b(xi,xj) (xi,xj) € E.

Az (1) osszefliggés azt fejezi ki, hogy minden a forrasponttol és a nyel6ponttdl kiilonbo-
206 pontra a befoly6 és a kifolyé folyammennyiség értéke 0. Ezeket a pontokat nevezziik koz-
biils6 pontoknak. A (2), (3) kifejezés mutatja, hogy a folyam az x, pontbdl az x, pontba
folyik.

t

A veszteséges folyam feladat meghatarozni az (1)-(4) feltételeket kielégité f(x, y) flgg-
vényt, amelyre a (3) kifejezés értéke maximalis.

Ahhoz, hogy ezen linedris programozdsi feladat matrixdnak, jobboldaldnak és célfliggvé-
nyének specidlis struktarajit megmutassuk, a feladatot atfogalmazzuk.

Tegyiik fel, hogy a halézathak m pontja és n éle van. A linedris programozasi feladat
megfogalmazéasihoz vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

E={e1,e2,...,en}, s i gt i b

Jeloljik az e ,e,,...,¢€, éleken a folyamértékeket fl’ fys ..., 1, -nel, a kapacitis ér-
tékeket b, b,,...., b, -nel, a folyamértéket a forras, illetve nyelopontban f, illetve f. -
vel, a veszteségfliggvény értékeit ky» Ky, ...,k -nel.

Az (1) feltétel szerint a befoly6 és kifolyd mennyiségek minden belsé pontra egyenléek.
Jeloljik az x; bels6 pontba befuté €leket e ,...,e, -rel, a kifuto éleket pedig e ., ,e
..., € -vel.

Sy

Fi23 0

Igy
(5) B gL

Az (5) m lineéris egyenletet ad.
A (4) szerint az f,, fz’ P fn értékekre fels6 korldt megkotés van:
0<f,<b;,
ami n tovédbbi feltételt ad az f,, f,,...,f értékekre.

A feladat matrixdhoz a forrds és nyel6pontoknak megfelelGen két tovabbi oszlopot ve-
sziink hozzd. Az f_ valtozohoz tartozé oszlopban minden elem 0, kivéve az s ponthoz tar-
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toz6 sort, ahol -1 van. A f, véltozéhoz tartoz6 oszlop egyetlen nullatél kilonboz6 eleme a
t ponthoz tartozé sorban van, értéke 1.

A feladat jobboldala: b= (0, 0,...,0,k,, k e k )', ‘ahol a nulldk szdma megegye-
zik a digraf pontjainak a szdmdval. A célfuggvény e156 n+l egyutthatOJa nulla, az utols6 pe-
dig 1, azaz c¢= (0,0,...,0,1).

A feladat meghatdrozni azt az F = (f1 S DY fn, . ft‘)' vektort, amely kielégiti az (5),
(6) feltételt (ami (m+n) feltételt ad a valtozdkra), és a

S (N R ¢ A R B, B

maximalis.
Megjegyezzik, hogy a feladat matrixa egyedi korlatoktdl eltekintve a szallitasi feladat mat-
rixdhoz hasonlit. Minden oszlopdban két nullatél kiildonb6z6 elem van, egyik értéke 1, a masik —kij ;

Mivel az egyedi fels6 korlatok szdma éltaldban igen nagy, igy célszerii egyedi fels6korlat
technikdval dolgoz6 programmal megoldani a fenti feladatot.

Végiil megemlitjiik a feladat néhany fontos gyakorlati alkalmazéasat:

A veszteséges maximalis folyam feladattal megoldhaté az eddig heurisztikus uton szamolt
orsz4gos nagyfesziiltségli halozat tervezése, illetve az egyes pontokban hirtelen megnovd igény
kielégitésének kérdése. Hasonlé problémaék lépnek fel gdzhalozatban, tavfiitési hal6zatokban, 4l-
taldban minden energiatovabbitod hélozatban valamint csatornahédl6zatban, dntozéses-, talajv1zle-
csapolé rendszereknél.
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Summary

The problem of maximum flow of a network with losses

The majority of the network problems can be solved by the minimal (maximal) path and the max
maximal flow algorithm. The problem of the minimal path in a network having gains was solved
for the first time by Charnes and Raike [1] through the technique of linear programming. We
gave a combinatorial algorithm using the Ford-Fulkerson method.

The maximal flow problem was first put forward by Robacker [5],"and Ford and Fulkerson
[3] gave a purely combinatorial algorithm by proving the maximal flow-minimal cut theorem.

In our paper a generalization of another direction of the basic problem is expounded by the
formulation of the maximal flow of a network having gains. The problem is transposed to a
linear programming problem and some important practical applications are mentioned in the
end.

In the literature we enumerate several further generalizations of the above basic problems:
[2’ 4, 6’ 7’ 8’ 9]‘

PeasgwonwMme

[IpobnemMa MakCHUMAalIbLHOrO IOTOKA CeTH C NoTepdadMHu

Bonemas wacTh ceTeBrIX 3agad pasdpeuniaeTcd C MOMOWBI MOHCKA MHUHHMABLHOIO
/MakcuManeHoro/ IyTH M MAaKCHMAJIBLHOr'O MOTOKa.. [Ipo6neMy MHHHMAIIBHOIO IIyTH
cetu ¢ norepamu nocrasunu Yapuec u Patike [1] u paspemunnu MeTtonaMu JuHEH-—

HOr'o mnmporpaMMHApOBaHud.

Ina paspewenuss aTo#t mpobnemer naetcs KoMGuHaTopuuecku# anroput™ [10],, mc-

nonb3yromuii meton Popna u Pynmepcona [3]

[Ipo6niemMy MakCHMalIbHOr'O MOTOKa mocTabBui W paspewnn PobGamep [5],, nmosagxee
®opn u Pynmepcon paspaboranu YUCTO KOMOMHATOPHYECKHH anrOpHTM C [oKa3a-—

Te/ILCTBOM TeOopeéMbl MAaKCHUMAaJIbHOr'o IIOTOKa MHHHMAJIBHOI'O pa3pe3a.

B sToit craTee naerca npyroe o6obmeHHe MakKCHMAabHOI'O MOTOKA CETH C NOTeps—
mu. [Ipobnema pewaeTcs C NOMOWBIO JIMHEHHOrO MPOrpaMMHPOBAHUS H yNOMHHAae TCH

O HeCKOJIBKHX BaXHbIX INPaAKTH4YECKHUX I[IPpUMEHEeHHUAX,

B cnucke nurepaTypnl NepedHClSiOTCA HEKOTOpble OGOGmEeHHs BbIIEyNOMSHYTBIX OC—

HOBHBIX IpoGnem.
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