Staciondrius Gauss Markov folyamat csillapoddsi paraméterének

konfidencia hatdrai

Benczur Andras

Tekintsiik a T(t) staciondrius Gauss Markov folyamatot, amely a
(1) d¥(t) = -A¥(H) dt+dt)

sztochasztikus differencidlegyenletnek tesz eleget, ahol 7(t) Wiener-folyamat,

MdItt) =0 & Md)? = crzzdt.

A §¥(t) folyamat korrelicios fuggvénye

(2) R(t) = G; e-)‘Itl

2

alaki lesz, ahol M(dt(t))2= St

osszeflggés dll fenn.

2 2
dt (lisd Araté [1]). A 5; és 0’¥ egyutthatok kozott a o';=27\0'¥

A 6? illetve 0'; paraméterek mdr egy realizdcid ismeretében meghatarozhatok, mert BAXTER tétele

alapjdn

: - 2 2
Lim L[f(tk) - E(tk_ﬂ} = &y T (1 valosziniiséggel)
max (t, -t, _)—=0

ahol 0=t <t <..<t =T egy felosstisaa [0,T] intervallumnak. lly médon a ¥(t) folyamat
ismeretlen paramétereinek szima egyre csokkenthetd. hiszen M¥(t) = 0 kovetkezik az Md7(t)=0
feltevésbol. A tovibbiakban tehdt a A | tgynevezett csillapodisi paraméter becslésével foglalkozunk.

Az egyszeruség kedvéeért feltehetjik, hogy 65 =1.

Jelolje L a kozonséges Lebesgue mértéket a £(0) szimegyenesen és W a §(t)-3%(0) novekmények
terén a [0,T] intervallumban a Wiener-mértéket. Legyen V=LxW ezen két mérték szorzata. Ha P je-
16li a fenti ¥(t) folyamat dltal generilt mértcketa [0,T] intervallumban. akkor a P mérték abszo-

lut folytonos V-re nézve ésa V szerinti Radon-Nikodym derivdltja (lisd Ch. Striebel |5])
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Ebbél léthaté, hogy A (vagy x ) elégséges statisztika rendszerét az sf 5 si statisztikdk adjdk. Irjuk

fel a A paraméterre vonatkozé maximum likelihood egyenletet. (3)-b6l

Log% =c+—[097\ 7\[5——1- 2]

alapjdn A maximum likelihood becslése a

ﬁ-[s, _—T] Ms =0

egyenlet, azaz a

@) , st ails: -1T] %

egyenlet megolddsa lesz.

Lithat6, hogy (4) egyetlen pozitiv megolddsa
2. 4 V 2 4 2 2
_[51__2T] +\ s -—ZT] +2Ts,

2Tsi
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Ebbdl kovetkezik, hogy a A >z esemény akkor és csak akkor kévetkezik be, ha a (4) egyenlet
baloldaldn 4116 mésodfoky kifejezés a A = z helyen negativ. Teh4t

¢ N
p,/\{')\>z}= p)‘{ 12T$§+ZS12 - iZTz = % "R

2

Bevezetve a Z =AX és 'qa(x) =‘>\2x2Ts§+ﬁxs1

jelolést,
) P{)\>?\x}—P{~]% +—T’)\x}.

Ahhoz tehdt, hogy a & becslés eloszldsdt meghatdrozhassuk, az si és si statisztikdk egyiittes el-
oszldsdra lenne sziikségiink, amit azonban ezideig nem sikeriilt meghatdrozni. Meg tudjuk viszont hat4-
rozni karakterisztikus fiiggvényiiket. A ¥(0) = x feltétel mellett differencidlegyenletet irunk fel a
feltételes karakterisztikus fiiggvényre. Legyen ugyanis

. 2 2
(X 85+, T55)
P B L

(6) w(T,x) = M{ [¥c0) =x}.



A folyamat tulajdonsdgaibol kovetkezik, hogy az u(T. x) fuggvény az x viltozo szerint tetszGleges
sokszor differencidlhato (lasd pl. Gihman-Szkorohod |4 ). Ezt felhaszndlva a kovetkezé modon dllit-

hatjuk el6 az w figgvényt a T+AT helyen:

e L
L(ot1s1+o(2(T+AT)szz

LL(T‘-AT) = jM{M{e E(O)-‘—X} E(AT):)H% p(g(AT): X"lg(O):X)dX,:

AT
o g RO [Foa
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IECO) =X,§(AT)= X&}u(T, x1)pdx'=

@  (X=X+Ax AT)?
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1 T [ du 3'u (x4-%)
m ettt M Wl <) TR
2 AT .5@ X - ! x21. - 2 ]

2
i 50(1((x1-x)+2xu —x)) - (412<x~x)+ i }

1+ Lo, x*AT ) dx, .

EbbSl AT — 0 esetén a kovetkezd parciilis differencidlegyenletet kapjuk w (T, x)-re, ha figyelembe

vessziik, hogy
o  (xy-x+AxaT)?
1 & 2AT
(7) — 5 e (x1-x)dx1 = -AxXAT
V2r AT <
|
' 2
o (Xq=X+AXAT)
1 S 1 2AT 2 2.2 2
— | e (x4-x)dx, = AT+ 2°x"(AT)
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s a magasabb rendi momentumok o(AT) nagysigrendiiek:
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A (8) egyenlet megolddsaként az u(0,x) =e A kezdeti feltétel mellett az s> si statisztikdk

1°
koz6s karakterisztikus fiiggvénye a kovetkezd alakban adodik (ldsd Araté [1])
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Az egyszei(isités kedvéért a tovabbiakban legyen T =1 . Ez nem jelenti az dltalinossdg megszoritisit,
mert a t'=7tr— és x'=xg transzformdcioval T=1 és 0’;2=1 elérhetd. Az NA(X)  valdsziniiségi val-

tozé karakterisztikus fuggvénye (9) alapjan

(10) up%(x)(o() =
A 3
2e2 (1-2{xx?)*

R V1-2inx? e R BT
[(1‘“"“‘ 1—2LOLX-2)€7\ Lom—(1—i.oua— 1—2LoLx.2)e At ]2

Mivel 57.; és 522 pozitiv valésziniiségi valtozok, (10)-b8l Lok = p helyettesitéssel és % -vel valé
szorzdssal megkapjuk az n)‘( L) valésziniiségi viltozé F,,] (z) eloszlasfiggvényének Laplace transz-

formaltjat:
A 1
2% (1+2px2)*
- +2pet)

,(—‘—2 \ 2 AN PE——
P[(“P“ 1*2P"2)€7\ 1+2px—(1+px-\l1+2px2>-e W ]2

Az F és F*kozotti ismert osszefiiggés szerint

G+loo
1 PE %
(11) F"](Z):_Z?i,. X e F (p)dp.
0-Loo

Ennek alapjdn az eloszldsfiiggvény meghatdrozdsa numerikus integréldssal elvégezhets. A (11) alatti
integrdl a p=o+Ls jeloléssel



Fn(Z) =

2 1 N1+2x%6+i2x%s ) d
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Mivel a jobboldalon szerepld integrdlnak csak a valos részére van sziikségiink, az

2 xzs

2 2 -
r= (1+2L26)+(2X.25) )‘f =1—arct —_—
( ¢ ‘P 2 E 1+2 x2%¢

jeloléssel

L(sz+i—— 3-r~simp) %_-(1-4‘(:05&?)

(o]
Fun(2) = £*F J e 2 R re ds
3 1
& 2 2 " 50
® (6+Ls)[[A1+iA2-J - [B1+L52] (cosZ‘»\rsme—isinZ?\r stncf)e mrm\?]z
ahol
A1=A1(s)=1+o'x+ rcos @ A2=A2(s) = xs+rsinq>
B,=B,(s)=1+6x - rcos B, = B,(S) = xXS~-rsin
1 1 ¢ 2= By ¥
Legyen most
2 9 2 2 ; : ) —ercos?
oly = A1-A2- {(B.'—Bz)cos2')\rsm«.?+ ZB1BZSm erSLn\P} e
YOG JCNIES ; . -2Arcosy
B, = 2A1A2+{(B1— BZ)SLHZXPSLH&P—ZBqucoszkrSLnLP} g

% 52 1125 P1
r., = o(1+[51 - \f)1-—2—a\ctg——-—
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Akkor - csak a valds részt véve figyelembe

A
QGZ ~2—'(1—7‘COS‘.P)

¢ A , r
F P S 4+ — = -— - - ) o
(2) = = J cos(sz+ -~ - rsin@-9,-9, = ds

A szamolds sordn legalkalmasabbnak a ¢~ = 1; valasztds adodott. Konnyen ellenérizhetd, hogy az integ-
randus piros fiiggvény. Ezek utdn az integrdlds hatdrdt gy vdlasztottuk [0,A] -nak, hogy az [A,2A)
intervallumon az integral értéke a kivint pontossdgnal, 10 -nél kisebb legyen. Legtobb esetben az

A= % valasztds megfelelt. el6fordult azonban, hogy ennél két-, st 4-szer nagyobb értéket kellett

vélasztani. Egy integrdl kiszamitdsa az URAL-2 gépen 1,5-25 percet vett igénybe. A tdbldzatban zdré-
jelben taldlhato értékek az

(12) = B

egyenlet megolddsai, ahol p és A eldre adott értékek. Az egyenlet megolddsihoz ¥ -ben iterdciét
kell végrehajtani. Abbol a célbol, hogy kevesebb integral kiszamitdsdt kelljen elvégezni, az iterdcio kiin-
dul6 értékeit mar mds A -ra kiszdmitott értékek figyelembevételével vilasztottuk és az iterdciot a koze-

atd értékekbdl kézi uton végzett interpoldcidval hajtottuk végre.

A tdbldzatban a A <1 értékekre p2 0,9 mellett nem szamitottuk ki az x értékeket, mert itt az in-
tegralok kiszimitdsa igen hosszadalmas, mdsrészt pedig az x = x(2,p) figgvény az (0,1] intervallumon

A -ban j6 kozelitéssel linedrisnak tekinthetd.

A A =0 esetben szereplé x értéket XZ tabldzatbol nyertiik. Ugyanis (10) alapjan konnyd beldtni, hogy

2
(L) > L , ha A —0, tehdta Tq]

\/1— Lot X

valészintiségi valtozé egy szabadsdgtoku xz eloszldsu, azaz

% 2
Zmg 2 2 /2
p{ X < X } = F J e d.U. :
0
Ebben az esetben a xz eloszlds Zp kvantilisével a

i)
PO{’Y]O(JL)<7} =P



egyenlet x megolddsa x = zi- oOsszefiiggésben van.
P

A N — o0 esetben igaz a normilis eloszldssal valo kozelités:

{’)x<’)\x} ')\<’)\+z\f_} 1 ( -u/z
VZTL’ )

A kis és nagy A értékekre (0,01, 0.05 ill. 500, 1000, 10000) a szdmitdsokat a kozeliti képletek és
hatdreloszldsok alkalmazhatésdginak vizsgdlatdra végeztiik el. Ennek eredményét egy késibbi cikkben
kozoljik.

A tdblazat segitségével A-ra konnyen megszerkeszthetjik a konfidencia intervallumokat. Az (5) 6sz-

szefiiggés alapjan ugyanis a (12) egyenlet megolddsa ekvivalens az
A A
P(A>2x) = P{A>z} = F(z,0)=p

egyenlet megoldasdval. Ismerjik tehdt a A becslés eloszldsinak Z5( A) kvantiliseit. A tdbldzat alap-
jin a z,(\) fiiggvény A -ban monotonnak tekinthets. Ezek utin A -ra p megbizhatésigu felsd

(als6) konfidenciahatdrt a kovetkezd eljardssal nyerhetiink: az

A

F(?x,?x):p ' (0<p<1)

egyenlet ')\P(’}\) megolddsa (A ban) mely a 2 (7\) inverz fliggvénye, adja az also konfidencia ha-
tirt 1-p megbizhatosdggal. A A ('>\) konhdencna hatdr meghatdrozdsdhoz tehdt a 7\ ZP(M egyen-
letet kell megoldani a mellékelt tablazat inverz interpoldcidjdval.

~
Szerkesztéssel: megrajzolva a z () figgvényta A= zP(’A) osszefiiggésnek eleget tevé A érték adja

P

a konfidencia hatart.



A

valdszin(iségi vdltozd kvantiliseinek tdbldzata

A
A tdbldzatban a P%{ 7 4 } = p Osszefiiggést kielégitS z és - zdrjelben —az X = _z; értékek adottak.

A < 0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(637000)  (6370) (1020) (255.0) (63.60) (0.369) (0.260) (0.199) (0.151) (0.092)
0.01 10.60 4.232 2.274 1.170 0.4734
(1060) 423.2) (227.4) (117.0) (47.34)
0.05 11.195 6.330 4.0065 25130 1.3375
(263.9) (126.6) (80.13) (50.26) (26.75)
0.1 14.38 7.344 4.879 3.268 1.908
(143.8) (73.44) (48.79) (32.68) (19.08)
0.2 15.664 8.468 5.902 4.154 2.624
(78.32) (42.34) (29.51) (20.77) (13.12)
0.3 16.488 9.207 6.561 4.746 3.120
(54.96) (30.69) (21.87) (15.82) (10.40)
0.4 17.080 9.756 6.080 5.208 3.517
(42.70) (24.39) (17.70) (13.02) (8.793)
0.5 17.670 10.230 7.515 5.605 3.8610 0.2085 0.1510
(35.34) (20.46) (15.03) (11.21) (7.722) (0.417) (0.302)
0.6 18.108 10.638 7.896 §:9532 4.1676
(30.18) (17.73) (13.16) (9.922) (6.946)
0.7 18.522 11.011 8.239 6.2713 44471
(26.46) (15.73) (11.77) (8.959) (6.353)
0.8 18.896 11.360 8.560 6.5648 4.7103
(23.62) (14.20) (10.70) (8.206) (5.887)




0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
A
0.9 19.260 11.682 8.8587 6.8409 4.9446
(21.40) (12.98) (9.843) (7.601) (5.494)
1 19.60 11.98 9.140 7.103 5.188 0.445 0.332 0.269 0.205 0.130
(19.60) (11.98) (9.140) (7.103) (5.188) (0.445) (0.332) (0.269) (0.205) (0.130)
15 21.060 13.3080 10.3845 8.2590 6.2325 0.7005 0.5325 0.4275 0.3360 0.2145
(14.04) (8.872) (6.923) (5.506) (4.155) (0.467) (0.355) (0.285) (0.224) (0.143)
2 22.32 14.462 11.426 9.272 7.156 0.972 0.750 0.606 0.480 0.310
(11.16) (7.231) (5.713) (4.636) (3.578) (0.486) (0.375) (0.303) (0.240) (0.155)
2.5 23.4750 15.515 12.4575 10.2050 8.0100 1.2575 0.9850 0.8000 0.6500 0.4125
(9.390) (6.206) (4.983) (4.082) (3.204) (0.503) (0.394) (0.320) (0.256) (0.165)
3 24.342 16.506 13.389 11.082 8.811 1:557 1.233 1.111 0.807 0.525
(8.114) (5.502) (4.463) (3.694) (2.937) (0.519) 0.411) (0.337) (0.269) (0.175)
335 25.5850 17.4440 14.2800 11.9105 9.5970 1.8655 1.4910 1.2355 0.9975 0.6405
(7.310) (4.984) (4.080) (3.403) (2.742) (0.533) (0.426) (0.353) (0.285) (0.183)
4 26.576 18.352 15.136 12.732 10.352 2.180 1.760 1.468 1.192 0.776
(6.644) (4.588) (3.784) (3.183) (2.588) (0.545) (0.440) (0.367) (0.298) (0.194)
4.5 27.5355 19.2285 15.9705 13.5225 11.0835 2.5020 2.0430 1.7100 1.3905 0.9135
(6.119) (4.273) (3.549) (3.005) (2.463) (0.556) (0.454) (0.380) (0.309) (0.203)
S 28.470 20.090 16.795 14.395 12.755 2.835 2.325 1.965 1.615 1.070
(5.694) (4.018) (3.359) (2.879) (2.351) (0.567) (0.465) (0.393) (0.323) (0.214)
5.5 29.3865 20.9275 17.5835 15.0535 12.5125 3.1680 2.6235 2.4640 1.8315 1.2265
(5.343) (3.805) (3.197) (2.737) (2.275) (0.576) (0.477) (0.448) (0.333) (0.223)
6 30.318 21.750 18.366 15.792 13.282 3.510 2.922 2.490 2.061 1.392
(5.053) (3.625) (3.061) (2.632) (2.212) (0.585) (0.487) (0.415) (0.347) (0.232)
6.5 31.1610 22.5615 19.1295 16.5295 13.8905 3.8545 3.2305 2.7690 2.3140 1.5730
(4.794) (3.471) (2.943) (2.543) (2.137) (0.593) (0.497) (0.426) (0.356) (0.242)



" 0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
7 32.025 23.359 19.894 17.248 14.574 4.207 3.542 3.052 2.555 1.764
(4.575) (3.337 (2.842) (2.464) (2.082) (0.601) (0.506) (0.436) (0.365) (0.252)
7.5 32.8882 24.1500 20.6475 17.9550 15.2475 4.5600 3.8550 3.3375 2.8200 1.957S
(4.385) (3.220) (2.753) (2.394) (2.033) (0.608) (0.514) (0.445) (0.376) (0.261)
8 33.728 24.920 21.384 18.672 15.912 4.920 4.176 3.632 3.088 2.168
(4.216) (3.115) (2.673) (2.334) (1.989) (0.615) (0.522) (0.454) (0.386) (0.271)
8.5 34.5610 25.6870 22.1170 19.3715 16.5750 5.2700 4.5050 3.9270 3.3490 2.3630
(4.066) (3.022) (2.602) (2.279) (2.950) (0.620) (0.530) (0.462) (0.394) (0.278)
9 35.388 26.451 22.689 20.070 17.226 5.643 4.842 4.230 3.618 2:592
(3.932) (2.939) (2.521) (2.230) (1.914) (0.627) (0.538) (0.470) (0.402) (0.288)
9.5 36.1855 27.1700 23.5790 20.7480 17.8790 6.0135 5.1870 4.5315 3.8950 2.812
(3.809) (2.860) (2.482) (2.184) (1.882) (0.633) (0.546) (6.477) (0.410) (0.296)
10 37.04 27.55 24.28 21.47 18.53 6.38 5.50 4.84 4.20 3.04
(3.704) (2.755) (2.428) (2.147) (1.853) (0.638) (0.550) (0.484) (0.420) (0.304)
20 52.200 42.040 37.800 34.4360 30.8960 14.1780 12.7140 11.580 10.380 8.320
(2.610) (2.102) (1.890) (1.7218) (1.5448) (0.7089) (0.6357) (0.579) (0.519) (0.416)
30 66.270 55.230 50.520 46.7370 42.7080 22.4310 20.4960 18.960 17.340 14.400
(2.209) (1.841) (1.684) (1.5579) (1.4236) (0.7477) (0.6832) (0.632) (0.578) (0.480)
40 79.800 67.920 62.800 58.6800 54.2320 30.9400 28.5920 26.720 24.680 21.000
(1.995) (1.698) (1.570) (1.4670) (1.3558) (0.7735) (0.7148) (0.668) 0.617) (0.525)
50 92.900 80.3200 74.8400 70.3950 65.5800 39.6150 36.9000 34.7100 32.350 27.950
(1.858) (1.6064) (1.4968) (1.4079) (1.3116) (0.7923) (0.7380) (0.6942) (0.647) (0.559)
60 105.780 92.520 86.6820 81.9540 76.7940 52.0140 45.3660 42.8880 40.200 30.300
(1.763) (1.542) (1.4447) (1.3659) (1.2799) (0.8669) (0.7561) (0.7148) (0.670) (0.585)
70 118.370 104.510 98.3770 93.3800 87.9130 57.3020 53.9560 51.2120 48.2300 42.490
(1.691) (1.493) (1.4054) (1.3340) (1.2559) (0.8186) (0.7708) (0.7316) (0.689) (0.607)



N 0.001 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.99 0.999
80 130.800 116.40 109.960 104.7120  98.9600 66.2722 62.6240 59.6320 56.400 50.080
(1.635) (1.455) (1.3745) (1.3089) (1.2370) (0.8284) (0.7828) (0.7454) (0.0705) (0.626)
90 143.100 128.160 121.4550  115.9650  109.9350  75.2940 71.3880 68.1570 64.620 57.870
(1.590) (1.424) (1.3495) (1.2885) (1.2215) (0.8366) (0.7932) (0.7573) (0.718) .643)
100 155.32 139.79 132.86 127.15 120.86 84.37 80.21 76.8 73.0 65.7
(1.5332) (1.3979) (1.3286) (1.2715) (1.2086) (0.8437) (0.8021) (0.768) (0.730) (0.657)
500 609.000 580.000 567.0500  555.800 543.15 462.05 451.4500  442.600 432.600 412.00
(1.218) (1.160) (1.1341) (1.1116) (1.0863) (0.9241) (0.9029) (0.8852) (0.8652) (0.824)
1000 1149 1110.6 1092.6 1077.3 1060.00 945.3 929.9 917.00 902.3 ~ 872.00
(1.149) (1.1106) (1.0926) (1.0773) (1.0600) (0.9453) (0.9299) (0.9170) (0.9023) (0.872)
10000 10447 10336 10282.1 10236.3 10183.9 9821.4 9771.1 9727.6 9677.5 9574
(1.0447) (1.03360)  (1.02821) (1.02363) (1.01839) (0.98214) (0.97711) (0.97276) (0.96775) (0.9574)
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Summary

Confidence limits for the damping parameter of a stationary Gaussian Markovian process.

The one dimensional stationary Gaussian Markovian process §(t) (ME(t) = O) is given by the
covariance function M ¥ (t+s5)%(s) = c2e M where 220 = SE‘ and o‘E‘" are given. The
probability distribution of maximum likelihood estimator of the unknown parameter A is given by
the help of the characteristic function of sufficient statistics. The table gives results of numerical
integration on computer at the levels p = 0.001, 0.01, 0.025, 0.05, 0.01, 0.9, 0.95, 0.975, 0.99,

0.999 (0 < A< 10000).

Pe 3wwMe

Qoaegn'reg;bﬂble 'pa”HuOpl ANd TnapameTpa 'aa'ryxamm' CTAlUuOHAPHOI'O
rayccoBCKOro mnponecca

PaccmaTpuBaeTCsl CTalHOHAPHbIH IrayccoBCKAW MApKOBCKHH Mpouecc ‘§(t)

c Mat. oxunasmemM ME(t) = 0 W yaxumi xopapuamuu ME(t+s)¥(s) =
= o*ze"““ . roe 2762 = 6’? W Gy HIBECTHEL C nomousio

Xapak TepHC THYECKOH GYHKUHH AOCTATOYHbLIX CTATHCTHK BbIYHCJ/IeHA (YHKIHA
pacnpeneieHds OLeHKH Haubonbuiero npapno6onobHs HeH3BECTHOrO mapa -
MeTpa A. B Ta6nuue MOXHO HAWTH p KBAHTHJIH pacnpejelieHH#d, BbIYHC-
NeHHble MeTONOM YHCIEHHOrO MHTerpHpoBanua Ha I.B.M. ¥Ypan-2, npH
p = 0.001, 0.01, 0.025, 0.05, 0.1, 0.9, 0.95, 0.975, 0.99, 0.999 (0<A<10000).
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