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A homogén Gauss-Markov folyamatokról

Krámli András

Ebben a dolgozatban bebizonyítjuk a következő tételt:

TÉTEL:

Az 1 valószínűséggel folytonos Gauss-Markov folyamatok osztályában a d ^ ( t )  =  — A'ÇCDd.t -  

-M ett +- B d w ( t )  ( w( t )  a standard Wiener-folyamat) sztochasztikus differenciálegyenletnek ele- 
gettevő folyamat átmenetvalószinűsege az egyedüli, amely homogén is.

Annak ellenére, hogy a bizonyítás egyszerű számításokon alapszik, az ismertebb irodalomban ez a tény 
nincs megemlítve.

A probléma Ju. A. Rozanov egy kérdésével kapcsolatban merült fel.
BIZONYÍTÁS:

Ismeretes, hogy a Gauss-Markov folyamat átmenetvalószinűseg sűrűségfüggvénye a következő alakú:

Itt feltesszük, hogy t ï S - ,  m(S> és 6 "(s)- a várhatóérték és szórás - az időnek tetszőleges folytonos

p ( y , t |  Jt,s) = 1

függvényei, a ç ( s , t )  korrelációs együttható pedig ç ( s , t )  — e  

csökkenő függvény ).

F(s> -  F 4 t) alakú ( F ( t )  netn-

Minthogy p (y  , t  I X ,s  ) úgy tekinthető, mint egy M , | ( t , s ) x  + M s) = ç  x + m i t )  -,s) = o ~ 1̂ - X + mit) - ъ ets)

'  6 4 s )  5
valószínűségi változó sűrűségfüggvénye, a homogenitás szükséges és elégséges feltétele, hogy M  ̂Ct,sT,

M^CtjS)  és 2 Z .(t,S ) függvények csak ( t - s ) - t ó i  függjenek.

6 4 s )

Vegyük sorra a fenti függvényeket:

M . ( t - s )  =  e F( s ) -  Ft t )  e - ( t )  e  F í t ) c r ( t )

A fenti függvényegyenletnek, a folytonos függvények körében csak az e  = C e

alakú függvény tesz eleget ( A és C konstansok). Tehát M^Ct^s) = , Az így ny<

korlátozó feltételt figyelembevéve fejezzük ki 2 1 ( t - S )  -t:

-  A ( t - s ) . Az így nyert



- 1 6  -

. Ct- s ) = er (t )  -  e
- 2 A U - S )  2

G" ( S )  .

A jobboldalt átalakítva:

, . - 2 A t ,  1 , л . \  2At 2,  . 2As N2 _ ( t - s )  = e (er ( t )  e  -  o' ( s )  e  ;

Jelöljük cr2 c t )  e2At -t q ( t ) - v e l .

X ( t )Megmutatjuk, hogy a Lim
T 4 0  V

~ CV)

határérték létezik, tehát Ç Ct )  differenciálható, és

Q’(t)  = e 2At ( Lim
6 x \ Q  T

-). Kiválasztható olyan nullához tartó n } sorozat, hogy

Xcrn)
В és a határérték véges. (Az ellenkező eset ellentmondáshoz vezetne.) Ha v n elég

kicsi az e - 2At függvény folytonosságából következik

Z_Ctn) =, e  2At [ q c s + t ) - q c s ) ]  é í i 4 ) Z e
- 2 A ( s ^ t " )N

^  k = 0

T  (ÏÜ .)

Hasonlóképpen nyerjük a

2 1 ( х " )  > ( l

egyenlőtlenséget. А X  ( t )  függvény folytonossága miatt elég kis ő  -ra fennáll a következő egyenlőt
lenség:

( á - e . )  -И ( г )  ^  < C'f + e )  ^ ( r )
( t )

(ha X < ő  ).

Minthogy £• tetszőleges volt és 

Egyszerű számolás igazolja, hogy

: c r n )
B,

Ct) в  .

qct )
u 2 Atb e  +■ c ha A Ф 0

B t  4- c ha A = 0
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(ahol b = — — ) és 
2 A

H ( t - s )  =
b - be 

ß ( t - s )

_2A ( t - S)

Hasonló meggondolások érvényesek M ^ ( t ,  s ) függvényre is:

-ACt-s)

MjCt- s )  =
m - me

M ( t - s )

ha А +  0

ha А =  0

A fentieket összefoglalva megállapíthatjuk, hogy az A > 0 , A = 0 illetve A<£ 0 esetnek a stacioná

rius-, Wiener- illetve az exploziós-folyamat felel meg; sőt az itt szereplő A , В és M paraméterek 

egybeesnek az eredeti s/tohasztikus differenciálegyenlet paramétereivel.
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J.L. Doob, Stochastic Processes (J. Wiley, 1953).

S u m m a r y

On homogeneous Gauss-Markov processes.

In this note it is proved that among the continuous Gaussian Markovian processes only the transition 

density of the solutions of the stochastic differential equation d ^ ( t)  = -A (j(t)d t-f-M dt + d W i t )  

is the homogeneous one. ( W i t )  is the standard Wiener-process.)

Р е з ю м е

Об однородны х г а у с с о в о -м а р к о в с к и х  п р о ц ессах

В н асто ящ ей  з а м е т к е  д о к а з ы в а е т с я , что кр о м е переходной  плотности  опи

сы ваю щ ей  реш ен ие с т о х а с т и ч е с к о г о  диф ф еренциального уравн ен и я d ^ ( t )  =

— _ A'ÇCt)d t +■ Mdt+dW(t) н е т  однородной переходной п ло тн о сти , принадлеж ащ ей к 

г а у с с о в с к о м у  м а р к о в ск о м у  п р о ц ессу  траектори и  к о то р о го  н епреры вны  с 

в ер о ятн о ст ью  l . / V K t ) -  стан д ар тн ы й  винеровский  п р о ц е с с ./
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