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A homogén Gauss-Markov folyamatokrél

Krdamli Andrds

Ebben a dolgozatban bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

TETEL:

Az 1 valésziniséggel folytonos Gauss-Markov folyamatok osztilyaban a d¥(t) = — A¥(t)dt -
-Mdt +Bdw(t) (w(t) astandard Wiener-folyamat) sztochasztikus differencidlegyenletnek ele-

gettevé folyamat dtmenetval6sziniscge az egyediili, amely homogén is.

Annak ellenére, hogy a bizonyitis egyszerl szimitdsokon alapszik, az ismertebb irodalomban ez a tény

nincs megemlitve.

A probléma Ju. A. Rozanov egy kérdésével kapcsolatban meriilt fel.

BIZONYITAS:
Ismeretes, hogy a Gauss-Markov folyamat dtmenetvaldsziniiség siiriiségfiiggvénye a kovetkezd alaki:
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Itt feltessziik, hogy t=5; m(s) és & (S)- a virhatdérték és szords - az idonek tetszéleges folytonos
fuggvényei, a @(s,t) korrelcis egyitthaté pedig ©(s,t) = eF = F® Jaki ( F(t) nem-

csokkeno flggvény).

ot

Minthogy p(y.t|x,s) gy tekinthets, mint egy M (t,s)x + My(t,s) = ¢ Sie; Lt mit) -
-m(s) %% virhatoéetéki és V> (t,s) = \/(1— 92) 62(t)  szordsi normilis eloszldsii

valésziniiségi viltozé siirliségfiggvénye, a homogenitds sziikkséges és elégséges feltétele, hogy M1(t,s),
Mz(t ,S) és Z(t, s) fiiggvények csak (t-s) -tol fiiggjenek.

Vegyiik sorra a fenti fiiggvényeket:
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A fenti figgvényegyenletnek, a folytonos fiiggvények korében csak az e F(t)c“(t) = Ce_At
alaku fiiggvény tesz eleget (A és C konstansok). Tehit M1(t,s) = g~ DE=E igy nyert
korlatozé feltételt figyelembevéve fejezzik ki > _(t-s) -t:
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A jobboldalt 4talakitva:
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Megmutatjuk, hogy a lim

hatdrérték létezik, tehdt C:,I (t) differencidlhatd, és
(0]

C%’(t) = eZAt (Lim ;_E_)_) Kivdlaszthat6 olyan nulldhoz tarté {'tn} sorozat, hogy

%0 T
Z (’l‘;n) : n
S e —> B és a hatdrérték véges. (Az ellenkezd eset ellentmonddshoz vezetne.) Ha ©' elég

kicsi az e~ ZAt fiiggvény folytonossigdbdl kovetkezik
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egyenlStlenséget. A > () fiiggvény folytonossdga miatt elég kis & -ra fenndll a kovetkezs egyenl5t-
lenség:
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Minthogy £ tetszGleges volt és —Z—é—g——) — B, ;(—t)— — B.
T
Egyszeri szdmolds igazolja, hogy

be* o m K20

G(t) =

Bt + e ha A =0
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Hasonlé meggondoldsok érvényesek M, (t,s) fiiggvényre is:

S ACE =
m-me s sl ha A+0

M
My(t-s) = (e~}
M(t—S) ha A =0

A fentieket Osszefoglalva megillapithatjuk, hogy az A>0 , A=0 illetve A< O esetnek a staciona-
rius-, Wiener- illetve az explozios-folyamat felel meg; st az itt szereplé A , B és M paraméterek
egybeesnek az eredeti s/tohasztikus differencidlegyenlet paramétereivel.

Irodalom

J.L. Doob, Stochastic Processes (J. Wiley, 1953).

Summary

On homogeneous Gauss-Markov processes.

In this note it is proved that among the continuous Gaussian Markovian processes only the transition
density of the solutions of the stochastic differential equation d§(t) =-A¥(t)dt+Mdt+dW (t)

is the homogeneous one. ( W(t) is the standard Wiener-process.)

Pea3awwMe

(0]+ OAHOPOAHBIX rayCcCoBO-MAapKOBCKHX Ipomeccax

B macTosmel 3ameTKe [O0Ka3biBAaeTCs, 4YTO KpOMEe IepexONHOH# MNJOTHOCTH OIH—
chiBapINell pelleHHe CTOXaCTHYECKOro audpepennuanbHoro ypapHenus di(t) =
= ~A¥(1)dt + Mdt+dW(t) ueT onHoponHo#k nepexonHol NAOTHOCTH, NpHHaANexawed K
rayCcoBCKOMY MAPKOBCKOMY MNpOLECCY TPaeKTOPHH KOTOpPOro HEMNpephIBHbI C

peposiTHocThio 1./ W(t) - crannapTabi# BuHepoBCKH# mponecc./
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