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A Lamm-féle parcidlis differencidlegyenlet megolddsa

Szepesviri Istvdn

Koncentracié vizsgilatndl 1ép fel a kovetkezé un. Lamm-féle differencidlegyenlet:
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hatdrfeltételek mellett. A képletekben C (r,t) akoncentriciofiiggvény, r a forgdsi centrumtél mért

tivolsig, t az id6, D = Dy (1+kc) ill. S = _1_§E°—— a diffuzios ill. a szedimentdcios egyiitthato,
+KqC

mindketté fiigghet a koncentrdciotél. C, a kezdeti koncentracio, D0 a diffuziés, S o aszedimen-

ticis egyutthat6, w a szogsebesség, k,k,,r, és r, Kkonstansok.

Vezessiik be a kovetkez6 dimenzi6 nélkiili paramétereket:

o] =gy Pedufil: B =800,
r‘1 CO
2Dg
£E = —08 — kC =§; kiCs= X
Somzr.,z ' = Lk

A Lamm-egyenlet ezekkel a jelolésekkel :

o0@ 3 20 @
2T ='8X {X[E(’“ﬁ@) =T 1+o(@]}
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kezdeti feltétel:



(x,0) = 4 (1<x<(f2y)

hatdrfeltételek:

2) & (1+p8) 22 =.. 2 Cats 2s0)
1+x®
20 ®@ ra 2
1 = sy
3) £(1+RO) o P e ("1) £50)

©@(x,T) valamely " hatiri G tartomanyon van értelmezve, ahol 1+ x ® +0. Feltessziik, hogy
(1)-nek (adott o, B, € esetén) létezik egyetlen — a kémiai jelenségnek megfelelé — legaldbb a negye-
dik rendig folytonos parcidlis derivdltakkal rendelkez6 megolddsa. A fenti egyenlet csak kozelitdleg

oldhaté meg: esetiinkben célszerii volt a véges differencidk modszerének alkalmazaisa.

A szamitdshoz tekintsiik az alabbi két — koordindta tengelyekkel parhuzamos — egyenessereget:
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Ezen egyenesek metszéspontjait ricspontoknak nevezziik. Két racspont szomszédos, ha tdvolsiguk ¥
illetve T irdanyban h illetve { . Csak azokat a racspontokat tekintjiik, amelyek hozzdtartoznak a
G+ halmazhoz, és a keresett @ (x,T) fiiggvénynek ezekben a ricspontokban adjuk meg értékeit.
A rdcspontok koziil azokat, amelyeknek mind a négy szomszédos racspontja benne fekszik ebben a
halmazban, bels6 racspontnak nevezziik. A belsé racspontok halmaza a halétartomdny, és G*-gal je-
loljiikk. Azokat a rdcspontokat, amelyeknek legaldbb egy szomszédos racspontja nem tartozik a G
halmazahoz. hatdrricspontoknak nevezziik, és [ *-gal jelljiik. Minden ( %o+ th, T+ J'?, )
rdcspontban a differencidlhdnyadost differenciahdnyadossal kozelitjiik. A belsé pontokban a kovet-
kezGképp:

(2@_) i @.;+1,j—®a-1,j 5 (_2;5(2_) - @L,jﬁ—@é,j
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3%0 ) " ®41,j720,j*9;1,j
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A hatdrpontokban pedig igy:

®L+1|j _®L,J'

(% “J h

(9@) -~ vy Jt L) (L=O vagy n)’

ot /i 3

(L=0 vagy n-1)

Ezekkel a helyettesitésekkel (a differencidldsok elvégzése utdn) a kovetkezéképp alakul az (1) egyenlet:

®L+1 =20, . +O® ,
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A peremfeltételek igy valtoznak:
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Ismerve a @;"j () rogzitett, | = 0,1, ..., n) értékeket (tehdt esetiinkben kiindulvaa ®(ih,0) =1
értékekbdl) az (1*) egyenlet segitségével meghatdrozhatok a Qi'j“ CU=1,2 50 0=t ) értékek; a
(2%) és(3*) egyenletbdl pedig a ®0.j+1 és ®n,j+1 értékek. Ha B+ 0, ot # 0; akkora (2%)és
(3%) egyenlet harmadfoku, amely példdul Newton médszerrel megoldhatd.

A kémiai kisérleteknek megfelelsen ndlunk a G+ " halmaz téglalap (1< x<{,4; 0<v<L).
Kiilonosen fontos a kiilonboz6 €,c¢, B értékekre szamolt @ (x,t) fiiggvény viselkedése az & = 1
hatarvonal kozelében, ezért a lépéskoz az 1< x < 1,05 intervallumban h1= 0,005, €1= .1{ h12;
az 1,05¢x € 1,4 szakaszon h2= 0,025, ¢,=10,02- hg = £1 i

A szamitdsokhoz az MTA Szdmitdstechnikai Kozpontjdban készilt program EFT autékédban, amely
az URAL-2 szdmologépen futott le.
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A tovdbbiakban az alkalmazott numerikus eljdrds hibdjanak becslését adjuk meg. A véges differencidk
maodszere esetén a differencidlegyenletet differenciaegyenlettel kozelitettiikk. Attol fiiggen, hogy mi-

lyen kiilonbségi formuldkat haszndlunk killonboz6 pontossagu kozelitéseket kapunk.

Keressiik az

(4) Lu = ¢

differencidlegyenlet G tartomdnybeli megolddsit a kovetkezd peremfeltételekkel:

(5) Liw =, (b= 1 20msm )

ahol £ a G-n. kPL. a [". hatdron adott fiiggvény, L és 3"{ differencidloperdtorok. Az L ope-
ritort a G* halétartomdnyon értelmezett w, fuggvenyekre hato R, differenciaoperdtorral helyette-
sitjuk:

(6) Rpup = fhn,

ahol R, valamely G; c G* halmazon van értelmezve. f}, a GS -on van adva, és Gg pontja-

iban megegyezik f -el. A megfelelG kilonbségi hatarfeltételek:
(7) th(LLh):kPLh (L:‘,Z,,m))

ahol r:p a r'(;* -on adott W fiiggvényekre hat. és valamely PLB C l_'L* halmazon van értel-
mezve, a fuggvények pedig a @9, fuggvényeknek valamilyen modon megfeleltetett r‘i*o -on
értelmezett fiiggvények. A megfeleltetés maodja attol fiigg, hogyan vittik dt a hatdrfeltételeket [7; -rél

L
2 s
L

Legyen W és F a2 G-n, &

L
tily, hogy u e U esetén értelmezve legyen L (w) és Lt(u), ekkor L(uw)eF és ea(“)edh' y

({=1,2,...,m) pediga ", -n értelmezett olyan figgvényosz-
Feltessziik, hogy minden egyes fliggvényosztdlyban létezik a szokdsos tulajdonsigokkal rendelkezé norma.

Jeloljik ezeket igy: ffw u> (l f I Eo i &.PL- ”4)" . Legyen a G"-on adott Ly, figgvényekre
értelmezve az || Up I Wys @ G;~on adott § fiiggvényekre az IHEn Fl,» €2 FLB -on adott
LPLh fiiggvényekre a || U “‘bih norma. A G -n értelmezett ue U, feF figgvények G™-on
is értelmezve vannak, igy értelmesek az || w || by Il : ﬂ F normdk, az R alkalmazhat6 az u
elemeire stb. Feltessziik, hogy az | || wy, [ By 9 I H(b“‘ normdk olyanok, hogy bar-

mely uel, feF és P € 47‘-‘ esetén léteznek az alabbi hatdratmenetek: [l w || Ly ~* lwlly ;

esetén. Ebben az esetben azt mondjuk. hogy a megfelelé normdk Osszeegyeztethetdk.
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Azt mondjuk, hogy a (6) kiilonbségi egyenlet a (7) hatdrfeltételekkel approximailja a (4) differencidl-
egyenletet az (5) peremfeltételekkel az (L fiiggvényosztilyon, ha barmely we Ul figgvényre h — 0

esetén |l Lu - Ryullg — 0

“HL(M]L.Vri»h(u)ncbi)h_’o (i=1,2,..,m),

ahol [ 4 L(u)]i h -val jeloljiik azt az operdtort, amelyet akkor kapunk, ha a hatdrfeltételeket

[, -6l [": -ra atvisszik.

Tovabba: a kiilonbségi approximdcié rendje Kk , ha barmely w e U fiiggvényre,és O < h< h -

esetén teljesiil

I Lu-Rpullg, < hm

Il
P

(3]

k .
I L, - r‘i,h(u.)“(b;’,h < h*M. (i

G )
ahol M és M. nem figg h -tol.

Haszndljuk a kovetkez6 egyenldségeket:

BCe;+h, v ) - OCx;-h,Ty) 2
L - L =®:¢("'Lvtk)+—%“ u';3(51,1:k),

ahol (L;-h<y<x;+h),

@(Lh+h,tk)—2@(x;!:,tk)+@(.x;\'l-»h,tk) hz W
TR A
12 X

@(.X.L-#h,'tk)— ®(X'L»'tk)
h

1 |
= @L(&L,’Ck) + %@;2(93,1:‘()

(v, «yg<x;+h),
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@(.L'L,’Uk)—- ®(*L“h»'tk)
h

| n
= @x(x.i,'tk)—'—';— @xz(g,*,'tk)

(xi—h< Yp< X;)

@(Xc,’bki-e/)-— B iTR)
/

= @;(x,c,'ckwf%@:;z(xhzﬂ

(v, €2, +4)

amelyeket konnyen megkaphatunk. ha a bal oldalakat Taylor sorba fejtjiik. Ezeket haszndlva az (1%*),
(2%) és (3%) egyenlet esetében (a tovibbiakban csak a B =0 esetre szimolunk, de ugyanigy kapndnk
hasonl6 becsléseket B # 0 -ra):

2 2
i-(*D(JL‘-',11)+1»:,x-L °
2%t Ix?

RHGCk=-_89_t@(xi’Tk)‘e @(.X.'-.,T:k)iv

X 2
OCx,,t,)+
(4+o(@(k)2) Ix e
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xH

By, 85 (e <

6 axB 1+o(@‘-'k .

£

2
ahol & = -i— 3 MZ = max 9—@- (6 a G lezdrtja)
h? c 9 x?
3 i
M, = max A, : M, = max i-(z— . a = max [ x|
3 As ) 4 bt ) —
G o x3 G o x4 G
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b = max | € - <
G A+ x®)
2 @ -
CH TN R TR M Y S MR
I x 2 a‘xz "4-0(@\"‘
Fih =.[££®]L,kt d1,
P (=
ot |d,l €hEm,.
Igy, mivel esetiinkben || “th mGo.*leh@l, Il "(b _maxlr h@| ezért a koze-

lités rendje a G* tartomanyban mésodrend, a hatdron pedig elsorendu.

Az el6bbiek alapjan a megoldds hibdjat is becsiilni tudjuk. Legyen ugyanis ® a pontos, @, a kozeli-
té megoldis: @, = @+ € . £ kozelithets igy: € ~k(x,t) h" . ahol n az approximicio

rendje, k(x,t) nem figg h -tol. és feltessziik, hogy k (x,t) legalibb mdsodrendben differencidl-
haté. Ekkor, mivel R, @) = LO® =

ILe-Rr@lg = IIRy@,-RLO N =1 PR(®)lg, "€ Mh? ol M

konstans, és

By 5 g=lly By g e Bler 8 kg s
5 1, , o
By - b gy L M T,
? h?
kt.+1j ki -1,] Kit, J"kiJ.j i
+ - . 2+
Bh =h [1+(®; +k;  h")]
2. & n
B (14-0(@ )+o( ki,jh ®L+11j—®i-1,j

[[14'0((@ L'J hn)](1+o<®h))-]2 Zh
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h
1+°‘(®C.j+ki,jh ) (4+o(®£‘j)[1+o((@clj+kc,jhn)]

Ha h (é £)— 0, akkor Py (@) — K , ahol K Kkonstans, vagyis || P,,(®) Il , korldtos.
Ezért, minthogy |h| < 41 ,csakis n = 2 lehet. Igy teh4t a hiba rendjére a G*-on: n 2.2
Ugyanilyen médon:

1(£:81; - i I|¢£ i e w@n-rew@ly. = IPL@ g, < hMy

és kapjuk, hogy n=2 1 a *.on.

A tovébbiakban a Runge-elvet alkalmazzuk. Legyen @, (x,v) illetve ®2h( x,t) h illetve
2 h 1épéskozzel kapott kozelité megoldds. Ekkor,ha ® (x,T) a pontos megoldds, akkor

@, (x,T) = O, t)+ep(x,T), Oy (x,T) = O(x,T)+8&,,(%,T)
vagy ©p-©zp, = Ep-Egy, -
Mivel £, (x,T) = k(x,t)h", azént &, ~ k(x,r)2"h"~ 2" (x,).

Igy @h—@)th[Zn—‘l)e'h(L,‘c), ahonnan

@) - O2n

8h(x'l't) = =
2°-1

Feladatunkban a legnagyobb hiba dltaliban & ~ 0,01 a G*-on, £2:0,03 a I"*-on.

Irodalom

Bepeaun-Xunxos: Meronn esiuncnenunft II.



06

Summary

Solution of Lamm’s partial differential equation.

The paper deals with the solution of the Lamm-type nonlinear parabolic differential equation by

the method of the finite differences. The error of this approximative method is also estimated.

Pea3awwMme

Pewenue YPaBHEeHHA JlamMmma B yacTHbLIX IPpOU3BOAHBIX

CraTbq 3aHEMaeTCd pelleHHeM HelnuHelHoro napabonuyeckoro auddepeHIu—
anbHOro ypapHeHus tuna Jlamm MetoaoMm certok, PaccmartpuBaerca onenka

OOrpellHOCTHE 3TOIr'o npu6mm(euuor'o MeTona.
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