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Szalagmitrixu linedris egyenletrendszerek

egy megolddsi mddszere

Gergely Jozsef

A pa:cidlis differencidlegyenletek, a kozonséges differencidlegyenletek peremérték feladatainak
numerikus megolddsai gyakran vezetnek olyan linedris egyenletrendszerekre. amelyekben csak

a féegyiitthatok és az ahhoz kozeli egyiitthatok killonboznek O -tdl. Az ilyen egyenletrendsze-
rek megolddsdra a szokdsos elimindciés mddszerek alkalmazdsa nem célszerli. Legtobbszor iterd-
cios eljrdsokat alkalmaznak. Azonban az iterdcids eljardsok nem mindig, vagy csak lassan kon-

vergdlnak. Az aldbbiakban egy kevés szdmoldst igénylé véges modszert ismertetiink.

Legyen az Ax =b egyenletrendszerink A = {aLJ. } nxn -es mdtrixa nem szinguldris és

(l) Q,LJ'zo, ha J—L>l(, LL+L(+O’

ahol (< k <n adott egész szdm.

Legyenek az egyenletrendszer egyenletei e g€ i g By 578 meghatdrozand6é x vektor
komponensei X 4, X, ,..., %, -AZ X, Xy, ¥ valamilyen értékeibdl kiindulva az

€, -bdl kiszdmolhat6 Xy ez-bol Xiporees az e, -bal - W

Helyettesitsiink be az e e e egyenletekbe. Minthogy minden x

ne eGPV R g Y7 )
j = k+#1,k+2,..,n linedris kifejezése az x , Xppeen %y komponenseknek, ezért irhatd
n k
2 . 2 s = . e L = - - :
() %QLJXJ bt_%cizx8+cuk+1’ i = amkard e 620 5 8
Rogzitsik az ¢ indexet és induljunk ki az ¥ 4,%,,...,%, komponensek k+1 értékrend-

szerébol. Legyenek ezek X m=1,2,..., k+1 . A (2) helyettesitéseket

S P
elvégezve kapjuk

k
(©)) 2 ol =Ty d =thex£m+c-

(3) k+1 linedris egyenletet jelent a C;p egyitthatok meghatdrozdsira. A (3) egyenletrend-
szer egylitthatéinak mdtrixa:

X X21 .)(.l<1 i
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Viltoztassuk most ¢ értékét n-k+1 -t6l n -ig.

A (3)-bol kapott d;  helyettesitési értékeket irjuk a

p
d'n-k+1 4 dn~k+21 dn1 W
d
= n-k+1 2 n-k+2 2 n2
D —ﬁ >
L dn—k+'1 k+1 dn—k+2 o d'n k+1 J

(k+1) x k méretd mdtrixba. (3) alapjan az
XC =D
métrixegyenletbdl kapjuk a (2)-ben szereplé egyiitthatok C matrixat
-1
(4) C=X"D

Tetszoleges X 4,X,,..., x| kiindulds esetén teljesilnek az e,,€e,,...,e _, egyenle-
tek, hiszen ezek alapjan szdmoltuk kiaz X  4,%,,2,..., X, -et. Ahhoz, hogy az

€. ad i Cricinzrou €y egyenletek is teljesiiljenek, kell hogy (2) alapjan

k

®) 2 Cigtp+Cip,q=0
R=1

legyen (=n-k+1, n-k+2, ..., n.

Az (5) egyenletrendszerb6l az Ax = b egyenletrendszer megolddsinak elsé k komponen-

sét kapjuk, majd az e, e g8, egyenletekbdl rendre a teljes megolddsvektort.

-k

Az X madtrixot onkényesen vdlaszthatjuk ugy, hogy ne legyen szinguldris. Adott k esetén
X -szel egyiitt X~ is fix matrix és ezeket, mint konstans matrixokat kezelhetjiik. (Lehet-

nek célszeriien vilasztott egyszeri matrixok)

A modszer id és hely-sziikséglete.
A modszert akkor célszerl hasznalni, ha az (1) feltételek helyett az

(6) @, =0, Pj=tl ke @ jens0

feltételek teljesiilnek. Ebben az esetben A gynevezett szalagmdtrix. Vizsgdljuk a szdmolds-
hos sziikséges szorzdsok és osztdsok szdamdt. Egy x tm?*2m1 2 Xkm értékrendszerbdl ki-
d

indulva a hozzitartozé d d -, mennyiségek Kiszamoldsihoz

n-k+t m'¥n-ks2m?> 7
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n(2k+1)~ k2 szorzas illetve osztds kell. Ezeket a szdmoldsokat k + 2 -szer kell elvégez-
ni ( k + 1 -szer ahhoz, hogy a mitrixot megkapjuk és a végén egy visszahelyettesitést kell vé-
gezni). A C matrixot a (4)-b6]l k (k+1 )2 miivelettel kapjuk, majd az (5) egyenletrendszer

megolddsihoz 1 k2+ 3~ 1) sziami mivelet kell. Osszesen n (2 k%43 Sle+2) &
+%(k2+3k+2).

Hasonlitsuk Ossze az igy kapott miveleti igényt a Gauss elimindcios eljdrisbél n x n -es egyen-
letrendszerre ad6do % (n%4 3 -*) -es miiveletigénnyel. Az Osszehasonlitdst az aldbbi tdb-

ldzat mutatja:
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modszer miuvelet- | 92 |
igénye l

A tdblazatbol lathato, hogy a mdédszer haszndlata akkor célszerii, amikor n nagy ésa K

n -hez viszonyitva kicsi.

A modszer alkalmazdsihoz az egyenletrendszer madtrixdt célszeri n x ( 2k + 1) -szeres
két dimenzi6s tombben tarolni. Ezenkiviil célszerd a két dimenziés X és X~ konstans
maétrixokat eldre elhelyezni. Sziikség van még a C illetve D (k+1) x k méretli kétdimen-

zids tombokre.

Minthogy a médszer haszndlata kozben az A madtrix nem valtozik, a szdimolégép memoridjaban
csak egyszer kell a mdtrixot felépiteni, a szdmoldshoz pedig csak olvasni kell a matrix elemeit
Ezt célszerden ki lehet haszndlni abban az esetben, ha az egyenletrendszer n x (2k +1)

méretli matrixa nem fér el a szimolégép operativ memoridjaban.

Szampélda:
A médszer haszndlatdt a kovetkezd egyszerd szampélddan mutatjuk be: legyen a megoldando
egyenletrendszer

?_x1 - X, + %3 = 3,48

4X2 —)(3 -1. 96
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Az X4, = O. értékbélindulva  x,, = 0.32, Xq4=3.80,d3,=-0.56, a
X4y = 1 -bblpedig X,; =-0.18, x35, = 1.30, dz, = ~0.06 értékek adod-
nak. A (0,-0.56) és (1,-0.06) pontokon dtmend egyenesaz x = 1.12 pontban

metsziaz X tengelyt. Az egyenletrendszer megolddsa tovabbi helyettesitésekkel X,=142,

y2=~0,24)x3=1.00, (Szampéldank esetén n =3, k -1 1‘},

' 1
X-1__{—1 1}, D:{-o.se} 3.
1 0 -0.06

Summary

A solution of linear equations with band matrix.

The paper discusses a quick, direct method for solution of linear equations in which the coefficient
matrix is band matrix with property (6).
Pe3wwMe

Pemesne cucTeM /MHEMHBIX ypaBHEHHH NeHTHbIMH MaTpHIAMH

B craTbhe HamucaH CKOpbI#i NpsAMO¥ METOA A/g pellleHHd CHCTeM JIHHEeHHbIX

ypapPHeHH#, B KOTOpPbIX MaTPHUH KOIQYHUHEHTOB /€HTHble MAaTpPHObl 0O (8).
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