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Multitermindlis minimalis it feladat megolddsi

modszerei és alkalmalzdsai

Baké Andrés

Két pont kozotti legrovidebb 1t probléma szdmitistechnikailag leggyorsabb és legkonnyebben prog-
ramozhaté megolddsat Ford [4] és Dijkstra [7] adta. Tovdbbi specidlis minimaélis Ut feladat megol-
ddsa taldlhat6 az irodalomjegyzékben [10], [11], [15]. A gyakorlati szempontbdl igen fontos multiter-
mindlis minimadlis it probléma megolddsdval igen sok szerz& foglalkozott. A dolgozatban osszefoglal-
juk és szamitdstechnikai szempontbdl értékeljiikk a megolddsi modszereket. Végiil néhdny, gyakorla-

ti szempontbdl fontos problémdt sorolunk fel, amelyek a leirt médszerek valamelyikével megoldha-
tok.

1. Jelolések, definicidk

Legyen N =(x,y,..-) véges sok pontbdl 4ll6 halmaz és E az N halmaz bizonyos pontjait 6sz-
szekdtd irdnyitott élek halmaza. Jeloljiik az ¥ pontbél az y pontba vezets élt  (x.y) -nal.

Az (N, E) -t irdnyitott grafnak vagy digrafnak nevezziik. Tekintsiik az E halmazon értelme-
zett £(X,Y) =0 egészértéki figgvényt. A t(x,y) figgvényt szokds az y pont x ponttél
valo tdvolsiginak nevezni. A t(x,y) fiiggvényr6l nem tessziik fel, hogy szimmetrikus. Az

(N, E,t) -t hdlézatnak nevezziik.

A multitermindlis minimalis ut feladat: meghatdrozni az 6sszes pontpart 9sszekoté minimalis tdvol-

sdgu utakat.

Ha a grif nem volt teljes, teljessé tessziik a t fiiggvény kiterjesztésével: t (x,x)=0 és
t(x,y) =00 ,ha (x,y)e E . A fenti feladat megolddsit matrix miiveletek, specidlis matrix

szorzdsok egy sorozataként kapjuk.

2. A feladat megoldaisi algoritmusai
Az elsé ‘megolddsi algoritmust Bellman [1] és Simbell [16] adta. A médszer alapotlete di-
namikus programozasi elven nyugszik: egy ut akkor és csakis akkor minimalis, ha mindenegyes

részutja is az a megfelelé pontok kozott.

Az x pontbél az Y pontba mend legfeliebb r élbél allé minimalis tavolsigy utat r -optimé-

lisnak nevezziik. Az optimilis, a fenti definicionak megfelelsen (n -1) -optimdlis utakat n -1
lépésben kapjuk meg, ahol n az N halmaz pontjainak a szdma. A szamoldsndl kiindulunk a

t(x ,y) figgvényértékekbsl alkotott | ‘') matrixb6l. Ebbo] meghatdrozzuk az (%) =
Y ggv nxn

nxn
= ({(;J-) ) 2 -optimdlis utakat. Az L) g (2D matrixbol a 3 -optimalis utakat. A
fenti lépéseket egészen addig ismételjiik, ameddig az L("~ Y matrixot megkapjuk. Az algorit-
must a kovetkez6 métrix mivelettel adjuk meg:

(k=1)
(l) nxn = thn @ nxn
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Az |¢") mitrixot kiszdmoljuk r =2,3,...,n-1 értékre az 1 -gyel megadott matrixmiivelet-
tel. Ez a médszer mddosithaté gy, hogy az it hosszdn kivill még az utvonalat is megkapjuk.

A feladat megolddsdra Warschall [17] 1962-ben kozolte le médszerét. A médszer ALGOL program-
jat Floyd [6] irta le. Lényegében ugyanezt az eljdrdst irja le Murchland [13] és ezt hasznilja fel dol-
gozatdban Hu [8].

Warschall a2 1©) = (4}

madsutdni métrix transzformdciéval kapja.

)=(cp i+ P y) matrixbél az optimdlis ("’ mitrixot n egy-

Az L matrixot az L%=")  matrixbél hatdrozzuk meg a kovetkezoképp:

L(k) s L(k-ﬂ) ® L(k—‘l)

)

ahol a ® miivelet

( (k-1) , .
ztj { =k vagy |=k esetén

(k-1) (k-"))

) (k-1)
mwn (’( ) '&Lk + £kJ

\ i
A Bellman — Simbell médszert Narahary [14] 1961-ben majd Hu [9] 1967-ben tovdbbfejleszti. Az
altaluk leirt modszer matematikailag elegdns, konnyen programozhatd, azonban az eredeti maéd-

szerrel szemben csak az utvonal hosszit adja meg, magdt az utvonalat nem.

A dinamikus programozasi médszer egy mds irdnyd modositdsat kozli Dantzig [3] 1966-ban. Elja-
risiban a k. lépésben egy k x k méretli métrixot hatdroz meg, amely a p 4Py > Py pOD-
tokon 4tmend minimdlis hossziisagi utat adja mega p. pontbdl a pJ- (Lj=1.2,...,k )

pontba.

A k+1 -edik métrix egyiitthatéjit a k. madtrixbol a kovetkezdképp hatdrozza meg:

s 2 (k+1) (k+1) : )
a.] kiszdmolja az {L,kwl és az £k+1,i, (t=1,2,..., k) elemeket:
(k+1) i (k)
{L,k-ﬂ AR (LLJ' * {il,k+1 )

'16j£k



b./ akiszdmolt k +1 -edik sor és oszloppal transzformalja az {(k)

(L=1,2,..,k, j=1,2,... k) elemeket:

(k+1)

1 mm(t“", {

{ks1) (k+1)
et T T ke,

Mdédszerével az optimdlis ithosszakat tartalmazé madtrixot n-4 1épés utdn kapjuk meg.

3. Szdmitdstechnikai megjegyzések

A Bellmann-Simbell médszernél (n-1)%* 6sszeadast, illetve dsszehasonlitést kell végezni. Ered-
ményképp az utvonalak hosszdt kapjuk. Magdt az dtvonalat az algoritmus némi médositdsdval meg

tudjuk hatdrozni.
Az eljdrdst egy kis modositdssal gyorsithatjuk. E célbél a ® miiveletet a kovetkezéképp definidljuk

(m+n) (m) (n)
L - (Mg 18

azaz

{,’(’rrwn) _ mm (z(m) '&(kn.) )

L) J
A fenti képlet az optimalizdcids elv miatt igaz. A legcélszerlibb 2 hatvdnyai szerint haladni, azaz
gz LAY, [ (22 L("‘,‘, LS8 ... . matrixokat meghatdrozni az L¢2%) = [ (K) @ (k)
képletbél. Az optimalis utak hosszit akkor kapjuk meg, ha valamely k -ra L(Zk) _ | (k)
A modosnas utdn az osszehasonhtésok illetve Osszeaddsok szima k (n -4 )2 ahol

=i Log(n 13 )44
Ez a mddszer viszont nem moédosithaté Ggy, hogy az uvonalat is meg tudjuk hatdrozni.

L(k) L(Zk)

Elektronikus szdmoldgéppel valdé szimoldshoz tarolni kell az és madtrixokat —
azaz 2 n? taroldhelyre van sziikség. FORTRAN nyelven irt program esetén — kihasznédlva a CDC

gépen megengedett 24 bites opciét — elegendé 2 n? rovid sz6 taroléhely. Szamitdstechnikai trik-
kel ez a szdm n? -re csokkenthets. Tudniillik lehet a két matrixot ugyanazon a helyen tdrolni. Eh-

hez viszont a matrix elemei egyik lépésben sem lehetnek 999 -nél nagyobbak.

A Hu [9] algoritmushoz 2 n (n - 1) , a Dantzig médszethez n(n-1)(n-2 ) sszehasonli-

tdsa, illetve Osszeaddsra van sziikség.

A Warschall eljardsndl az 6sszeaddsok, illetve az Gsszehasonlitdsok szima n(n-1)(n-2) .Ez

tobb, mint a dinamikus programozdsi médszer szamitdsi igénye. Viszont ezzel a mddszerrel az
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Gitvonalat is konnyen meg tudjuk hatdrozni. Ekkor egy tovabbi M, , matrixra van sziikség. A métrix

: (0]
a minimalis utakndl szokdsos cimkéket tartalmazza. Kiinduliskor M 07 = (m (Cj)> = |

Ak -adik lépésben a matrix elemeit a kovetkezGképp modositjuk:

L5 Cle= & %
(D, e L (40, g)
| J J )
(k)
L) A —
: ﬁ |
Lm(ff‘” egyébként.
LK

Az MK matrix transzformdldsival a szémolasi idG az eredeti szamoldsi id6hoz képest kis mér-

tékben emelkedik. A fent emlitett médszereket és megjegyzéseket Osszegezve a kovetkezére jutunk:

a.

b./

¢l

Ha az \tvonalak hosszdra van sziikség, a leggyorsabb eljdrds a Hu eljdrds, majd ezutan a négy-

zetes hatvanyokkal szimolé Bellman-Simbel eljaras.
Ha az itvonalakat is meg akarfjuk hatdrozni, legcélszeriibb a Warschall médszert haszndlni.

Ha a megoldandé feladat mérete meghaladja a szdmoldogép belsé memoridjanak kapacitasat,
akkor a fenti médszerek nem alkalmazhatdok. Ha a feladat mérete nem sokkal nagyobb a me-
moriaméretnél (kb. 50 %-kal nagyobb), akkor Dijkstra [7] mdédszerét minden pontpérra alkal-

mazva meg tudjuk hatdrozni a multitermindlis utat.

Ha a feladat mérete a fenti korlatndl is nagyobb, akkor a Warschall eljardst haszndljuk dekom-
poziciéval. Az elsé dekompoziciés mddszert Mills [ 12] kozolte. Szdmitdstechnikai szempontbél
sokkal célszer(ibb és matematikailag is elegdinsabb Hu [8] dltal kozolt eljards. Ezzel az eljdrdssal
tobbszords dekompozicidval elméletileg tetszés-szerinti nagysagu feladatot meg tudunk oldani.

Gyakorlatilag természetesen hatdrt szab a szamoldsi és input-output idG.

Eddig feltettiik, hogy t(x, y) = O . Ezt a feltételt elhagyva a feladatot megoldhatjuk a
Warschall eljardssal. Ha negativ ciklus van a hédlézatban, akkor a minimdlis it feladat nincs
egyértelmiien megfogalmazva. Ciklus keresésére felhasznilhatjuk az L matrix fédiagona-
lisét. Ekkor azonban P’L((L» = 0o az eredeti £E?) = O definici6 helyett. Ha az fl(tl? ér-
téke negativva valik, akkor a hdlézatban negativ ciklus van.

4. Megoldhatd gyakorlati problémak

Mint azt a bevezetésben is emlitettiik, a multitermindlis utat meghatdrozé algoritmusokat mds felada-

tok részfeladatainak megolddsaira is felhaszndlhatjuk. Aldbb felsorolunk néhdny ilyen jellegii felada-
tot. Tovabbi hasonlé tipusu alkalmazdsi lehetGségekkel foglalkozik a [2], [4], [5], [8].

a.|

Tekintsiik a kovetkezs valészinGségszamitdsban el6fordulé problémat. A feladatban az
(x,g )¢ E élen nem a tdvolsdgfiiggvény van megadva, hanem annak a valészintisége, hogy
az ¥ pontaz Y ponttal 6ssze van kotve. A feladat: meghatdrozni az Gsszes pontpdr kozott

azt az utat, amely Osszekotésének a valosziniisége maximilis. A P = ( p o B Dyl
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Ut létezésének valdszinliségét az élek létezési valdszinliségeinek szorzataként definidljuk,
azaz

k-1

viPy= T t(p,,p
t=0

L+—1)’

ahol t( Pi-Pisq) @ P; és P 1 ¢l létezésének valoszinlisége. A feladat megold-
hat6 a Warschal eljdrdssal. A (X) miiveletet a kovetkezéképp kell dtfogalmazni:

(k) (k-1) (k-1 (k-1)
Megjegyezziik, hogy a feladat megoldhaté a dinamikus programozisi elven alapulé

Bellman — Simbell mddszerrel is, és ha az itvonal meghatdrozdsa érdektelen, a feladat
megolddsa sokkal gyorsabb.

Egy ciklus-nélkili halézatban sokszor eléfordul, hogy meg akarjuk hatirozni a leghosszabb
utat. Példdul CPM vagy PERT esetén nem akarjuk megoldani a teljes feladatot, csak a mini-
mialis elvégzési id6t akarjuk meghatdrozni.

Az 19 (3(1?)) matrixot definidljuk a kovetkezéképp:

(0) ; :
b;" = tlpP)), ma (pgpeE L#
I 0

LL

(0)

ECJ' =-M (pi,pJ)GE

esetén, ahol M = (0 a leghosszabb it egy felsé korldtja. A feladat a ® miiveletet meg-

felelen definidlva szintén megoldhat6 az 1. alatt elmondott méodszerek barmelyikével.

Virosi vagy orszdgiti tvonalak, 0j utak bedllitdsanal, a forgalom hélézatra vald riterhe-
1ésnél és egész sor egyéb, ezen témakorhoz kapesolddo feladatnal részfeladatok megolda-
sdra haszndljuk a multitermindlis it probléma valamelyik megolddsi algoritmusdt.
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Summary

The solution methods and applications of the multiterminal minimal path problem.

Ford [4] and Dijkstra | 7] have given the fastest and most easily programmable solution of the
minimal path problem between two points as regards the computational technique. Further
solutions of special minimal path problems can be found in the list of literature [10], | 11], [15].
Many authors dealt with the solution of the minimal path problem, so important from a practical
point of wiev. The solution methods summarized and assessed from the angle of computational

technique, liable to be solved by one of the described methods, are enumerated.

Pe3wwMe

MeTonbl pelieHuss U NPHIOXKEHHYS 3a0a4 MYyJIbTHTEPMHUHANBHOIO IIy TH.

HaiibpicTpeiimee C TOYKH 3peHHS BHIYHC/IHTE/ILHOH TEXHHKH H JIerKo Nporpam-—
MHpyeMoe pelleHHe NpobreMbl KpaTdafiero MyTH MeXAy ABYMS TOYKAMH
nauel Popaom [4] u [eiikctpa |[7] [HanbHeiluiwe pelleHuss Clenuallb—
HBIX 3agay MHHHMAlbLHBIX NyTel nauel B cnucke nurtepatypnt [10],[11],[15] .
[po6nema My/LTHTEPMHHANBHOIO MHHHMAJIBHOT'O NMyTH C TOYKH 3pEeHHd

Mpak THKH O4Y€eHb BaXHa W MHOro aBTOpPOB 3aHHMAIJIHChH e,

B macroameii pabore CyMMHpPyeM H C TOYKM 3PEHHS BbIYHCJIHTEJbHOH TeX-—
HHKH OlleHHBAeM MeTONbl pelieHH#. HakoHen nepeyucngeM HECKOJBLKO MpakK-—
THYECKH BaXHbIX Npob6lieM, KOTOpble pellalTCd OAHHM H3 BblilIeyINOMSHYThIX

Me TON OB,
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