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K atona  G yula  -  Nemetz T ib o r :

Néhány m egjegyzés a s h i f t - r e g i s z t e r  g e n e rá to ro k ró l

1 . B e ve ze té s .

J e le n  d o lg o z a t F .H .Young, a s h i f t - r e g i s z t e r  g e n e rá to ro k k a l fo g la lk o z ó  

d o lg o z a tá h o z  k a p c s o ló d ik .  Young az á l t a l a  t e k i n t e t t  k é rd é s re  vona tkozó an  

is m e r te t  egy a lg e b r a i s e g é d e s z k ö z t, m e l ly e l  k o n k ré t  e se te kb e n  s ik e re s e n  

le h e t  s z á m o ln i,  azonban á l t a lá n o s  v á la s z  megadása e z id e ig  más sze rző kn e k  

sem s i k e r ü l t .  U ta lu n k  P e te rs o n  [ 2]  k ö n y v é re , m ely e té m á ró l a la p o s  i s 

m e r te té s t  ad , s bővebb iro d a lo m je g y z é k e t ta r ta lm a z .

D o lgoza tu nkban  a Young á l t a l  b e v e z e te t t  fü g g v é n y le irá s  m e l le t t  megadjuk 

a p rob lém a  m á t r i x le i r á s á t , rá m u ta tv a  a r r a ,  hogy ez a lé n ye g é b e n  e k v iv a le n s  

l e i r á s  az ö ssze fü g g é se k  k im u ta tá s á n á l m ily e n  e lő n y ö k k e l já r h a t .  Az [ l ]  

d o lg o z a t eredm énye in  k i v ü l  ezen az u tó n  á lta lá n o s a b b  eredm ényeket i s  b i 

z o n y ltu n k .  V iz s g á l ju k  to vá b b á  a g é p i u tó n  n y e rh e tő  eredm ények e g ysze rű , 

de h a tá s o s  e l le n ő r z é s i  le h e tő s é g e i t .

2 .  D e f in í c ió k ,  fo g a lm a k

Egy s h i f t - r e g i s z t e r  (a  to v á b b ia k b a n  S -fi)  működését a köve tkezőké ppen  

Í r h a t ju k  le  ( lá s d  1 . á b ra ) .  Az S-R t a r t a lm á t  egy  n -d im e n z ió s  £ =  ( £.7 • 7 <f„) 

v e k t o r r a l  s z e m lé l te th e t jü k ,  a h o l ^  é r té k e  a 0 vagy  1 szám le h e t .

©  m oduló 2 v e t t  összeadó 

□  in fo r m á c ió - tá r o ló  

l . s z .  á b ra



Egy a d o t t  p i l la n a tb a n  az i - e d i k  t á r o ló  ta r ta lm a  á t v iv ő d ik  az ( i + l ) - e d i k  

t á r o ló b a ,  i = l , 2 , . . . , n - l  i l l .  az n -e d ik  t á r o ló  t a r ta lm a  az e ls ő  tá r o ló b a .  

M ig  az e lő z ő  á t v i t e l e k  v á l t o z ta tá s  n é lk ü l  tö r té n n e k ,  a d d ig  az u to ls ó  in 

f o r m á c ió - b i t  az á t v i t e l  so rán  o l y  módon t r a n s z fo r m á ló d ik ,  hogy az 

i l , Í 2 , . . . , i r  tá r o ló k o n  le v ő  b i t e k  moduló 2 hozzáadódnak . H a n g s ú ly o z n i 

k e l l ,  hogy a f e n t i  á t v i t e l e k  a m a te m a tik a i m o d e ll számára e g y id e jű le g  k ö 

v e tk e z n e k  be. Az á t v i t e l  h a tá s á ra  a S-R ta r ta lm a  m e g v á lto z ik ,  u j  t a r t a l 

mát az £  = ^  L-

/ 2.1/
S^ , ha i _ 2 , 3 , . . .  ,n

£n ©  ©  . . .  ©  , ha i ~ l
l 1 r

v e k to r  Í r j a  l e ,  a h o l ©  a m oduló 2 v e t t  ö s s z e a d á s t j e l ö l i .

Az v e k to r t  az v e k to r b ó l  e lé rh e tő n e k  n e ve zzü k , ha lé t e z i k

o ly a n  m szám, m e ly re  = Tm azaz ha az £   ̂^  ta r ta lm ú

S R -t lé p é se n ké n t m ű kö d te tve  e lé r h e t jü k ,  hogy ta r ta lm a  ' 1 le g y e n ,  

l á t n i  fo g ju k ,  hogy az e lé rh e tő s é g  e k v iv a le n c ia  r e lá c ió .  A k e le tk e z ő  e k v i 

v a le n c ia - o s z tá ly o k a t  c ik lu s o k n a k ,  elem szám úkat c ik lu s h o s s z n a k  ( j e l e  c£ ) , 

m ig  a legnagyobb c ik lu s h o s s z a t  p e r ió d u s n a k  ( j e l e  p ) n e ve zzü k . A le g k is e b b  

c £ é r té k  n y ilv á n v a ló a n  egy, am i az £ =  0 z é ru s v e k to rn a k  f e l e l  meg. 

(E z e n k iv ü l c£ = 1 a k k o r  és csa k  a k k o r ,  ha г  p á ro s  és = 1 , 1 = 1 , . . . , n 

Ennek m e g fe le lő e n  p  = max c& ^  2n - l

Young a z t  a s p e c iá l is  e s e te t  t e k i n t e t t e ,  a m ik o r r = l ,  azaz ha 

£ 1 = £ n ©  £ k » к “ 11" 1

F e la d a t a c ik lu s h o s s z a k  £ c £ ( k , n )  }  ha lm azának m egha tá ro zása , de é rdekes  

le n n e  már a p = p (k ,n )  p e r ió d u s  e x p l i c i t  megadása к  és n fü g g v é n y e k é n t.  

B á r e fe la d a to t  m e g o ld a n i nem s i k e r ü l t ,  de része redm énye k  e lé ré s é re ,  i l l e t 

ve  k o n k ré t  ese tekbe n  hasznos a p rob lém a  k ö v e tk e z ő  k é t  á tfo g a lm a z á s a  véges 

t e s te k  f e l e t t i  fü g g v é n y e k , i l l e t v e  m á tr ix o k  te r m in o ló g iá já b a n .
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3 . FüKKvényleirás

E lő s z ö r  s p e c iá l is a n  r = l ,  i = i ^  e se tén  t e k in t s ü k  moduló x0 + x L + 1 az 

X v á lto z ó  p o l in o m . ja i t  a mod2 v e t t  egészek t e s t e  f e l e t t .

D e f in iá l ju k  az £  v e k to r  s e g í ts é g é v e l a k ö v e tk e z ő  fü g g v é n y t:

/ 3 . 1 /  F ( x )  = £ n x l  1 + £ n - l  x í  2 + • • *  + £ n - i + l  +

+ ^ X0 + . . .  + x"

F e lh a s z n á lv a , hogy

x0 = x*" + 1 ( mod X0 + x ^  + 2 ) ,

n y e r jü k :

F <x ) = £ n - l  x Í  1 + £ n -2  x l  d + * • *  + £ n - i  + £ n - i - l  хП
i - 2 í - l

+ • • •  + ( £ n ©  £ n - i )  xL

Ha te h á t  a SR ta r ta lm a  re n d re  m egegyezik a f e n t i  módon re n d e z e t t  F£ (x )  

e g y ü t th a tó iv a l ,  a k k o r  egy á t v i t e l - l é p é s  u tá n  a SR ta r ta lm a  az x .F £ (x )  

p o lin o m  e g y ü t th a tó iv a l  e g y e z ik  meg. A 2 . p o n tb a n  b e v e z e te t t  d e f in í c ió  é r 

te lm é b e n  c£ az a le g k is e b b  p o z i t i v  egész szám , m e lyre

c £ n \
x  F £ ( x ) s  F£ ( x ) (mod X0 + x 1 + l )

azaz

( x  £ + 1 ) F£ (x )  = О (mod x0 + x*- + 1)

/ 3 . 2 /

S p e c iá l is a n ,  ha F£ ( x )  = 1 , a k k o r  c-  ̂ = c £ az a le g k is e b b  szám, m e ly re  
c •

x  1 + 1 o s z th a tó  az  X0 + x 1 + 1 p o lin o m m a l. N y i lv á n v a ló ,  hogy t e t s z ő le 

ges £  m e l le t t  f e n n á l l  e kko r az
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C1 _ 4
(x  + 1 ) F £ ( x ) = 0 (mod. x“ + x L + 1)

r e lá c ió ,  te h á t  e g y ré s z t  c^ = p ,  m á s ré sz t p  o s z th a tó  c £ - n a l  £  

m inden é r té k é re .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy te ts z ő le g e s  £  e se té n  p lé p é s  

u tán  a SR. ta r ta lm a  ism é t az e r e d e t i  le s z ,  t e h á t  ebben az é rte le m b e n  j o 

gos v o l t  p - t  p e r ió d u s n a k  n e v e z n i.

S p e c iá lis a n ,  ha x *1 + x L + 1 i r r e d u c i b i l i s  p o lin o m , a k k o r  te ts z ő le g e s  

le g fe l je b b  n - l - e d f o k u  F£ ( x )  ^  0 m e l le t t  a / 3 . 2 /  ö ssze fü g g é s  a k k o r és 

csak a k k o r t e l j e s ü l ,  ha a

/ 3 . 3 /  x  1 + 1 = 0 (mod Xй + x*- + 1 )

ö ssze függ és  i s  t e l j e s ü l .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy ebben az e se tb e n  c £ nem 

fü g g  £ - t ó l ,  ha <£ 0 , azaz m inden e g y n é l nagyobb c ik lu s h o s s z  e g y e n lő .

M ásrész t könnyű l á t n i ,  hogy ez csa k  a kko r van  ig y ,  ha x °  + x*" + 1 i r r e -  

d u c u b i l is  p o lin o m .

Az á lta lá n o s  e s e t tá rg y a lá s a  az u n . l i n e á r i s  r e k u r z ió k  k e re té n  b e lü l  v é 

g ezhe tő  e l  le g c é ls z e rű b b e n .

Legyenek a d o tta k  a h Q = 1 , h - ^ , . . . , h n_ ^ , hn = 1 számok, a h o l a h ^ , 

l ^ i ^ n -1  számok m in d e g y ike  0 vagy  1 , to v á b b á  egy £ =  ( £ ^ , . , . ,  £ ß ) 

v e k to r ,  m elynek k o o r d in á tá i  s z in té n  csak a 0 és 1 számok le h e tn e k .

Ezek s e g íts é g é v e l d e f in iá l j u k  az £ n + 1 , maÖd r e k u rz iv e  az £ n + 2 , . . .  

számokat az

n-1
S .. = X -1 h . £ ,  .

n +1 Z _ i 0 1+0
0=o

i l l e t v e  á l ta lá b a n  az
n -1

t  -  X “ 1 h .  <5, .
n+L .X  I 0 f+ 0

Ó=o

/ 3 . 4 /



r e k u r z ió  s e g í ts é g é v e l,  a h o l a y  , j e l  mod 2 v e t t  ö ssze a d á s t j e l ö l .  Az 

i l y  módon n y e rh e tő  szám sor p e r ió d u s á ra  v o n a tk o z ik  a k ö v e tk e z ő  t é t e l ,  me

l y e t  a f e n t ie k  j ó l  s z e m lé lte tn e k :
n

1 . T é te l :  T e k in ts ü k  a h (x )

j = °
le g k is e b b  p o z i t í v  egész szám, m e lyre  

az <?2 ..........s o ro z a t p e r io d ik u s  p s

p o lin o m o t ,  s le g y e n  p

+ 1 o s z th a tó  h ( x ) - s z e l  

z e r i n t .

az a

A kko r

A t é t e l  b iz o n y í tá s á ra  nem té rü n k  k i ,  csak  u ta lu n k  a r r a ,  hogy ez m e g ta lá l

h a tó  P e te rso n  [ 2 ]  könyvében (1 1 8 . o l d . ) .

M eg jegyezzük, hogy  az id é z e t t  g o n d o la tm e n e tb ő l k ö v e tk e z ik  az

1 . Lemma: M inden ré s z p e r ió d u s  o s z tó ja  p -n e k .

T é r jü n k  v is s z a  e z u tá n  egy k i s  id ő re  a / 5 . 2 /  ö s s z e fü g g é s h e z . N y i lv á n  l é t e z i k  

o ly a n  ( c £ - l ) - e d  fo k ú  g (x )  p o lin p m , m e ly re

( x  + 1 )  F£ ( x ) = ( x n + X1 + 1 )  g (x )

* 1 . ° £x  h e lye b e  ^  - t  L rva  es x  - n a l  v e g ig s z o ro z v a  n y e r jü k :

/ 3 . 5 /  ( x  + l )  P£ ,  ( x )  = (x 11 + x n - i  + 1) g *  ( x )

a h o l

3 ( 7 ),

és / 3 . 1 /  a la p já n  könnyen lá t h a t ó ,  hogy

£  -  (£■■%,£*■l-Л л \

azaz
£ .  = £  .L П-1

Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy  az r = l  e se tben  az i-^ = i  és az i ^  = n - i  v is s z a 

c s a to lá s o k  m e l le t t  l é t e z i k  e g y é rte lm ű  m e g fe le l te té s  az e k v iv a le n c ia  ő s z -
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t á ly o k  k ö z ö t t ,  te h á t  s p e c iá l is a n  a c ik lu s h o s s z a k  és ig y  a p e r ió d u s o k  i s  

e g y e n lő e k . E redm ényünket t é t e l  fo rm á já b a n  i s  m e g fo g a lm a z h a tju k :

2 . T é te l :  Ha [ c ^  ( i , n ) }  j e l ö l i  r = l ,  i ^  = i  e se tb e n  a c ik lu s h o s s z a k  

h a lm a z á t, a k k o r a ( c £ ( i , n ) j  és a { c £ ( n - i ,  n ) }  ha lm azok p e rm u tá 

c ió  t ó i  e l t e k in t v e  m egegyeznek.

M eg jegyezzük , hogy ez a t é t e l  Young [ 1 ]  d o lg o z a tá b a n  más b iz o n y í tá s s a l
g

s z e re p e l,  azonban mi b iz o n y ítá s u n k  az á l ta lá n o s  e s e tre  i s  m inden nehézség 

n é lk ü l  á t v ih e tő .

V iz s g á l ju k  meg m ost, m ily e n  e se tb e n  le s z  a p e r ió d u s  m a x im á lis ,  t e h á t  2n - l  

h o sszú sá g ú . M iv e l te ts z ő le g e s  £ £ О e se té n  c & =2n - l  e k k o r ,  s ig y  a 

c ik lu s h o s s z  nem fü g g  £- - t ó i ,  t e h á t  a m egelőzőek s z e r in t  ebben az e se tben  

szü ksé g e s , hogy az x n  + x^ + 1 p o lin o m  {v a g y  á l ta lá n o s  e se tb e n  a h (x )  ) 

i r r e d u c i b i l i s  le g y e n . Ez a f e l t é t e l  azonban nem e lé g s é g e s , m in t a z t  n=6 

e se té n  az i r r e d u c i b i l i s  x ^  + x^  + 1 p o lin o m  m e l le t t  l á t h a t ju k .

É rvényes  u g ya n is  az

x ^ + l = ( x 6 + x ^ + l )  (x ^  + 1 )

r e lá c ió ,  m ásrész t 9 az a le g k is e b b  p p o z i t i v  e g é sz , m e ly re  

x^5 + 1 = 0 (mod x^  + x^  + 1 )

te h á t  a p e r ió d u s  p = 9 +  26 - l  = 6j5. Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy e k k o r 7 kü lö n b ö z ő  

9 hosszúság . c ik lu s  l é t e z i k ,  a m irő l d i r e k t  szám olás s e g í ts é g é v e l i s  k ö n y -  

nyen meg le h e t  g y ő z ő d n i.

Abban az e se tb e n , ha a le g k is e b b  o ly a n  p egész , m e ly re  az i r r e d u c i b i l i s  

h ( x )  n -e d fo k u  p o lin o m  ese tén

/ 3 . 6 /  x p + 1 = О (mod h (x )  )

t e l j e s ü l ,  p = 2n - l ,  a k k o r  az i r r e d u c i b i l i s  h (x )  p o lin o m o t p r i m i t í v
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p o lln o m nak n e ve z z ü k . M eg jegyezzük , hogy ez a d e f in í c ió  e l t é r  a fo g a lo m n a k  

a m a te m a tik a i iro d a lo m b a n  szokásos b e v e z e té s é tő l,  azonban a z z a l e k v iv a le n s .  

Az i r r e d u c i b i l i s  és p r i m i t i v  p o lin o m o k ró l n nem t ú l  nagy é r té k e  m e l le t t  

tö b b  ré s z le g e s  vagy t e l j e s  t á b lá z a t  l é t e z i k ,  p l .  Marsh [ 3] ,  P e te rs o n  [ 2] .  

Ezek a tá b lá z a to k  j ó l  fe lh a s z n á lh a tó k  a r r a ,  hogy m a x im á lis  p e r ió d u s u  S R -t 

k é s z í ts ü n k ,  de n y i lv á n  nem adnak v á la s z t  a r r a ,  hogy m ily e n  c ik lu s h o s s z u s á -  

gok lé p n e k  f e l  a d o t t ,  nem p r i m i t i v  p o lin o m o k  e s e té n . M egjegyezzük még, 

hogy te ts z ő le g e s  n m e l le t t  l é t e z i k  n -e d fo k u  p r im i t i v  p o lin o m , azonban, 

ha csak o ly a n  h (x )  p o lin o m o k ra  s z o r i tk o z u n k ,  m e lye kn é l h ^  = 1 csak 

e g y e tle n  l á i é n - 1  e se té n  t e l j e s ü l ,  ez már nem le s z  ig a z .  A le g k is e b b  

n é r té k ,  m e ly re  e z t  l á t h a t ju k ,  n = 8 ( lá s d  1» t á b lá z a t ) .

4 ,  M á t r ix le i r á s

A / 2 . 1 /  ö s s z e fü g g é s s e l d e f i n i á l t  T t r a n s z fo r m á c ió t  m á tr ix s z o rz á s  s e g í t 

sé g é ve l i s  l e í r h a t j u k .  T e k in ts ü k  az

A ( a j ik >
к  = l , n  

j  = Г7п

m á t r ix o t , a h o l

1 . ha j  = l i  к  = i u , 11=1 , 2 , . . . , r ,  va g y  к  = n

/ 4 . 1 / aü ,k 1 , ha j  = к  + 1 , к  = 1 , 2 , • • • ,n —1

. 0 k ü lö n b e n

íg y  p l .  a 5 .  p o n tb a n  l e i r t  x 6 + x^  + 1 fü g g v é n y  ese tén

0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
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Az .£ v e k to r t  оs z ío p v e k tő rk é n t  fe l f o g v a  a / 2 . 1 /  össze függ és  az 

/ 4 . 2 /  £ ’= A £

a la k o t  ö l t i ,  a h o l az  összeadások m odulo k e t t ő  tö r té n n e k .  Továbbá , ha £ 

j e l ö l i  az £ = £  v e k to rb ó l a T t ra n s z fo rm á c ió  is m é te l t  a lk a lm a z á 

s á v a l n y e r t  n - e d ik  v e k t o r t ,  a k k o r

£  (n )  = An . £ (o >

a h o l An j e l ö l i  az  A m á tr ix  mod 2 v e t t  n - e d ik  h a tv á n y á t .

Legyen £ (o ) = ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 ) ,  azaz le g y e n

1 ,  ha i  = 1

0 ,  ha 1 ^  i  ^ n

E kkor a

£  <n- 0

m á t r ix r ó l  könnyű l á t n i ,  hogy un . h á ro m s z ö g m á tr ix , s ig y  a d e te rm in á n s a  

d e t(B )  = 1 . Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy az egy c ik lu s b a  ta r to z ó  v e k to ro k  l i n e á r i 

san fü g g e t le n e k .  E z é r t  ezen c i k lu s  hossza m egegyezik  a p  p e r ió d u s s a l,  

h is z e n  bá rm e ly  £. v e k to r  e l ő á l l í t h a t ó  a f e n t ie k  l i n e á r i s  k o m b in á c ió ja 

k é n t .

J e lö l jü k  az összes  n -e d re n d ü , egy  d e te rm in á n s u  О és 1 e lem ű A 

m á tr ix o k  ha lm a zá t A  - v a l .  N y i lv á n  A c s o p o r to t  a lk o t  a m odulo 2 v e t t  

s z o rz á s ra  n é zve . E b b ő l k ö v e tk e z ik ,  hogy te ts z ő le g e s  A €  A e s e té n  l é t e 

z ik  o ly a n  e é r t é k ,  m e ly re  Ae = E , a h o l E az e g y s é g m á tr ix o t j e l ö l i .  

M iv e l a / 4 . 1 /  a l a t t  l e i r t  A m á tr ix o k  b e le ta r to z m a k  A - b a ,  ig y  a c^
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számok f e l t é t l e n  lé te z n e k ,  to v á b b á  a 2 . pon tba n  d e f i n i á l t  e lé rh e tő s é g  v a 

ló b a n  e k v iv a le n c ia  r e lá c ió .

H a tá ro z z u k  meg A e lem szám át, azaz a c s o p o r t  r e n d jé t .  E c é lb ó l  nézzük 

meg, ho g y  az A m á t r ix  egyes s o r a i t  re n d re  h á n y fé le k é p p e n  le h e t  k i t ö l t e n i  

o ly  módon, hogy az egyes s o ro k  m in t  n d im e n z ió s  v e k to ro k  l in e á r is a n  fü g 

g e t le n e k  le g y e n e k , to vá b b á  az azonosan 0 v e k to r t  e g y ik  so rn a k  se v á la s z 

s z á k . N y ilv á n v a ló a n  az e ls ő  s o r t  2n - 1 ,  a m ásodik s o r t  p e d ig  2n -2  

fé le k é p p e n  le h e t  m e g v á la s z ta n i.  Tegyük f ö l ,  hogy az e ls ő  s s o r t  k i t ö l 

t ö t t ü k  a k iv á n t  módon. E kko r az s l in e á r is a n  fü g g e t le n ü l  k i t ö l t ö t t  s o r  

á l t a l  m e g h a tá ro z o tt a l té r b e  2S v e k to r  t a r t o z i k ,  ig y  ezek e g y ik é t  sem 

v á la s z th a t ju k  ( s + l ) - e d ik  s o rk é n t ,  v is z o n t  b á rm e ly ik  más v e k to r t  ig e n .

Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy az ( s + l ) - e d ik  s o r t  2n -  2S k ü lö n b ö z ő  módon v á 

la s z t h a t ju k  meg. Az A c s o p o r t  r e n d jé t  n y i lv á n  az egyes s o ro k  k i t ö l t é s i  

le h e tő s é g e in e k  a s z o rz a ta  a d ja  meg, v a g y is  a

П—1 / nv _n_
/ 4 . 3 /  ~|~ (2n -  2S) = 2 U  I  (2 s -1 )

s=0 S=1

S ZQ.TCL о

F ig ye le m b e  v é v e , hogy véges c s o p o r to k  e se té n  az e lem  re n d je  o s z tó ja  a 

c s o p o r t  re n d jé n e k ,  n y e r jü k  a k ö v e tk e z ő  t é t e l t :

3 . T é t e l .  T e ts z ő le g e s  s h i f t - r e g is z t e r  e se té n  a p p e r ió d u s  o s z tó ja  a

( n) J L
2 Ы  .  J  ( 2S-1 )

s = l

s z o rz a tn a k .

M e g jegyezzü k , hogy  a / 4 . 3 /  számnak v is z o n y la g  kevés p r im fa k to r a  va n . íg y  

p l .  n = 34 e se té n  a p á r a t la n  p r ím o s z tó k  száma 3 8 . A 2 S-1  számok t ö r z s 

té n y e z ő s  a la k já t  s 34 - i g  a 2 .  s z .  t á b lá z a t  ta r ta lm a z z a .
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5» A p ( k . n ) - r e  v o n a tk o z ó  t é t e le k  

A k ö v e tk e z ő  4 . és 5 * t é t e l  Y o u n g tó l s z á rm a z ik :

4 .  T é te l :

/ 4 . 4 /  p( 1 ,2 S) = 22s -  1

B iz o n y í tá s : M iv e l

2s 2S X = x  + 1 ( mod X + X  + 1 ) ,

p2s ps ps
X = ( х + 1 ) ^ = х ^ + 1 = х

és p s s
X 2 -  1 + 1 = 0 ( mod X 2 + X + 1 )

m á s ré s z t könnyű l á t n i ,  hogy a / 4 . 4 /  a le h e tő  le g k is e b b  i ly e n  szám.

5 .  T é te l :

/ 4 . 5 /  p ( 1 ,2 s+ l )  = 22 s + 2s + 1

B iz o n y í tá s : M iv e l

s s
X 2 +• 1 = X  + 1 (mod X 2 +1 + X + 1 ) ,

i-gy 3
?2s+2 +1 pS pS pS ,

X  = x ( x + l ) = x ^ + x = l  (mod у г  +1 + x + 1 )

t e h á t  a / 3 . 6 /  r e lá c ió  é rvényes  a f e n t i  p m e l le t t .  Könnyű l á t n i ,  hogy 

ez a p é r té k  a le h e tő  le g k is e b b ,  ig y  a t é t e l t  b iz o n y í t o t t u k .

Legyen az n és к  számok le g n a g yo b b  közös o s z tó ja  |n ,k ]  = d . E kko r 

é rvé n ye s  a k ö v e tk e z ő :

6 .  T é te l :

p ( k ,n )  = d .p  j

B iz o n y í tá s ;  Könnyen lá t h a t ó ,  hogy  a t ra n s z fo rm á c ió  / 4 . 1 /  m á tr ix á n a k  h a t -
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vá n yo zá sa ko r a s o ro k  d d is z ju n k t  o s z tá ly b a  s o ro lh a tó k  o l y  módon, hogy 

az As m á t r ix  e ls ő  s o ra  s m inden é r té k e  m e l le t t  az A m á t r ix  modulé d 

ko n g ru e n s  s o r a iv a l  v é g z e t t  k ü lö n b ö z ő  m ű v e le te k k e l k e le t k e z ik ,  s k i a l a k í t á 

sában más so ro k  nem vesznek  r é s z t .  T e k in ts ü k  az  A m á t r ix  azon r é s z m á t r ix á t ,  

m e ly  az (u d , vd ) in d e x ű  e le m e ib ő l á l l ,  s j e l ö l j ü k  e z t  D -v e l.  Ugyancsak 

egysze rűen  ig a z o lh a tó ,  hogy az

f e l t é t e l  te l je s ü lé s é h e z  szükséges az

f e l t é t e l  t e l je s ü lé s e  

é r té k e k h e z  ta r to z ó  

f e l t é t e l t :

D ®  = E

. M iv e l D m egegyezik az r  = 1 , i  = n *  = Ц 

SR m á t r ix á v a l ,  ig y  n y e r tü k  a k ö v e tk e z ő  szükséges

/ 4 . 6 / P,( k ,.n?

(a z  Q *] j e l  az szám egész é r té k é t  j e l ö l i ) .

A / 4 . 6 /  r e l á c ió t  á t í r v a  k a p ju k ,  hogy

p ( k ,n )  ^  d .p  ( - J ,

Az e lle n k e z ő  ir á n y ú  e g y e n lő t le n s é g  i s  egysze rűen  a d ó d ik  m á t r ix te r m in o ló g iá 

ban i s ,  de még egysze rűbben  l á t h a t ó ,  ha az

xP

össze függ ésben

f  к  n \  n К
'  c[* d / t í j  ï ï  d= 1 ( mod X + X + 1 )

X helyébe Xе1 -t helyettesítünk.

M eg jegyezzü k , hogy a 6 .  t é t e l  a lk a lm a z á s á v a l s p e c iá l is  e redm ényként adód

nak  Young 3 .2 ,  3 .4 ,  3 .5 ,  3 .6 ,  3 . 7 .  t é t e l e i .  V a ló b a n , p l .  a 3 .7  t é t e l  á l 

l í t á s a  a je le n  d o lg o z a t te rm in o ló g iá já b a n

p ( j , j  (2 k  + 1 ) )  = j *  ( 2 ^ + 2 4 1 ) ,/ 4 . 7 /
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s m iv e l a 6 . t é t e l  s z e r in t

p ( j , j *  ( 2 *  + 1 ) )  = j * p ( l , 2 k  + 1)

és a / 4 . 5 /  a l a t t i  p ( l ,  2k + l )  é r té k e t  id e  b e h e ly e t te s i t v e  v a ló b a n  / 4 . 7 /  

a d ó d ik .

6 .  A c ik lu s h o s s z a k  g é p i m e g h a tá ro z á s á ró l

G y a k o r la t i  szem pon tokbó l e ls ő re n d ű  fe la d a t  le h e t  a SR„ p e rió d u s á n a k  meg

h a tá ro z á s a . M in t l á t t u k ,  az = ( 4 , 0 , . . . , 0 )  v e k to rh o z  t a r to z ó  c i k lu s 

h o s s z  megegyezik a SR p e r ió d u s á v a l,  ig y  k é z e n fe k v ő  az a g o n d o la t ,  hogy a 

SR működésének s z im u lá lá s á v a l az k e z d ő v e k to rb ó l k i in d u lv a  h a tá ro z 

zuk meg a p e r ió d u s t  o ly  módon, ho g y  f i g y e l j ü k ,  m e ly ik  az a le g k is e b b  p 

é r t é k ,  m elyre  ^  . Egy i ly e n  s z im u lá c ió s  p rog ram  már a k i s 

t e l  je s itm é n y ü  szám ológépeken i s  ig e n  e gysze rű  és g y o rs ,  ig y  c é ls z e rű n e k  

l á t s z i k  e z t az u t a t  k ö v e tn i .  Azonban a g é p i u tó n  n y e r t  p e r ió d u s t  a végzen

dő m ű ve le te k  nagy száma m ia t t  v a la m ily e n  módon e l l e n ő r i z n i  szükséges .

Egy e g ysze rű , de h a té k o n y  e l le n ő r z é s i  le h e tő s é g e t k in á l  a 3 . t é t e l .  V a ló 

ban , e lk é s z í tv e  a g é p i u tó n  n y e r t  p e r ió d u s  p r ím té n y e z ő s  f e lb o n tá s á t ,  a 

f e l l é p ő  p r im o s z tó k  csak  a / 4 . 3 /  szám p r ím o s z tó i k ö z ü l k e rü lh e tn e k  k i .  E lő 

nye ennek az e l já r á s n a k ,  hogy r e n d k ív ü l  g yo rsa n  v é g r e h a jth a tó ,  m ig h á t r á 

n y a , hogy sok e s e tb e n  jó n a k  fo g a d u n k  e l  h ib á s  e redm ényt i s .  I ly e n  h ib á s  

d ö n té s e k  v a ló s z ín ű s é g é n e k  m egha tá rozása  r e n d k ív ü l  b o n y o lu l t ,  ig y  a r ra  

je le n  d o lg o z a t k e r e t e i  k ö z ö t t  nem té rh e tü n k  k i .

G y a k o r la t i la g  t e l je s e n  b iz to n s á g o s  e lle n ő rz é s  h a j th a tó  v é g re  a / 3 . 3 /  ö s z -  

s ze fü g g é s  a la p já n .  Az a lk a lm a z á s o k  so rán  c é ls z e rű  h a s z n á ln i a k ö ve tke ző  

e g y s z e rű  té n y t :

7 . T é te l :  Legyenek ai » a2 » , , .» a r  te ts z ő le g e s  szám ok, p te ts z ő le g e s

p rim szá m . A kkor é rvé n ye s  az
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/ 6 . 1 /  ( al +a2+ * * • +ar )*> = + . . .  + a:|P (mod p )

ö s s z e fü g g é s .

B iz o n y í tá s :  к  = 1 , r  = 2 e se té n

P

i= o

te h á t  az á l l í t á s  ig a z .  E zu tán  к  = 1 e se té n  r - r e  vo n a tko zó  t e l j e s  in d u k 

c ió v a l  a d ó d ik

s ennek fe lh a s z n á lá s á v a l k - r a  v o n a tko zó  t e l j e s  in d u k c ió v a l n y e r jü k  a 

t é t e l  á l l í t á s á t .

A t é t e l  egy fo n to s  s p e c iá l is  e s e té t  k ü lö n  i s  m eg foga lm azzuk, m e lye t f e l  

fo g u n k  h a s z n á ln i:

2 . Lemma:

A lemma a lk a lm a z á s á v a l a kö ve tke ző ké p p e n  já r h a tu n k  e l :  Legyen m > n  ,

(al + a2 + ... + ar)P = al + a2 + * * * + ar

/ 6 .2/ (a  + l ) 2 = a2 + 1  (mod 2)

s j e l ö l j e szám d ia d ik u s  fe lb o n tá s á t

E kko r

l  « о

s m iv e l

X11 = x *  + 1 (mod X11 + X*" + 1)

ig y
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Xm

M iv e l p ( i , n )  = p  ( n - i , n ) ,  ig y  az á lta lá n o s s á g  m e g s z o rítá s a  n é lk ü l  f e l t e 

h e t jü k ,  hogy i - í ;  • Ez a z t j e l e n t i ,  hogy x m h e ly e t t  x  o ly a n  h a tv á n y a -

v is z o n y la g  gyo rsan  m e g á l la p í th a t ju k  a z t  a le g fe l je b b  n - l - e d fo k u  g (x )  

p o l in o m o t,  m e lyre

/ 3 , 3 /  s z e r in t  p cs a k  a k k o r le h e t  p e r ió d u s ,  ha g (x )  = 1 . M e g fo rd í tv a ,  

ha g (x )  = 1 , a k k o r  p a v a ló d i  p e r ió d u s  tö b b s z ö rö s e  le h e t  c s a k , s ig y  

g y a k o r la t i la g  t e l j e s  b iz to n s á g g a l vé g e z h e tő  az e l le n ő r z é s .

N ézzünk k é t  p é ld á t  e r r e  a m ásod ik  e l le n ő r z é s i  e l já r á s r a !

1 , P é ld a ; p ( l , 1 0 )  = 889

i t  k e l l  to vább  v iz s g á ln u n k ,  m e lyeknek k i t e v ő je  ^  - n é l  nem nagyob b . A g é p i 

u tó n  n y e r t  p p e r ió d u s n a k  m e g fe le lő  x-P h a tv á n y ra  a f e n t ie k e t  a lka lm a zva

XP = g ( x )  (mod x 11 + x ^  + 1)

= x:9 ( x 6 4 + l)  ( x 16 + 1 ) ( x 8 + 1) (mod x 10+ x + l)

( x 18 + 1 )  ( x 8 + 1) = x 8 + yp  + x ^  + 1

ig y

azaz a p = 889 é r té k e t  e l fo g a d h a t ju k  p e r ió d u s n a k
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2 . P é ld a : p ( l , 1 2 )  = 3255

*5264  = ( x 12 )2 56 ( x l 2 ) 16 = ( x 256 + 1 } ( x 16 + 1} =

= x 2?2 + x 256 + x 16 + ,

Továbbá

íg y

te h á t

X272 = X8 ( x 18 + l )  ( x 4  + 1 ) ( x 2 + l )  = x"1-0 + X^ + X2 + X

X256 = X4  ( x 16 + 1) ( x 4  + 1 ) ( x  + 1 ) =

1 0  Q 5 4- 3 2= X + X y + X ^ + X  + X ^ + X  + X  + 1

X16 = x5 + X4

x 3264 _ x 9 ( mod x 12 + x  + l )

x 5255 = 1  (mod x 12 + x  + 1)

azaz a p ( l , 1 2 )  = 3255 é r té k e t  e l fo g a d h a t ju k .

A c ik lu s h o s s z a k  m e g á lla p í tá s á ra  Young a k ö v e tk e z ő  t r i v i á l i s  m ódsze rt

a já n l ja :  I n d u l ju n k  k i  te ts z ő le g e s  k e z d ő v e k to rb ó l,  s á l la p í t s u k

meg a c £ (o )  - t .  J e lö l jö n  o ly a n  v e k t o r t ,  m ely nem s z e re p e lt  az

e lő z ő  c ik lu s b a n ,  s ehhez i s  á l la p í t s u k  meg a c £4 —t ,  m a jd  fo ly ta s s u k

e z t  az e l j á r á s t ,  amíg nem t e l j e s ü l  a S o , i  = 2n ö s s z e fü g g é s . Ez az e l -
i

já r á s  m eg lehe tősen  h osszada lm a s , s ő t n > 2 0  e se té n  a g é p i v é g re h a jtá s a  i s  

je le n tő s  bonyod a lm aka t o ko z . E h e ly e t t  c é ls z e rű  gyakran  a k ö v e tk e z ő  e l j á 

r á s t  k ö v e tn i :  H a tá ro z z u k  meg az £  = ( 1 , 0 , 0 , . . . , 0 )  k e z d ő v e k to rb ó l k i i n 

d u lv a  a p p e r ió d u s t ,  s j e l ö l j e  p ^ , p2 » * * * iP s ennek p r í m o s z t ó i t .  ( N y i l 

ván  a p^ szám o s z tó ja  ( 4 .3 ) - n a k ,  i  = l , 2 , . . . , s ) .  N y i lv á n v a ló ,  hogy a

{ c £} halm az e le m e in e k  o s z tó i  csak  azon p^  számok le h e tn e k ,  m e lye k re  a
s

/ 6 . 3 /  2n -  p  -  1 = 2  p jX j^  , Xj_é 0
i = l
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d io fa n t ik u s  e g y e n le t  megoldásában x ^ >  0 ,

M egjegyezzük, h o g y  abban az e s è tb e n , ha a / 6 . 3 /  e g y e n le tn e k  n in c s  m egoldá

sa , a k k o r a s z á m o lt  p é r té k  n y i lv á n v a ló a n  h e ly te le n ,  ig y  a / 6 . 3 /  e g y e n le t 

m egoldása egy h a rm a d ik  e l le n ő r z é s i  le h e tő s é g e t  j e l e n t .

N ézzünk egy p é ld á t  a c ik lu s h o s s z a k  m e g h a tá ro zá sá ra !

3 . P é ld a : A f e n t i  módon szá m o lt p  (1 ,1 3 )  = 8001 .

A k iv á n t  tö r z s té n y e z ő s  fe lb o n tá s :

8001 = 32 .7 .1 2 7

lá s s u k  be, hogy c £ ф 3 sem m ilyen  £ - r a .  Könnyebb a s z á m o lá s t v é g re h a j

t a n i ,  ha i  = 1 h e ly e t t  i  = 12 - v e i  szá m o lu n k . Tegyük f ö l ,  ho g y  i ly e n  £  

l é t e z i k .  Akkor é rv é n y e s  a

/ 6 . 4 /

£ 10 ©  £ 11 = £ 1 -  £4  = £7 = f 10 = ^ 1 3

■ £ - 1 1 ©  £ 12 = f 2 = £ 5 = £ 8 = £ n

£ 12 ©  £ 13 = £ 3 = £ 6 = £ 9 = 6 12

e g y e n le tre n d s z e r .  Könnyen lá t h a t ó ,  hogy ennek e g y e t le n  m egoldása 

= 0 , i  = 1 , 2 , . . . , 1 3 ,  3 ez e lle n tm o n d  fe lte v é s ü n k n e k .

Hasonlóan e lle n tm o n d á s ra  ju tu n k  a c£ = 7 f e l t é t e l b ő l .  E k k o r a

/ 6 . 3 /

£ 6 ©  £ 7 = £ 1 = ^

£ 7 ©  £ i  = £ 2 =

1 ©  £ 2 £3 *  £10
©  £3  = £ 4 = £ 11
©  £ 43 ^  4 -  5 “  12

£ 4  ©  £ 5  = £ б  = ^ 1 3

© £ r
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Könnyen n y e rh e tő  az egym ásu tán ! e g y e n le tp á ro k  ö s s z e a d á s á v a l, hogy 

= • • •  = ^ 7  to v á b b á  az ö ssze s  e g y e n le t ö s s ze a d á sá va l

= 7» <̂ 2. ~ °» am*- e l le n tm o n d á s t j e l e n t .  Ezu tán  az

213 -  8001 -  1 = 9x  + 127y  , X -  0 , y i O

e g y e n le te t  o ld ju k  meg. 

Az á l ta lá n o s  m egoldás:

X = 7 + 127t

y  = 1 -  9 t

Ha t ^ O ,  a k k o r  x < 0 ,  m ig ha t > 0 ,  a k k o r  y < 0 ,  te h á t  az e g y e t le n  

m ego ldás: x  = 7 és y = l .

űz a z t  j e l e n t i ,  hogy egy 127 hosszúságú  c i k lu s  va n , to v á b b á  va g y  7 db 9 

hosszúság ú , va g y  egy d a ra b  63 h o sszú sá g ú . A fe n t ie k h e z  t e l je s e n  h a so n ló a n  

e lle n tm o n d á s ra  ju tó n k  a k k o r i s ,  ha f e l t e s s z ü k ,  hogy l é t e z i k  o ly a n  £  ,

m e ly re  c £ = 9» Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy a k ü lö n b ö z ő  c ik lu s o k h o z  t a r to z ó  c i k 

lu s h o s s z a k  ha lm aza a k ö v e tk e z ő :



-  24 -

1 .  s z , t á b lá z a t :  p ( k ,n )

• • • • • • • •
2 3
3 7 7
4 15 6 15
5 21 31 31 21

6 63 14 9 14 63
7 127 93 127 I 27 93 127
8 63 30 217 12 217 30 63
9 73 465 21 21 465

10 889 42 1023 62 15 62 1023

11 2047
12 3255 126 45 28 18
13 8001
14 254 186 254 21 254
15 32767 4599 63 32767 35 93 32767

16 255 126 57337 60 16383 434 63457
17 273 114681 131071 1023 131071 13107I

2621^118 253921 146 189 930 32767 42
19 413385 I 2992I 491505 91749
20 767163 1778 1048575 84 75 2046 779907

21 5461 2O9715I 381 406317 5461 279 49
22 4 Í  94303 3066 3670009 4094 2752491 3906 4063201
23 2О887О5 7864305 32767 2O88705 8388607 458645 2094081
24 2097151 6510 189 252 16766977 90 1048575
25 10961685 25165821 33554431 2158065 105

26 298935 15810 2094081 3570 67074050 16002 13797
27 I 25829105 458745 219 5592405 8877935 1395 44564396
28 268435^55 508 105
29 536870911
30 65534 2667 9198 315 186
31 2147483647



3
4

5
6

7
8

9
10
11
12
13
14

15
16

17
18

19
20
21
22

23
24

25
26

27
28

29
30

31
32

33
34
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2 . s z .  t á b lá z a t :  2n -  1 p r im fe lb o n tá s a

7
3x5
31
3x3x7
127
3x5x17
7x73
3x11x51

23x89
3x3x5x7x13
8191
3x43x127
7x31x151
3x5x17x257
13Ю71
3^x7x19x73
524287
3x52x l 1x31x41

72x 127x 337
3x23x89x683
47x178481
32x 5 x 7 x l3x17x241
31x601x1801

3x2731x8191
7x73262657
3x5x29x43x113x127
233x1103x2089

32x 7 x l1x 31x 151x 331
2147483647
3x5x17x257x65537
7x23x89x599479
3x43691x131071
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S_u_m_m_a_r_y_

M otes  on th e  s h i f t - r e g i s t e r  g e n e ra to rs

T h is  paper i s  co n n e c te d  w i th  th e  r e s u l t s  o f  F .H ,Young [ l ^  , 

c o n c e rn in g  t o  th e  c y c le s  and p e r io d s  o f  th e  S h i f t r e g is t e r  g e n e ra to rs .  

The paper c o n ta in s  w e ll  known th e o re m s , and o b ta in s  new r e s u l t s  to o .  

The a u th o rs  show th a t  t h e  se t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  a re  p r a c t i c a l l y  n o t 

o r  o n ly  h a r d ly  a p p l ic a b le .  So th e y  d e a l w i t h  th e  d e te rm in a t io n  o f  th e  

c y c le s  and p e r io d s  o f  g iv e n  s h i f t - r e g i s t e r s  on th e  e le c t r o n ic  

co m p u te rs , and  th e  p rob lem s r e g a rd in g  t h i s  m a t te r .
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В_е_з_ю_м_е

Статья занимается достижениями Ф .Х. Енга [ i }  , относящимися к  циклам и 

периодам генераторов двиговы х р е ги стр о в . Стаья содержит хорошо известны е 

теоремы и д ости гает новых р е зул ьта то в . Авторы показываю т, что эти те о р е 

тические результаты  в п р а кти ке  совсем неприменимы или почти  неприменимы. 

И та к  они тактую т определение циклов и периодов данного двигающего р е 

ги стр а  в электронных вычислительных машинах, и проблем, связанных с 

этой темой.
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