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Bakó A n d rá s :

A le g rö v id e b b  u t  m eghatározása  ve sz te sé g e s  h á ló z a tb a n

A le g rö v id e b b  u t  p ro b lé m á t F o rd  és F u lk e rs o n  C l l  h á lő e la é le t i  m ó d s z e rre l 

o ld ja  meg. A f e la d a t  egy á l t a lá n o s í tá s á r a  -  i d ő t ő l  fü g g ő  e lh u s s z a k k a l b í 

r ó  h á ló z a t r a  -  Cooke és H o lse y  [2 ]  ad a lg o r i tm u s t  d in a m ik u s  p ro g ra m o zá s i 

m ódsze rt k ö v e tv e .  K la fs z k y  E m il £з] a F o rd -F u lk e rs o n  f é l e  fo lyam m ódsze r 

s e g í ts é g é v e l egy rö v id e b b  e l j á r á s t  i r  l e ,  am ely az u t  h o sszá n  k i v ü l  a 

le g rö v id e b b  ú tv o n a la t  i s  m egad ja . A le g rö v id e b b  u t  egy m á s ik  -  a d o lg o z a t -  

ban s z e re p lő  -  á l t a lá n o s i t á s á t  Charnes és R a ik e  M  l i n e á r i s  p ro g ra m o zá s i 

m ó d s z e rre l o ld ja  meg. Ez a p ro b lém a  m ego ldha tó  a F o rd -F u lk e rs o n  f é le  e l 

já r á s s a l  a K la fs z k y  E m il á l t a l  l e i r t  g o n d o la tm e n e th e z  h a s o n ló a n .

A d o lg o z a tb a n  a p ro b lé m á t úgy o ld ju k  meg, hogy a fe la d a th o z  egy d u á l is  

f e la d a t o t  re n d e lü n k .  Az e r e d e t i  és a d u á l is  f e la d a t  m e g o ld á sa i k ö z ö t t i  

k a p c s o la to t  egy D u a l i t á s i  t é te lb e n  fo g a lm a z z u k  meg. A t é t e l  b iz o n y í tá s a  

e g y ú t ta l  a lg o r i tm u s t  i s  ad m ind a p r im á l,  m ind a d u á l f e la d a t  m ego ldásá ra .

1 . Legyen N véges sok p o n tb ó l á l l ó  h a lm a z . J e lö l jü k  N p o n t j a i t  l a t i n  

k is b e tű k k e l .  N evezzük x ,y e  N x  ^ у p o n to k a t ö ssze kö tő  s z a k a s z t a h á ló 

z a t  é lé n e k  és j e l ö l j ü k  az x  p o n tb ó l az у p o n tb a  f u t ó  é le t  ( x , y ) - n a l .

Legyen s £ N  és s ’ c  N k é t  r ö g z i t e t t  p o n t ja  a h á ló z a tn a k , az s N 

p o n to t  fo r r á s n a k ,  az s ’ £  Я p o n to t  n y e lő n e k  neve zzü k . J e l ö l j e  

<v“ ( x , y )  x , j £ N  az egységny i á ru  s z á l l i t á s i  k ö l ts é g é t  az x  p o n tb ó l az 

у p o n tb a . A s z á l l i t á s  közben az ( x , y )  é le n  az á ru  v é s z i t  a s ú ly á b ó l.

Ha az x  p o n tb ó l e gységn y i á r u t  s z á l l í t u n k ,  úgy az у p o n tb a  K (x ,y )  

m ennyiség é r k e z ik .  íg y  az e g ysé g n y i á ru  sú lycsö kke n é se  az x  p o n tb ó l az
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y pon tb a  v a ló  s z á l l í t á s  közben 1 - K ( x , y ) .

A Y " ( x ,y ) és K ( x , y )  függvén ye lc re  a k ö v e tk e z ő  r e lá c ió k  t e l je s ü lé s é t  

k ö v e te l jü k  meg.

rcx,y) г о mind x,y e N
= frO ha az (x,y) élen nem lehet szállítani

ü kK(x,y) é  1 mind X ,y e. N

A fe lh a s z n á ló n a k  az  s p on tba n  k o r lá t la n  m enny iségű  á ru  á l l  re n d e lk e z é 

s é re , és az a c é l j a ,  hogy az s* pon tban  b e é rk e z ő  egységny i á r u t  m in im á lis  

k ö l ts é g g e l s z á l l í t s a ,  f ig y e le m b e  véve  az é le k e n  a s ú ly c s ö k k e n é s t.

Legyen P = (s  = x o , x 1 , . . .  , x (,= s ’ ) egy az s p o n tb ó l az s ’ p o n tb a  ve ze 

tő  u t .  J e lö l jü k  X ( x ^ ) - v e l  az s -b ő l in d u ló  e g ysé g n y i á ru  s z á l l í t á s i  

k ö l ts é g é t  a P u t  m inden az x^ p o n t ig ,  y C x ^ - v e l  az s - b ő l  in d u ló  

egységn y i á ru  m e n n y is é g é t a P u t  mentén az x.^ p o n tb a n . Ezen fü g g v é 

n y e k e t n y i lv á n v a ló a n  a k ö v e tk e z ő  r e k u r z ió k k a l  a d h a t ju k  meg:

A ( x q ) = 0

Л ( х ± ) = Л ( х 1_1 ) + У ( х 1_1 ) '  y t x 1 _1 ,x i ) i  = 1 , 2 , . . . ,  n
/ 1.2/

V ( x o ) = 1

VCxt ) = V ( x i _1 ) • К  ( x i _1 , x . )  i  = 1 , 2 , . . . ,  n

A f e la d a t  m e g h a tá ro zn i a z t  a P u t a t ,  a m e ly re

/ 1 . 3 /  - - ( -g- J. m in im á lis
V ( s ’ )

a zaz ,  amely m entén s z á l l í t v a  az s* p o n tb a  é rk e z ő  egységn y i mennyiségre
eső s z á l l í t á s i  k ö l t s é g  m in im á l is .
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Ahhoz, hogy a f e la d a to t  m e g o ld ju k , az e lő b b i  un . p r ím á i fe la d a th o z  egy 

d u á l f e la d a t o t  re n d e lü n k .

A fe la d a t  d u á lis á h o z  a k ö v e tk e z ő  g a zd a sá g i s z e m lé le t te l  ju tu n k :  A s z á l l í t á s t  

egy s z á l l í t ó  i s  v é g e z h e t i,  a k i a h á ló z a t  m indenegyes x g N  p o n tjá b a n  meg

a d ja  a z t a y u (x )  á r a t ,  a m e n n y ié rt az x  pon tban  e g y s é g n y i á r u t  ad a 

fe lh a s z n á ló n a k .  Ahhoz, hogy a fe lh a s z n á ló  vegyen á ru t  az y  p o n tb a n , a 

^ u (y )  á ru n a k  o lcsó b b n a k  k e l l  l e n n i ,  m in th a  maga s z á l l í t a n á  egy m á s ik , x  

p o n tb ó l.  Ez az ( x , y )  é le t  f ig y e le m b e  véve  a z t j e l e n t i ,  hogy

« ( y )  à
'  K ( x ,y )

A s z á l l í t ó n a k  az a c é l j a ,  hogy a h a s z n á t,  azaz a ^ u ( s ’ ) é r té k e t  m a x im a li

z á l ja .

A d u á l is  f e la d a t  az e lő b b ie k  a la p já n  a kö ve tke ző ké p p  fo g a lm a z h a tó  meg: 

H a tá ro zzu k  meg a zo ka t a ^ u ( x ) ^ 0  x £ N  á r a k a t ,  am elyek e le g e t  te s z n e k  a 

/u (  s) = 0

/ 1 Л /  K ( x ,y )  *^ u (y )  -  / u ( x ) é  ^ f ( x , y )  x , y £ N

f e l t é t e le k n e k  és a

/ 1 . 5 /  ^ u ( s ’ ) m a x im á lis

A d u á l f e la d a t  le h e ts é g e s  m egoldásának nevezzük azon ^ u ( x )  x€ W  é r té k e k e t ,  

am elyek e le g e t  te s z n e k  / 1 . 4 /  f e l t é t e le k n e k .

A d u á l is  fe la d a tn a k  van le h e ts é g e s  m ego ldása , p é ld á u l ^ u (x )  = 0  x ê I Î ,  

m ert k i e l é g í t i  az / 1 . 4 /  f e l t é t e l e k e t .

Az a lá b b i t é t e l  b iz o n y í tá s a  k o n s t r u k t iv ,  ig y  egyben a lg o r i tm u s t  i s  s z o lg á l 

t a t  az / 1 . 3 /  f e la d a t  m ego ldásá ra .
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T é te l :

Legyen А  ̂ V > a z  / 1 . 2 /  r e lá c ió v a l  m egadott fü g g v é n y . 

Elekor

min - -A = max / u ( s ’ )
p V ( s ’ ) '

a h o l a minimum az s -b Ő l az s ’ -b e  v e z e tő  u ta k r a ,  a maximum az / 1 .4 / - n e k  

e le g e t te v ő  ^ u (x ^ )  á ra k ra  é r te n d ő .

2 . A t é t e l  b iz o n y í tá s á n á l f e lh a s z n á l ju k  az a lá b b i  lem m át, am e ly  a p r im á l 

és a d u á l fe la d a t  le h e ts é g e s  m e g o ld á sa i k ö z ö t t i  k a p c s o la to t  m u ta t ja .

Lemma;

T e ts z ő le g e s  P u t  és ^ u (x )  x £ N  le h e ts é g e s  m egoldás ese tén

A ■> ^  ,u (s ’ )
W ( s ’ ) 7

B iz o n y í tá s  :

i - r e  vona tkozó  t e l j e s  in d u k c ió v a l m e g m u ta tju k , hogy  egy P u t  m inden 

x ^  p o n t já ra  t e l j e s ü l  a

/ 2 .1/ * < * i >

V ( x i )
( x ^

e g y e n lő t le n s é g .

i= 0  ese tben  x = s ,  ig y  a A ^ V ^ ^  d e f in í c ió já b ó l  k a p ju k

M j ú

V ( s )
/u (  s)

Tegyük f e l ,  hogy i - 1  - r e  f e n n á l l  a / 2 . 1 /  e g y e n lő t le n s é g ,  azaz
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V ( x i - 1 )

л / i ( x L_ i )

az / 1 . 4 /  f e l t é t e l t  fe lh a s z n á lv a

V ^ i - i )
-  K (x i _1 , X i ) - / «  ( x L) V" K - l ' V

e g y e n lő t le n s é g e t  k a p ju k ,  á tre n d e z v e  / 1 . 2 /  m ia t t

Л ( x ^ )  ^  V (Xj_) . yU ( x i )

a la k h o z  ju tu n k ,  a m e lly e l a lem m át b e b iz o n y í to t tu k .

A lemma m ia t t ,  ha ta lá lu n k  o ly  P u ta t ,  és o ly  / 1 . 4 / - e t  k ie lé g í t ő  

^ u (x )  á r u k a t ,  am ely  mentén a / 2 . 1 /  e g y e n lő s é g g e l á l l  fe n n  m inden ï . ê P 

e s e té n , a k k o r a szükségképpen a p r ím á i fe la d a t  m inim um át i l l .  a d u á l f e l 

a d a t maximumát k a p ju k .

A t é t e l  b iz o n y í tá s a :

Tegyük f e l ,  hogy a ^ u (x ^ )  fü g g v é n y  o ly a n , hogy ^ u ( s ’ ) m a x im á lis . 

S o r o l ju k  az N p o n t j a i t  k é t  ha lm azba : S-be és S’ -b e .

Legyen

a .  /  s € S

b .  /  X £ S , ha van o ly a n  y  € S, hogy ( x ^ , y ) - r a  / 1 . 4 /  e g ye n lő 

sé g g e l t e l j e s ü l .

J e lö l j ü k :  S* = N -  S .

Ha s ’ 6 S, a ltk o r m e g h a tá ro z tu k  a z t  a P u t a t ,  am ely mentén / 2 . 1 /  egyen

lő s é g g e l t e l j e s ü l .

Ha s '  S’ , úgy

K (x ,y )«  / u ( y )  -  / u ( x )  < f  ( x , y )
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XG S 
y £ S ’

/  + / u ( x )  _ ( ) ) >  0
I K ( x , y )  '  1

A ^ u (x )  fü g g v é n y b ő l az £- s e g í ts é g é v e l k o n s t ru á lu n k  egy u.j " á r "  fü g g v é n y t 

a kö ve tke ző ké p p :

/u ( x )

^ u (x )

X £ S 

+ £. X £ S»

M e g m u ta tju k , hogy a z  ig y  k o n s t r u á l t  ^u (x ) fü g g v é n y  k i e l é g í t i  az / 1 . 4 /  

f e l t é t e le k e t :

/ u ( s )  = /u ( s )  = 0

A K (x ,y )  y u (y )  -  y u ( x ) £ í ( x , y )  f e l t é t e l  t e l j e s ü lé s é t  az a lá b b i 4 e s e t

ben k e l l  m eg m u ta tn i:

a. / xíS, y£ S esetben ^u(x) = ^u(x),. igy az /1.4/ feltétel teljesül.
b. / X £ S, y £ S ’ esetben

K ( x , y ) - / « ( y )  -  / ü ( x )  = К ( x , y ) [ y u , ( y )  + £ ]  -  ^ u (x )  £ 

é K { x , 7 ) [ / * ( y )  + f [ X g ^ C'X ] -  / ч Ы ]  -  / u ( x )  = )f ( x , y )

c. / x Ê S ’, y£ S esetben

K(x,y) */й(у) -/й(х) = K(x,y)yu(y) -/u(x) - £ X

Í K(x,y)yu(y) -^(x) é Jf (x,y)
d. / X e S’ , y e s ’ esetében
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K( x , y ) y ü ( y )  - у й ( х )  = K ( x ,y )  [y u (y )  +<£] - / u ( x )  -  £  =

= K ( x , y ) y u ( y )  - / u ( x )  —<£ [ l  — K( x , y ) J  é K ( x , y ) y u ( y )  - / u ( x )  J

ÿ u H  > /m I  ) ,

’ / 4  ' )

3 . Л f e n t ie k e t  egy nu m e riku s  p é ld á n  i l l u s z t r á l j u k .

T e k in ts ü k  a k ö v e tk e z ő  h á ló z a to t :

a h o l az é l r e  i r t  e ls ő  szám a s z á l l í t á s i  e g y s é g k ö lts é g e t (a  ) f  é r t é k e t ) ,  

a m ásod ik szám az é lv e s z te s é g e t (а  к  é r t é k e t )  j e l e n t i .  H a tá ro z z u k  meg 

a/4- З /  f e l t é t e le k n e k  e le g e t te v ő  u ta t  a p,, p o n tb ó l a p q p o n tb a .

I .  lé p é s  S =

P _p 1+0
F1 d. 1 /2 w — £i Iil-i~ri

-V------

II
<4J

P ^ p
e se tén

2+0 tiОIt

Л *6 1 /2

Az u j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l 2 .

A lé p é s e k n é l f e l r a j z o l j u k  a h á ló z a to t  b e k e re te z é s s e l m e g je lö lv e  az S-be 

b e je lö l t  p o n to t :
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I I ,  lépés ( Pl *  P2^

e s e té n

2+0
T72

2+2
475

- 2 * 2  — ► min

-  2 = 15

- 2  = 3

U/j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l 4-.

I I I ,  lé p é s í  P, P „ F - }1 1  2 о J

3+2 -  4- = 13 \
P2 - P3 2 /7

2+2

P2 ^ P5 4-/5

e s e té n 2+4- 00II1

P6 P5
1 /2

1+4- -  4- = 11

p6 _> P7
1 /3

U j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l 5 .

IV .  lé p é s  S = jP-^ P2

M
i-

1 
М

ы
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5+2
-  5 = 12 1? 2 —  P3 2 /7

2+5
- 5 - l Í -P5 ^  P4 З А

P5 ~ * P8
e se té n 4+5 -  5 = 131 /2

P6 P7
1+4 -  5 = 101 /3

m in !

U j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to k n á l

V . lé p é s : { T l  P;, P4  P , P6 }

3+2
-  9 ^  = 8 1P2 P3 1 /7

4+5

C\JfrA
0ЭIt

h
K

n
CT'1

P5 P8 1 /2
e se té n

P6 “ *■ P7
1+4 Q 1 Ц 2

-  9 3  = 5 51 /3

P4 - P9 2+95 q 1 c 1
“ 3 7 4 -  9 5  -  5 -9

min

- i
U j p o te n c iá l  az S - b e l i  p o n to ko n  1 5 .

V I .  lé p é s { 4  P2 P4 P5 P6 p7 )

3+2 -  15 _ 2 ~  “  ^ 2P2 P3 2 /7

P5 P8
4+5
1 /2 -  15 -  3

e se té n

P7 P8
4+15

^ 7 3 -  15 = «  J

p4 - p 9 2+93
-  15

1
“ 3 7 Г = 9

P o te n c iá lé r té k  a Pg pon tban  15 ^  •

min
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E gységny i á ru  s z á l l í t á s i  k ö lts é g e  a ú tv o n a lo n  m in im á lis :

@ --------------® -----------< § )

© ----------- - ф

fí>--------------<§)------------ ®

Iro d a lo m

1 .  /  L .R .F o rd  and D .R .F u lk e rs o n , "M ax im a l F low  T ro u g h t a N e tw o rk "

C anad ian  J .  Math» 8 .  339-4-04- /1 9 5 6 /

2 .  /  K .L .Cooke and E .H a ls e y : The S h o r te s t  R ou te  T ro u g h t a N e tw o rk  w i th

Tim e Dependent In te r n o d a l  T r a n s i t  T im es J .M a th .A n a l.A p p l.

14-, 4-93-498 /1 9 6 6 /

3 .  /  K la fs z k y  E . :  L e g rö v id e b b  u t  m eghatározása  id ő t ő l  fü g g ő  é lh o s s z a k k a l

b i r ó  h á ló z a tb a n . MTA SzK Közlem ények 3 , 29 -35  /1 9 6 8 /

4 .  /  A .Charnes and W .M .R a ike : O ne-pass A lg o r ith m s  f o r  some G e n e ra liz e d

N e tw o rk  P ro b le m s . O p e ra tio n s  R esea rch  14 , 914 -924  /1 9 6 6 / .

_S_u_m_m_a_r_y_

The s h o r te s t  p a th  p ro b le m  i s  s o lv e d  by F o rd  and F u lk e rs o n  [ l ]  by means 

o f  th e  ne tw ork  m e thod . F o r th e  g e n e r a l iz a t io n  o f  th e  p ro b le m  -  in  th e  

case  o f  n e tw o rk  h a v in g  edge le n g th s  depen d ing  on th e  t im e  -  Cooke and 

H o ls e y  [2 }  re n d e r  a lg o r i th m  w h i le  f o l lo w in g  th e  m ethod o f  d in a m ic  

p rogram m ing . E .K la fs z k y  [З ]  a p p ly in g  th e  f lo w  m ethod o f  F o rd  and F u lk e rs o n  

g iv e s  a s h o r te r  p ro c e d u re  d e l iv e r in g  th e  s h o r te s t  p a th  in  a d d i t io n  t o  th e  

le n g th  o f  th e  p a th .  An-other g e n e r a l is a t io n  d e s c r ib e d  in  t h i s  p a p e r i s
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p e rfo rm e d  by C harnes and R a ike  [ 4 ]  by means o f  l i n e a r  p ro g ra m m in g . T ha t 

g e n e r a l iz a t io n  can be s o lv e d  by means o f  th e  F ord  and F u lk e r s o n 's  p ro c e d u re  

s im i la r  t o  th e  way d e s c r ib e d  by  K la fs z k y .

The p ro b le m  in  t h i s  p a p e r i s  s o lv e d  by a s s in in g  a d u a l p ro b le m  t o  th e  

o r i g i n a l  one . We d e s c r ib e  th e  r e la t i o n  beetween th e  o r i g i n a l  and th e  d u a l 

p ro b le m  in  a d u a l i t y  th e o re m . The p ro o f  o f  th e  theo rem  g iv e s  an a lg o r i th m  

f o r  s o lv in g  o f  b o th  th e  p r im a l an d u a l p ro b le m  as w e l l .

Р е з ю м е

Проблему наикратчайш его пути  Форд и Фулькерсон [ í ]  рещают методом теории 
с е т о к .
Об-общение зад ачи - для се тки  имеющей рёбра завксяииеся от времени -  Сееке 
и Холвсей [2 ] рещают алгорифмом использующим метод динам ического програм 
мирования. Клафски Эмил [3 ]  описывает боляе короткий  процесс используя 
метод п о т о к о е  Ф орда-Ф улькерсона, который задаёт не только  длину п у т и , а 
наикратчайший п у т ь .
Д ругое  обобщение наикратчайщ его пути  -  которое  находится в настоящей 
ста тье  -  Чарнес и Рейльс [4 ]  решают методом линейного программирования. 
Эту проблему можно решать с процессом Форда-Фулькерсона ходом мыслей, 
похожим на описанный Клафски Эмилом.
П настоящей ста тье  мы решаем эту  проблему с двойственной задачей. Связь 
между прямой и двойственной задачами сформулируем в одной теореме д в о й ст
в енн ости . Д оказательство  теоремы одновременно задаёт и алгорифм для р е 
шения и прямой и двойственной задачи .
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