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Bakdé Andrés:

A legrovidebb ut meghatdrozdsa veszteséses hdldzatban

A legrdvidebb ut problémdt Ford és Fullkerson {1] né1delméleti médszerrel
oldja meg. A feladat egy dltaldnositédsdra - id6tdl flggé elhesszakkal bi-
ré hdldézatra - Cooke és Holsey [2] ad algoritmust dinamikus programozési
médszert kdvetve, Klafszky Emil [3] a Ford-Fulkerscn féle folyammédszer
segitségével egy rovidebb eljardst ir le, amely az ut hosszén kiviil a
legrovidebb utvonalat is megadju. A legrovidebb ut egy mdsik - a dolgozat
ban szerepld - &ltaldnositdsat Charnes ¢és Raike [4] linedris programozési
médszerrel oldja meg. Bz a probléma megoldhatd a Ford-Fulkergson fdéle el-

jérdesal a Klafszky Emil éltal leirt gondolatmenethez hasonldan,

A dolgozatban a problémat ugy oldjuik meg, hogy a feladathoz egy dudlis
feledatot rendeliink. Az eredeti és g dudlis feladat megolddsai koézdtti
kapcsolatot egy Dualitdsi tdételben fogalmazzuk meg. A tétel bizonyitédsa

egyuttal algoritmust is ad mind a primdl, mind a dudl feladat megolddséra.

1. Legyen N véges sok pontbdl 8116 halmaz. Jelsljik N pontjait latin
kisbetlkkel, Nevezzik x,ye N x f y pontokat Osszekdtd szakaszt a hdlé-

zat élének és jeldljik az x pontbél az y pontba futé élet (x,y)-nal.

3 »

Legyen s€N dés s*'€N két rogzitett pontja a hdlézatnak, az s N
pontot forrédsnak, az s’'€N pontot nyellnck nevezziik. Jeldlje
'x-(x,y) X,y €N az egységnyi dru szdllitdsi koltségét az x pontbél az
y pontba. A szdllités kdzben az (X,y) élen az éru veszit a sulydbdl.
Ha az x pontbdl egysdégnyi drut sudallitunk, ugy az y pontba XK(x,y)

mennyiség dérkezik. Igy az egysdégnyi éru sulycsdkkenése az x pontbdl az
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y pontba valé szdllitds kdzben 1-K(x,y).

A T(x,y\ és K(x,y) fluggvényekre a kdvetkezl reldcidk teljeslilését

kovetel jik meg.

T(zy) 2 O mind x,y€ N
VAR T(x,5) = oo ha az (x,y) élen nem lehet szdllitani
0£K(x,y) £ 1 mind x,y€&N

A felhaszndlénagk az 8 pontban korldtlan mennyiségii 4ru 411 rendelkezé-
sére, és az a célja, hogy az s? pontban bedrkeuzud egységnyi drut minimdlis

k8ltséggel széllitsa, figyelembe véve az éleken a sulycsdkkenést,

Legyen P = (s = KorXpyeee X = s8’) egy az s pontbdl az s’ pontba veze-
t6 ut. Jeldljik k(xi)—vel az s=-bdél induld egységnyi dru szdllitdsi
koltségét a P ut minden az X5 pontig, v(xi )-vel az s-b8&l indulé
egységnyl dru mennyiségét a P ut mentén az X; pontban. Ezen figgvé-

nyeket nyilvdnvaldéan a kdvetkezS rekurzidkkal adhatjuk meg:

A(Xo) =0

Alxy) = A(xi_l) - Y(xi_l) . ’{(xi_l,xi) e APl o
712/

Vi) =2

V{x;) = V(x5 5) * K (x5_9,%;) i = 152 ey B

A feladat meghatdrozni azt a P utat, amelyre

1,37 Ale') wondrinas
v(s?)

azaz, amely mentén széllitva az s’ pontba érkezd egységnyi mennyiségre

esd szdllitdsi koltség minimdlis.
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Ahhoz, hogy a feladatot megoldjuk, az eldbbi un. primdl feladathoz egy

dual feladatot rendeliink.

A feladat dualisadhoz a kovetkezd gazdasagi szemlélettel jutunk: A szillitast
egy szdllitd is végezheti, aki a halézat mindenegyes xgN pontjaban meg-
adja azt a /u(x) arat, amennyiért az x pontban egységnyi arut ad a
felhaszndlénak. Ahhoz, hogy a felhasznald vegyen 4rut az y pontban, a
/u(y) arunak olcsoObbnak kell lenni, mintha maga szallitana egy masik, x
pontbdl. Bz az (x,y) élet figyelembe véve azt jelenti, hogy

mlx) + ¥(x,y)
K(X,y)

ply) &
A szalliténak az a célja, hogy a hasznat, azaz a /u(s') értéket maximali-
zalja.
A dudlis feladat az eldbbiek alapjan a kdvetkezdképp fogalmazhatd meg:
Hatarozzuk meg azckat a /u(x)é() x €N 4rakat, amelyek eleget tesznek a
sls) =0

/1l.4/ K(X.y) '/u(y) - /u(x)-é X'(X.y) X,yeN

feltételeknek és a
£1..57 /u(s’) maximalis

A dual feladat lehetséges megoldasanak nevezzik azon /u(x) x€EN értékeket,

amelyek eleget tesznek /l.4/ feltételeknek.

A dualis feladatnak van lehetséges megoldasa, példaul /u(x) =0 x€eN,
mert kielégiti az /l.4/ feltételeket.

Az alabbi tétel bizonyitasa konstruktiv, igy egyben algoritmust is szolgal-

tat az /1.3/ feladat megoldasara.
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Tétel:

Legyen A) Y , az /1.2/ relidcibéval megadott fliggvény.
Ikkor

ahol a minimum az s-bdl az s'-be vezetd utakra, a maximum az /l.4/-nek

elegettevd /u(xi) Arakra értendd.

2. A tétel bizonyitasanil felhasznaljuk az alabbi lemmat, amely a primil
és a dudl feladat lehetséges megoldasal kozotti kapcsolatot mutatja.
Lemmas

Tetszdleges P ut és /u(x) x€N 1lcehetséges megoldds esetén

__3'_.(5_’). 2 /u(so)
V (s?)
Bizonyitéas:
i.-re vonatkozbé teljes indukciéval megmutatjuk, hogy egy P ut minden

x. pontjara teljesil a

i
Alx,)
121/ i % o (xi)
V(x;)
egyenliétlensége.

1=0 esetben x = s, igy a A)V),u definiciéjabél kapjuk

Als

TP

Tegyik fel, hogy i-1l -re fennall a /2.1/ egyenlétlensés, azaz
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A (xi—l) "

2 ax; ,)
V(x; ;) M-

az /l.4/ feltételt felhasznalva

A (Xi—l) %
___(....__ 2 Kz 0% m(xg) = X (x5_0.%;)

V%)
egyenl8tlenséget kapjuk, atrendezve /l.2/ miatt

h

A(xi) 2 Y (Xi) e (Xi>
alakhoz jutunk, amellyel a lemmadt bebizonyitottuk.

A lemma miatt, ha talalunk oly P utat, és oly /l.4/-et kielégit$
/u.(x) drukat, amely mentén a /2.1/ egyenléséggel 4ll fenn minden x;E€P
esetén, akkor a sziikségképpen a primil feladat minimumat ill. a dudl fel-

adat maximumat kapjuk.

A tétel bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy a /u(xi) fiiggvény olyan, hogy /u(s') maximalis.
Soroljuk az N pontjait két halmazba: S-be és S?-be.
Legyen
a./ s€S8
b./ x€S, ha van olyan y€S, hogy (xi,y)-ra /l.4/ egyenld-
séggel teljesul.

Jeldljiiks S* =N - S .

Ha s'€ =, akkor meghataroztuk azt a P utat, amely mentén /2.1/ egyen-

1l6séggel teljesil.
Ha s';é S?, ugy

K(x,3). paly) - alx) < { (x,7)
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minden x€S, y€S* esetén,

Jelol jik:

g Vix,y) + m(x) _ >
é-xmensl ( K(x,y) , e ) ;
yES?

A /u(x) fiiggvénybdél az < segitségevel konstrualunk egy uj "ar" figgvényt

a kovetkezlképp:
/u( x) x€ES
/u( x) +& x€8?

Megmutatjuk, hogy az igy konstrualt /E(x) fliggvény kielégiti az /1.4/
feltételeket:

/ﬁ(s) = m(s) =0

A K(x,y) /u(y) - /u(x) < ¥ (x,y) feltétel teljesiilését az alabbi 4 eset-

ben kell megmutatni:

a./ x€S, yES esetben /E(x) = /u(x),. igy az /l.4/ feltétel teljesiil.
b./ x€8, yES® esetben

Kix,y): AAly) = x) = K (5,0 [ pf) +€] - plx) <

[(x,y)+T,u(x)
K(x,y)

£ K(x,y) [uly) + - Ay ] - alx) = ¥ (x,y)

c./ XES', yES esetben

K(x,y)'/l_l(y) —/Tl(x) K(x,y)'/u(y) -/u(x) g &

x- (x,5)

d./ x€3 , ye€ S* esetében

IN

£ K(x,y)-/u( y) -/u(x)
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K(x,y)-/ﬁ(y) -/ﬁ(x) = K(x,y) [/u(y) +£] -/u(x) - i =
= K(x,y)uly) =ulx) =& [1 - K(x,y)] £ K{x,y)yaly) - ulx) ¥,
&> £ pl) Spal )
M)
5. A fentieket egy numerikus példan illusztral juk.

Tekintsik a kovetkezd hadlézatot:

ahol az élre irt elsd szadm a szdllitasi egységkoltséget (a X_értéket),
a masodik szam az élveszteséget (a Kk értéket) jelenti. Hatarozzuk meg

a/{.}/ feltételeknek elegettevé utat a P, pontbél a Py pontba.

1+0

Pl—,PE —172— —O:g —> min!
& = esetén
2+0
Pl—>P6 5 i 0 = 4

Az uj potencial az S -beli pontoknal 2.

A lépéseknél felrajzoljuk a halézatot bekeretezéssel megjeldlve az S-be

bejelolt pontot:



Pl-——P, —%;%— -2 =2 — min!
E = esetén 1
Uj potencidl az S -beli pontoknal 4.
III, 1épés S = {P; P, P, )
342 )}
(P, —P; s~ % =139
2+2 s
-4 =1 — min!
P, =P “L/5 =
CS =3 esetén -—7'—2#* -4 =8
ﬁ P —-P 172
6 5
1+4
174 4 = 11
LP6—’.P7 1

Uj potencidl az S -beli pontoknal 5.

IV. 1épés_ S = {Pl P, E P6}
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3+2 g, 1
Ty g
P, P, S42 -5 = 4 3 — min!
£ = esetén .

U_I"d
2+ ]
(00]
#;
+
N
]
\n
1
'-_J
N

1+4
P6—>P,7 = 5 =10
Uj potencidl az S -beli pontoknal .
V. 1épés s={p P, P, P; P}
1 e 3+2 Lo bl
S e T ~28="E
4+ 1 2
Yo g Y72 -93-=8%
E= 4 esetén 1+ 1 >
P6—bP7 —1—73—-93=53-—>min!
1
P, —P 2+
4 9 L =7
S g L 9 3 = 5 9
- ~{]
Uj potencidl az S -bell pontokon 15.
VI. 16pés S = (P, P, P, P5 Pg Py}
’P2""P3 2+2 - 15 =2-’2L-
P5 — Fg 1A -5 =3
é = ﬁ esetén
P7—P8 —12‘%%2—15=13%
1
B,.— P 2+
| g -37K—93_15=-]§—>m1n

Potencialérték a P9 pontban 15 % .
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Egységnyl aru szdllitasi koltsége a P1P2P5P4P2 utvonalon minimaliss
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The shortest path problem is solved by Ford and Fulkerson [1] by means

of the network method. For the generalization of the problem - in the

case of network having edge lengths depending on the time -~ Cooke and
Holsey [2] render algorithm while following the method of dinamic
programming. E.Klafszky [3] applying the flow method of Ford and Fulkerson
gives a shorter procedure delivering the shortest path in addition to the

length of the path. Antther generalisation described in this paper is
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performed by Charnes and Raike [A] by means of linear programming. That
generalization can be solved by means of the Ford and Fulkerson'’s procedure

similar to the way described by Klafszky.

The problem in this paper is solved by assining a dual problem to the
original one. We describe the relation beetween the original and the dual
problem in a duality theorem. The proof of the theorem gives an algorithm

for solving of both the primal an dual problem as well.

Npo6neny warkxparuafimero myrn Pops m Pynskepcon [4] pemawr veromom Teopum
CEeTOK.

O6o6menue Bsagayn- XAA ceTkn vMepme# pE6pa 3aBrcsmmecs ot BpeveHn - Ceexe
v Xoxscei [2] pemanT arropudMOM KCIONBI3YPNUM METOJ IUHAMWUECKOI'O Nporpay-
vupoRanng, Kredexm dura [3] ONZCHBRAET Gon@e KODOTKUY mpomecc MCNNIb3yA
verox noroxok Popra-®yrskepcoHa, KoTOpH{ 3ana&T He TONBKO NJAWHY NyTH, &
Hawkparualimnif nmyrs.

Ipyroe o6o6nerne Harkpardaiimero TMyTH - KOTOpOo€ HAXOAMTCH B Hacrogmel
crarre - Yaprec u Pellase [4] pemapnT MeToROM JMHeNHOro MpOoTrpaMMEIpOBAHNA,
3ty np 6ixemy HOXHO vpemarTh c¢ npomeccom Popra-PynrkepcoHa XoZoMm wmmciaell,
noxoxuM Ha onucannwl Kradexm Dunior,

7 gacrosmeidl crarre ME pemaeM 3Ty nrobxemy ¢ gBolerrenuol# sameuveil., Cea3s
mexny npavo#t u meriterrenro#t sazavamm chopuynmpyem B nnHOo#t Teopeme gBOlicT-
BeHrocTu, JloKasarerhCTBO TEOPEMH OJHORpeMEeHWo 3afadt u axropudm AIg pe-
meHmda n npamoit » xBolterrewnolt 3anaunm,
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