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Sormevend G yörgy:

M egjegyzések a d i f f e r e n c iá l  .já té ko k  e g y s z e rű  t í p u s a i r ó l .

Ezen je g yze tb e n  a d i f f e r e n c iá l  já té k o k  néhány s p e c iá l is  p ro b lé m á já v a l fo g ­

la lk o z u n k .

E lő s z ö r  v iz s g á l ju k  a k ö v e tk e z ő  ü ld ö z é s i f e la d a t o t .

Egy К k ö r la p o n  m ozoghat az ü ld ö z ő ,  a H h a tá r o ló  k ö rv o n a lo n  az ü ld ö z ö t t ,  

m in d k e ttő jü k  a b s z o lú t  é rté k b e n  m a x im á lis  sebessége 1 .

A fe la d a t  »m egha tá rozn i m in d ké t r é s z r ő l  az o p t im á l is  v is e lk e d é s m ó d o t. A lább  

egy  i l y e t  adunk meg ( t ö k é le te s e n  jó  e redm ényt adva [ 6 ^ - b o n ) .

I l y e n  t ip u s u  fe la d a to k k a l  töb b e n  f o g la lk o z ta k .

A le g á lta lá n o s a b b  m ódsze rt d i f f e r e n c iá l já t é k o k r a  (ü ld ö z é s  e se tébe n ) 

P o n t r ja g in  ( I ]  i l l .  l i n e á r i s  já té k o k k a l  [2 -4 1  c ik k é b e n  a d o t t .  B á tra n  á l l i t -  

h a t ju k ,  hogy m ódszere és e c ik k  k é t  a la p té te le  a d i f f e r e n c iá l  já té k o k  e lm é­

le té n e k  fo n to s  e le m e it  a lk o t já k .

M égis a f e n t i  e g y s z e rű  fe la d a t  e lem zése so rán  m e g m u ta tju k , hogy az [1 ] 

c ik k  a la p fe l te v é s e i  ese tébe n  nem te l je s ü ln e k  és ig y  to v á b b i k u ta tá s r a  van 

szükség  és le h e tő s é g  e f e la d a t t ip u s  v iz s g á la tá n á l .

E lő s z ö r  i s  je g y e z z ü k  meg, hogy a f e n t i  f e la d a t  á l la p o t t e r e  nem egy t e l j e s  

e n k l id e s i  t é r ,  hanem egy h a tá r r a l  re n d e lk e z ő  d i f f e r e n c iá lh a t ó  sokaság : a 

k ö r la p  és a k ö rv o n a l d i r e k t  s z o rz a ta  (H enge r, m e lynek a la p  és f e d ő la p ja i  

" a z o n o s itv a "  van (ö s s z e ra g a s z tv a  az egy m agasságvonalon fe k v ő  p o n tp á ro k ) .  

H abár az [1 ] i l l .  [4 ]  c ik k b e n  á l la p o t t é r k é n t  a t e l j e s  e n k l id e s i  t é r  sze ­

r e p e l ,  könnyen e l le n ő r iz h e t jü k ,  hogy  az o t t  m e g a d o tt módszer á tv ih e tő  t e t ­

s z ő le g e s  d i f f e r e n c iá lh a t ó  sokaságon v e t t  d i f f e r e n c iá l j á t é k  e s e té re ,  h is z e n  

a meggondolások " l o k á l i s "  je l le g ű e k .

B evezetve  а К x  L  = R sokaságon egy te rm é s z e te s  k o o rd in á ta  re n d s z e r t  a 

játék e g y e n le te i
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X = u I u |í= 1
z = v  IV I ^  1

(K = 

L =

2 2 x^ + X 2

0 - z < 1

M  : и„X = z

A t e r m in á l is  ha lm az M a h e n g e rp a lá s t  egy c s a v a rv o n a la . M iv e l M nem 

ko n v e x  a M  c ik k  módszere k ö z v e t le n ü l  nem a lk a lm a z h a tó . (E lk é p z e lh e tő ,  

hogy e m ódsze rt le h e t  úgy á l t a lá n o s í t a n i  -  az a l te r n á ló  ö ssze g  m űve le t 

nem ko n ve x  ha lm azokra  v a ló  á l t a lá n o s í tá s á v a l  -  hogy á l t a l a  fe la d a tu n k  k e ­

z e lh e tő  le s z ,  m ost e z z e l nem fo g la lk o z u n k . )  V iz s g á l ju k  m ost az [ l ]  c ik k  

m ódszerének a lk a lm a z h a tó s á g á t.

A Y  v e k to r fü g g v é n y re  v o n a tko zó  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  je le n  ese tben  

(a  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  h e ly t ő l  fü g g e t le n )  Y  = 0 ,  e z é r t  az o p t im á l is  

mozgásoknak egyenesvona luaknak k e l le n e  le n n i .  u ( t ) - t  i l l .  v ( t ) - t  az ha ­

tá ro z z a  meg, hogy

i l l e t v e

u ( t )  á / 12 m a x im á lis  [ Y ^  2 = Y ^ ,  Y 2 )

v ( t ) m in im á lis  Y ^  = Y  ̂

abban az e s e tb e n , ha p l .  Y ^ = 0 a v ( t ) m e g h a tá ro z a t la n .

A Y  - k  az M -re  m erő leges v e k to r o k .  Egy á b ra  f e l r a jz o lá s á v a l  könnyen 

lá t h a t ó ,  hogy Y  -  0 o ly a n  k i i n d u lá s i  h e ly z e th e z  t a r t o z ó k ,  m e lyn é l az 

ü ld ö z ő  és ü ld ö z ö t t  ö ss z e k ö tő  egyenese átm egy a k ö rk ö z é p p o n to n . A v ( t )  

i l y e n  h a tá ro z a t la n s á g a  m ia t t  az S sokaság nem s z e rk e s z th e tő  meg. A mód­

s z e r t  le h e tn e  m e n te n i a z á l t a l ,  hogy az S sokaság m egsze rkesz tésé hez  nem 

az ö ssze s  le h e ts é g e s  Y  - t  h a s z n á lju k .  Az 5 és 6 f e l t é t e l e k  b iz to s í tá s á h o z  

p l .  \ Y  ^  k e l le n e  m e g k ö v e te ln i.  Azonban m indenképpen b a j van a

Y j  = 0 e s e t t e l :  ahhoz, hogy az S - r ő l  v a ló  w le k é p e z é s  k ia d ja  az 

egész В- t ,  szükséges , hogy b e v o n ju k  e z t az e s e te t  i s ,  m á rp e d ig  fe n n á l lá s a ­

k o r  v ( t )  nem le h e t  úgy d e f i n i á l n i ,  hogy az a la p v e tő  1 f e l t é t e l  f e n n á l l jo n .
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Az a lá b b ia kb a n  megadunk egy s t r a t é g iá t ,  m ely vé g e s  id ő  a l a t t  b e fe je z i  a 

já t é k o t .  Más m ódszer k e l l  t e h á t !

Ez az eredmény é rd e k e s ; u g y a n is  abban az e s e tb e n , ha az ü ld ö z ö t t  i s  az 

egész К kö rö n  b e lü l  mozoghat is m e r t  ( B e s ic o v i t z  egy e redm énye ), hogy az 

ü ld ö z ö t t  v é g te le n  h o sszú  id e ig  k i t é r h e t  az e lk a p á s  e lő l  ( l d .  L i t t le w o o d  : 

M a th e m a tica l M is c e l la n y  az ő s t r a té g iá já n a k  lé n y e g e ,  hogy p á ly á ja  ö ssze ­

gükben v é g te le n  h o s s z ú  egyenes s z a k a szo kb ó l á l l ,  m e lye ke t úgy v á la s z t  meg 

d is z k r é t  id ő p i l la n a to k b a n ,  hogy ir á n y u k  m e rő le g e s  le g y e n  ő és ü ld ö z ő je  ősz 

s z e k ö tő  egyenesére és ha ez az egyenes nem megy á t  a k ö rk ö z é p p o n to n , a k k o r 

a k o rk ö z é p p o n to t ta r ta lm a z ó  o ld a lá r a  m u ta sso n ).

Ha te h á t  az ü ld ö z ö t t  számára van  egy k ö r ,  am elyen  b e lü l  m ozogha t, a k k o r 

ü ld ö z ő je  (u g ya n a kko ra  m a x im á lis  se b e ssé g g e l) nem tu d ja  m e g fo g n i, ig y  p l .  

a k á rm ily e n  k is  k ö rg y ű rű  e lé g  a m egm eneküléshez.

A d ju k  most meg az e lfo g á s  s t r a t é g i á j á t .  E lő s z ö r  i s  menjen az ü ld ö z ő  a k ö r  

k ö z é p p o n tjá b a , e z u tá n  mozogjon ú g y , hogy ö s s z e k ö tő  egyenesük á lla n d ó a n  

á tm e n je n  a k ö r  k ö z é p p o n t já n .  Ha e m e l le t t  az ü ld ö z ö t t  m a x im á lis  sebességge l 

e g y irá n yb a n  h a la d ,  a k k o r az ü ld ö z ő  p á ly á ja  egy î f  suga ru  f é l k ö r ,  m ely a 

k i in d u lá s h o z  t a r t o z ó  ö ssze kö tő  e gyene s t a kö zé p p o n tb a n  é r i n t i  (a  középpo n t 

és k e r ü le t i  szögek t é t e l e ) .

Ha az ü ld ö z ö t t  e g y irá n y b a n  m a x im á lis  sebesség ge l f u t ,  a k k o r az e lfo g á s a  
' f f /

H  id ő  után k ö v e tk e z ik  be . Ha közben  i r á n y t  v á l t o z t a t  (m a x im á lis  sebessé­

g é t t a r t v a ) ,  a k k o r  s z im m e tr ia  o k o k b ó l (ö s s z e k ö tő  egyenes m in d ig  átm egy a 

k ö r  középpon tjáu l) az e lfo g á s  ugya n a n n y i id ő  a l a t t  b e k ö v e tk e z ik .  Ha k is e b b  

sebességge l h a la d ,  a k k o r az ü ld ö z ő n e k  m ódjában van  (a s z im m e tr ik u s  h e ly z e ­

t e t  á lla n d ó a n  fe n n ta r t v a )  ugyanazon id ő  a l a t t  még e lőnyösebb  (k ö z e le b b i)  

p o z ic ió t  e l f o g l a l n i .  V a ló s z ín ű n e k  l á t s z i k ,  ho g y  ez az ü ld ö z ő  r é s z é r ő l  i s  

o p t im á l is  s t r a té g ia  (azaz n y e re g p o n t)  azonban nem s z im m e tr ik u s  ese tben  

e lé g  b o n y o lu ltn a k  l á t s z i k  az o p t im á l is  üzés ( v i lá g o s ,  hogy b iz o n y o s  e s e te k  

ben gyorsabban i s  s ik e r ü l  s z im m e tr ik u s  h e ly z e te t  e lé r n i ,  m in t a kö z é p p o n t­

ba fu tá s  ré v é n ) .  Vegyük é s z re , ho g y  ez a s t r a t é g ia  is m e rtn e k  t é t e le z t e  f e l



- V? -

az ü ld ö z ö t t  i r á n y í t á s á t  az a d o t t  p i l la n a tb a n  (nem úgy m in t a f e n t  e m l í t e t t  

" k i t é r é s i "  s t r a t é g ia ) .  Érdemes m e g je g y e z n i, hogy k o n s tru k c ió n k b a n  éppen 

az a k iv é te le s  h e ly z e t ,  s z in g u la r i t á s  k é p e z te  a lé n y e g e s  p o n to t ,  am e ly  m i­

a t t  a P o n t r ja g in  f é l e  módszer nem a lk a lm a z h a tó .

Jegyezzük  meg, ho g y  a f e n t i  módszer á t v ih e tő  a r r a  az ü ld ö z é s i f e la d a t r a ,  

m elyben К i l l .  H s z e re p é t az n d im e n z ió s  gömb i l l .  g ö m b fe lü le t  v e s z i  

a t .

Á lta lá n o s a b b a n  s e j t h e tő ,  hogy a f e n t i  ü ld ö z é s i f e la d a t ( t e t s z ő le g e s  ko n ve x  

t e s t  és annak f e lü le t é n )  véges id ő  a l a t t  b e fe je z h e tő ,  ha a t e s t  k o r lá t o s ,  

(és f e lü le t e  m inden p o n tb a n  p o z i t i v  g ö rb ü le tü k )

T é r jü n k  most á t  egy m ásik  p ro b lé m á ra ^ P o n t r ja g in  \J\-\ c ik k é b e n  a l i n e á r i s  

d i f f e r e n c iá le g y e n le te k  e s e té re  egy á l ta lá n o s  m ódsze rt i r t  le  

z = Cz + U - l^ ,  z e E  u e U ,  v e V

Az ő módszere a lk a lm a z h a tó  te ts z ő le g e s  (v é g te le n d im e n z ió s )  l i n e á r i s  té rb e n  

é r te lm e z e t t  d i f f e r e n c iá l  já té k  ese tében  i s ,  ha a k o n s tru k c ió b a n  s z e re p lő  

in te g r á lo k  lé te z n e k .  Ez az e s e t á l l  fe n n  a k k o r ,  ha az i r á n y í t á s i  param é­

te r ta r to m á n y o k  U és V kom pakt ha lm azok .

M in th o g y  az i r á n y í t á s i  p a ra m é te r ta r to m á n y  az i r á n y i t ó  o b je k tu m  te c h n ik a i  

k a p a c itá s á t  a d ja  meg m a te m a t ik a ila g ,  te rm é s z e te s ,  hogy az u i l l .  v - r e  

v o n a tko zó  k ik ö té s e k

(E^u^u) é  тх (E2v ,v )é  m2

a h o l ( H i lb e r t  t e r e t  v iz s g á lv a  á l la p o t t é r k é n t )  és E2 p o z i t i v  ö n a d -

ju n g á l t  " e n e rg ia "  o p e rá to ro k ,  m elyek az e s e te k  nagy ré szé b e n  nem k o r lá to s  

( á l t . : d i f f e r e n c i á l ) o p e rá to ro k .



-  48

S p e c iá l is  p é ld a k é n t t e k in t h e t jü k  eg y  ruga lm as  t e s t r e  h a tó  e l le n t é t e s  

e rő k  já té k á t  ( h ú r ,  membrán), va g y  R - t  m in t z a jfü g g v é n y e k  h a lm a z á t t e ­

k in t v e ,  u z a jk e l t ő  v  z a j c s i l l a p i t ó  h a tá sú j-va g y  L2 ( o , l ) - t  m in t k e r i -  

té s a la k z a to k  h a lm a z á t,  a h o l u f a l é p i t ő  v  fa lr o m b o ló  h a tá s ú .

Az i t t  f e l lé p ő  e s e te k  nagy ré szé b e n  az U i l l .  V ha lm azok kom paktak , 

p l .  ha X n az E o p e rá to r  s a já té r té k e in e k  re n d s z e re ,  m e ly  e g y  t e l j e s  

s a já tv e k to r re n d s z e rh e z  t a r t o z i k ,  a k k o r  u = ^  un m ^  ( E ,u ,u )  ^  (E  1̂ , 1̂ )

= 'v IunI2 -bSi

K I  < £

T ehá t 2 — — <<*& e se té n  a m e g fe le lő  u v e k to ro k  benne vannak a
j *  П

VTu „ l< П—1 , 2 , . . .

H i lb e r t  té g lá b a n , m e ly  kompakt h a lm a z . A f e n t i  e g y e n lő t le n s é g  

( Xn < ) számos e n e rg ia o p e rá to r ra  t e l j e s ü l .

A kö ve tke ző kb e n  v iz s g á l ju k  az e g y s z e rű

x  = u x -y = z  Ms x = y  z = 0

j  = v  z= u -v  U: (E ^ u ,u )  -  m-̂  ; V: (E2v , v ) ^ m 2

á l t a l á n o s í t o t t  e l l ip s z o id o k ,  

d i f f e r e n c iá l j á t é k o t  egy H i lb e r t  té r b e n .

«
Legyen T = U -  V , v a g y is  azon x  p o n to k  h a lm aza , m e lye k re  

X  + V < U

( F e lte h e tő ,  hogy $ ^ U ) .  A T k o n s t r u k c ió já b ó l  v i lá g o s ,  hogy  zQ p o n t­

b ó l a já té k  nem fe je z h e tő  be, ha az  M + sT ( k é t  ko n ve x  t e s t  kom plexus 

összege ) sem m ilyen s - r e  sem ta r ta lm a z z a  zQ- t .  M á sré sz t e g y s z e rű  b e lá t n i ,  

hogy ha v a la m ily e n  s - r e  a ta r ta lm a z á s  f e n n á l l ,  a k k o r  a já t é k  zQ- b ó l  k i ­

in d u lv a  s id ő  a l a t t  b e fe je z h e tő ,  ( l d .  P o n t r ja g in  e m l í t e t t  c ik k é t  Ç£J a 

f e l lé p ő  in te g r á lo k a t  c é ls z e rű  á l t a lá n o s a ,  a Bochner i n t e g r á l  k e re té b e n
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n é z n i f e l t é v e ,  h o g y  | |u ( t ) | |  k o r lá to s  és L e b e sq u e -m é rh e tő , te h á t  az U 

kom paktsága sem szükséges , ha Bochner in t e g r á lo k  e x is z t e n c iá já t  f ig y e le m b e  

v e s s z ü k . Az || u ( t ) fl k o r lá t o s ,  ha E spek trum a  nem t e r je d  egy p o z i t í v  

3 - n á l  le j je b b .

Ha U kom pakt, a k k o r  é rdekesen  je le n t k e z ik  a t é r  v é g te le n  d im e n z ió s  v o l t á ­

b ó l a kö ve tke ző  té n y :  L é te z ik  o ly a n  ZQ p o n t ,  ahonnan k i in d u lv a  a já t é k  

nem fe je z h e tő  be, annak e l le n é r e ,  hogy T nem ü re s  (am i s z e m lé le te s e n  a z t  

j e l e n t i ,  hogy az ü ld ö z ő  ( u) nagyobb le h e tő s é g e k k e l r e n d e lk e z ik ,  m in t az ü l ­

d ö z ö t t ) .  Ez a z é r t  v a n , m ert T ^ U  m ia t t  T i s  kom pakt és v é g te le n  d im e n ­

z ió s  H i lb e r t  té rb e n  kom pakt ha lm az nem le h e t  e ln y e lő ,  u g y a n is  ő seho lsem  

s ü rü , h is z e n  z á r t  és gömböt nem ta r ta lm a z ,  ig y  a B a ire  t é t e l  m ia t t  nem l e -
CVo

h é t U  n T = H.
•I

Nem p a ra d o x  a f e n t i  á l l i t á s  a k k o r ,  ha ZQ o ly a n  v e k to r ,  m e ly re  (E  Zo ,Z Q)=  o o

Ha te h á t  a re n d s z e r  te rm é s z e te s  e n e rg ia  o p e rá to ra  E , a k k o r  m inden véges 

e n e rg iá jú  á l la p o t  le é p í th e tő  ( azaz  O-ba v ih e tő  a f e n t i  já té k  e s e té b e n , a k ­

k o r  és csak a k k o r ,  ha s .T - ^ j(E ,z ,  z) =* c o n s t  ̂  v a la m e ly  s - r e .

< m  ̂ ez t e l j e s ü l ,  h is z e n  

e k k o r T = U — V => (m -j-n^) (1 ^ )  U = D ^ ,  V = D , Ds = (E  u ,u )  é s j e l ö ­

lé s e k k e l .  Az Eo e l l i p s z o id  konvex  v o l t á b ó l

E_ + ( - mp) Ei ^  E m2 1 d '  a. m-̂

(e z  te ts z ő le g e s  ko n ve x  t e s t r e  é rvé n ye s  ö ssze fü g g é s  könnyen b iz o n y í th a tó  

m e g fe le lő  h a s o n ló s á g i három szögek b e v o n á s á v a l) .

Abban a s p e c iá l is  e s e tb e n , ha E^ = E2 = E , íru^

Iro d a lo m :

P o n t r ja g in  [1 ] U szp e h i M a t.N auk . 1966. 2 1 .4 .2 1 9 -2 7 4 .

[2 ] D o k la d i Akad.Naük 1 7 4 .N o . I .  2 7 -2 9 .

[3 ]

M

1 7 4 . N o .6 .  1278-1280
1 7 5 . N o .4 .  764-766
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H L it te w o c d :  M a th e m a tic a l M is c e lla n y

[C ]M egje lenőben m agyar is m e r te té s  a f e n t i  c ik k e k r ő l  a je le n  je g y z e t  s z e rz ő jé ­

t ő l .

N ote  on d i f f e r e n t i a l  games

In  t h i s  n o te  we in v e s t ig a te  th e  f o l lo w in g  p u r s u i t  p ro b le m . The p u rs u e r 

moves on th e  c i r c l e  |z| é l ,  th e  p u rs u e d  on th e  c irc u m fe re n c e  | z | =  1 , b o th  

have can have v e lo c i t i e s  w i th  a b s u lu t  v a lu e s  s m a lle r  th e n  1 .

We show th a t  th e  tw o  fu n d a m e ta l m ethods in  [1 ] and [4 ] a re  n o t a p p l ic a b le ,  

and f i n d  a s t r a te g y  w ich  ends th e  game in  f i n i t e  t im e .  T h is  s t r a te g y  

r e q iu r e s  t h a t  th e  tw o  o b je c ts  l i e  on a l i n e ,  w ic h  passes th ro u g h  th e  

c e n t re  o f  th e  c i r c l e -  and i t  i s  i n t e r e s t in g  th a t  t h i s  i s  th e  c o n f ig u r a t io n  

w ic h  re p re s e n ts  th e  s in g u la r i t y  on w ic k  f a i l s  th e  a p p l i c a b i l i t y  o f  th e  

method [ 1 ] .  H o w e re r we d id  n o t p ro o v e  t h a t  o u r s t r a te g y  i s  th e  b e s t 

p o s s ib le .  Tho f i n a l  s o lu t io n  i s  g iv e n  i n  [ 6 ] .

A tte m p t in g  in v e s t ig a te  th e  p u r s u i t  p ro b le m  in  a H i lb e r t - s p a c e  w i th  th e  

m ethod o f  [ 4 ]  we made same re m a rk s  w ic h  show t h a t  in  m a tu ra l cases th e  

c o n t r o l  re g io n s  conespo nd ing  t o  f i n i t  e n e rg y  c a p a c ity :

(E  u ,u )  < co n s t -  E i s  th e  e n e rg y  o p e ra to r  -  i s  com pact. From t h i s  fo l lo w s  

t h a t  th e  q u e s t io n  o f  end ing  th e  game i s  n o t  so t r i v i a l  as in  th e  f i n i t

P e 3 го u -e

В настоящей статье исследуется  проблема гоньбы : гоняющий 
движется в к р у ге  j a j é i  , гонянный на о кр уж н о сти f z |=1 , и оба имеют 
скорость  меньше единицы по абсолютной величине.
Мы покажем, что  основные методы работ |Y ] и 14 J неприменимы и найдем 
стратегию  окончающ уг и гру  в течении конечного  времени.
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