Sonnevend Gyorgy:

Megjegyzések a differencial jatékok egyszeru tipusairodl.

Ezen jegyzetben a differenciil jatékok néhany specidlis problémijaval fog-
lalkozunk.

Elészor vizsgdljuk a kovetkezd (ildozési feladatot.
Egy K korlapon mozoghat az 1ild6z6, a H hatarolé korvonalon az ildozott,

mindkett8jiik abszolut értékben maximalis sebessége 1.

A feladat,meghatdrozni mindkét részrdél az optimalis viselkedésmédot. Alabb
egy ilyet adunk meg { tokéletesen j6 eredményt adva [6]-ban).

Ilyen tipusu feladatokkal tobben foglalkoztak,

A legaltalanosabb médszert differencidl jatékokra (i{ildézés esetében)
Pontrjagin [L] 111l. linearis jatékokkal [2-4] cikkében adott. Batran allit-
hat juk, hogy modszere és e cikk két alaptétele a differencidl jatékok elmé-
letének fontos elemeit alkotjék.

Mégis a fenti egyszerii feladat elemzése soran megmutatjuk, hogy az [1]
cikk alapfeltevéseil esetében nem teljesiilnek és igy tovabbi kutatasra van

sziikség és lehetéség e feladattipus vizsgalatanal.

Elészor is jegyezzik meg, hogy a fenti feladat allapottere nem egy teljes
enklidesi tér, hanem egy hatdrral rendelkezd differenciadlhaté sokasag: a
kdérlap és a kérvonal direkt szorzata (Henger, melynek alap és feddlapjai
"agzonositva" van (Osszeragasztva az egy magassigvonalon fekvd pontparok).
Habar az [1] ill. [4] cikkben &llapottérként a teljes enklidesi tér sze-
repel, kénnyen ellenérizhetjiik, hogy az ott megadott moédszer atvihetd tet-
szbleges differencidlhatd sokasagon vett differencidljaték esetére, hiszen

a meggondolasok "lokalis" jellegliek.

Bevezetve a K x L = R sokasagon egy természetes koordinata rendszert a

jaték egyenletei
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A termindlis halmaz M a hengerpalist egy csavarvonala. Mivel M nem
konvex a [4] cikk modszere kozvetleniil nem alkalmazhaté. (Elképzelhetd,
hogy e mbédszert lehet ugy dltaldnositani - az alterndld Osszeg mivelet
nem konvex halmazokra valé altaldnositésaval - hogy altala feladatunk ke~
zelhet$ lesz, most ezzel nem foglalkozunk.) Vizsgaljuk most az [1] cikk

médszerének alkalmazhatésagat.

TG vektorfliggvényre vonatkozb differencialegyenlet jelen esetben
(a differencidlegyenlet helytdl fiiggetlen) 74 = 0, ezért az optimalis
mozgasoknak egyenesvonaluaknak kellene lenni., u(t)-t ill. v(t)-t az ha-

térozza meg, hogy

u(t) ¥, maximdlis (Y 5 =¥}, Y, )
illetve
v(t) ,,7,/5 minimalis A e 4//5

abban az esetben, ha pl. @VE = 0 a v(t) meghatarozatlan.

A Y —x az M-re meréleges vektorok. Egy abra felrajzolasaval kdnnyen
lathaté, hogy @/5 = O olyan kiindulasi helyzethez tartozdk, melynél az
i1doz6 és iildozott Osszekdtd egyenese Atmegy a korkdzépponton. A v(t)
ilyen hatarozatlansaga miatt az S sokasag nem szerkeszthetd meg. A mbéd-
szert lehetne menteni azaltal, hogy az S sokasag megszerkesztéséhez nem
az Osszes lehetséges @V -t hasznaljuk. Az 5 és 6 feltételek biztositasahoz
pl.|4V3|<f]1/l2| kellene megkovetelni. Azonban mindenképpen baj van a

WVB = O esettel: ahhoz, hogy az S-rdl valé w leképezés kiadja az

egész R-t, sziikséges, hogy bevonjuk ezt az esetet is, marpedig fenndllasa-

kor v(t) nem lehet ugy definidlni, hogy az alapvets 1 feltétel fenn&lljon.
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Az alabbiakban megadunk egy stratégiat, mely véges 1d6 alatt befejezi a
jatékot. Mas moédszer kell tehit!

Ez az eredmény érdekes; ugyanis abban az esetben, ha az ildozott is az
egész K kordén belil mozoghat ismert (Besicovitz egy eredménye), hogy az
1ldézott végtelen hosszu ideig kitérhet az elkapas el6l (ld. Littlewood :
Mathematical Miscellany az 8 stratégiijanak lényege, hogy palyaja Ossze-
glikben végtelen hosszu egyenes szakaszokbdl 4ll, melyeket ugy valaszt meg
diszkrét idépillanatokban, hogy iranyuk merdleges legyen & és {ildozdje Gsz~
szekOtd egyenesére és ha ez az egyenes nem megy &t a korkdzépponton, akkor

a korkozéppontot tartalmazb oldalara mutasson) .

Ha tehat az Uldozdtt szémdra van egy kor, amelyen beliil mozoghat, akkor
iildozéje (ugyanakkora maximalis sebességgel) nem tudja megfogni, igy pl.

akarmilyen kis korgyiri elég a megmenekiiléshez,

Adjuk most meg az elfogas stratégiajat. El6szor is menjen az iildszd a kor
ko zéppont jaba, ezutéan mozogjon ugy, hogy 0sszekttd egyenesiik 4llandéan
atmenjen a kor kozéppontjan. Ha emellett az (i1ld6zott maximalis sebességgel
egyiranyban halad, akkor az 1ildoz6 palyaja egy % sugaru félkor, mely a
kiindulashoz tartozé Osszekotd egyenest a kdzéppontban érinti (a kozepponti

és keriileti szdgek tétele).

Ha az 1ildozdtt egyiranyban maximalis sebességgel fut, akkor az elfogésa

7@@ idé utan kdvetkezik be. Ha kdzben irdnyt valtoztat (maximilis sebessé-
gét tartva), akkor szimmetria okokbdl (Osszekdtd egyenes mindig Atmegy a
kor koézéppontjan) az elfogds ugyanannyli idé alatt bekdvetkezik. Ha kisebb
sebességgel halad, akkor az iildozdének mbédjaban van (a szimmetrikus helyze-
tet 4llandban fenntartva) ugyanazon idé alatt még elénydsebb (kozelebbi)
poziciét elfoglalni. Valészinlnek latszik, hogy ez az ilddz6 részérél is
optimalis stratégia (azaz nyeregpont) azonban nem szimmetrikus esetben

elég bonyolultnak latszik az optimalis iizés (vilégos, hogy bizonyos esetek-
ben gyorsabban is sikeriil szimmetrikus helyzetet elérni, mint a kdzéppont-

ba futas révén). Vegyilik észre, hogy ez a stratégia ismertnek tételezte fel
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az 1ld6zott iranyitasat az adott pillanatban (nem ugy mint a fent emlitett
"xitérési" stratégia). Erdemes megjegyezni, hogy konstrukciénkban éppen
az a kiveteles helyzet, szingularitas képezte a lényeges pontot, amely mi-

att a Pontrjagin féle mbédszer nem alkalmazhaté.

Jegyezzik meg, hogy a fentl mbédszer atvihetd arra az {ildozési feladatra,
melyben K 1ill, H szerepét az n dimenziés gomb ill. gombfeliilet veszi
at.

Altalanosabban sejthetd, hogy a fenti {ildozési feladat(tetsz8leges konvex
test és annak felﬁletén)véges 1d6 alatt befejezhetdé, ha a test korléatos,

(és feliilete minden pontban pozitiv gorbiiletiil)

Térjlink most at egy masik problémara,Pontrjagin 14\ cikkében a linearis
differencidlegyenletek esetére egy altaldnos mbédszert irt le
z =Cz + U=, z€R uel, veV

Az 8 mbédszere alkalmazhatd tetszdb8leges (végtelendimenziés) linedris térben
értelmezett differencidl jaték esetében is, ha a konstrukcibéban szerepléd
integralok léteznek. Ez az eset 4ll fenn akkor, ha az iranyitasi paramé-

tertartomanyok U és V kompakt halmazok.

Minthogy az irdnyitasi paramétertartomany az iranyité objektum technikai
kapacitiasat adja meg matematikailag, természetes, hogy az u 1ill. v-re

vonatkoz6 kikotések
(Elulu) Lmy (E2v,v) ¢ m,

ahol (Hilbert teret vizsgalva &llapottérként) By és E, pozitiv Snad-
jungalt “energia' operatorok, melyek az esetek nagy részében nem korlatos

(41t.:differencidl) operatorok.
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Specidlis példaként tekinthetjiik egy rugalmas testre haté ellentétes
erdk jatékat (hur, membran), vagy R-t mint zajfiiggvények halmazat te-
kintve, u zajkelté v zsjcsillapité hatasujvagy IL,(o,1)=t mint keri-
tésalakzatok halmazdt, ahol u falépité v falrombold hatasu.

Az itt fellépd esetek nagy részében az U 1ill., V halmazok kompaktak,

pl. ha An az E operator sajatértékeinek rendszere, mely egy teljes

sajatvektorrendszerhez tartozik, akkor u = 2 u, m2(E,u,u)=2(Eu,u) =

2 =
= Kn “un" =-bol
2
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Il <&
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Tehat 2 74- <=0 esetén a megfeleld u vektorok benne vannak a
{ n
V E
YA n

Hilbert téglaban, mely kompakt halmaz. A fenti egyenldétlenség

|Un|< f=d, 2,

o0
-1
(3] A, < eo ) szamos energiaoperatorra teljesiil.
4

A kovetkezbkben vizsgaljuk az egyszeri

X =u X=y=2 M: x=y 2 =20

y=v Z=U~V U:(Byu,u) €my; Vi (Eyv,v)€m,
altalanositott ellipszoidok.

differencidl jatékot egy Hilbert térben.

Legyen T =T 2 V, vagyis azon x pontok halmaza, melyekre

x + VLU

(Felteheté, hogy ®<U). A T konstrukci6jabél vilagos, hogy 2, pont-
b6l a jaték nem fejezhetdé be, ha az M + sT (két konvex test komplexus
t6sszege) semmilyen s-re sem tartalmazza zo-t. Misrészt egyszerii beldtni,
hogy ha valamilyen s-re a tartalmazas fenndll, akkor a jaték zo—bél ki-
indulva s 1dé alatt befejezhetd. (1d. Pontrjagin emlitett cikkét[4] a

fellépd integralokat célszerii 4ltaldnosa, a Bochner integril keretében
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nézni feltéve, hogy [lu(t)l korlatos és Lebesque-mérhets, tehdt az U
kompaktsaga sem sziikséges, ha Bochner integralok exisztenciijit figyelembe
vesszik. Az Iu(t)n korlatos, ha E spektruma nem terjed egy pozitiv

O -nal lejjebb.

‘Ha U kompakt, akkor érdekesen jelentkezik a tér végtelen dimenziés volta-
bol a koévetkezd tény: Létezik olyan Zo pont, ahonnan kiindulva a Jaték
nem fejezhet be, annak ellenére, hogy T nem iires (ami szemléletesen azt
jelenti, hogy az iildoz8 (u) nagyobb lehetéségekkel rendelkezik, mint az iil-
d6zott). Ez azért van, mert TCU miatt T is kompakt és végtelen dimen-
ziés Hilbert térben kompakt halmaz nem lehet elnyeld, ugyanis & seholsem
sliri, hiszen zart és gombot nem tartalmaz, igy a Baire tétel miatt nem le-

o
het U n T = H.
1

Nem paradox a fenti 4llitas akkor, ha Zo olyan vektor, melyre (E Zo’Zo)= oo,

Ha tehat a rendszer természetes energia operatora E , akkor minden véges
energidju 4llapot leépitheté (azaz O-ba vihetd a fenti jaték esetében, ak-

kor és csak akkor, ha s.TiDgE,z,z) = const} valamely s-re.

Abban a specialis esetben, ha E1 = E2 = E, q2'< m ez teljesiil, hiszen

* - .
ekkor T =U—7V :>(ml—m2) (Dl) U = Dml, V = sz, Dy = (Eu,u)€s jelo-
lésekkel, Az I_ ellipszoid konvex voltéabdl

By, + (m-m) B < By

(ez tetszbleges konvex testre érvényes Osszefiiggés konnyen bizonyithaté

megfeleld hasonldésagi haromszogek bevonasaval).
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[C]Megjelenében magyar ismertetés a fenti cikkekrdl a jelen jegyzet szerzdjé-

tol.

Note on differential games

In this note we investigate the following pursuit problem. The pursuer
moves on the circle |z] €1, the pursued on the circumference |z|= 1, both

have can have velocities with absulut values smaller then 1.

We show that the two fundametal methods in [1] and [4] are not applicable,
and find a strategy wich ends the game in finite time. This strategy
reqiures that the two objects lie on a line, wich passes through the
centre of the circle- and it is interesting that this is the configuration
wich represents the singularity on wick fails the applicability of the
method [1]. Howerer we did not proove that our strategy is the best

possible. Tho final solution is given in [61].

Attempting investigate the pursuit problem in a Hilbert-space with the
method of [4] we made same remarks wich show that in matural cases the
control regions conesponding to finit energy capacity:

(E uyu) <const - E is the energy operator - is compact. From this follows

that the question of ending the game is not so trivial as in the finit

— — —— — —
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B wacroame# crarre mcexepyerca nmpobyema rodb6H: roHapmui
IBU¥ETCA B Kpyre|z|<{1 , PoHAHHHHA Ha oxpyxﬂocmn(zl:; , 7 o6a nuenrt
CKOPOCTH MeHbme efuHuIH no abconpnTHofl BexuumHe,

Mm noxaxeuM, UYTO OCHOBHHE METOXH pa607(1] n f4] HeNnpuMEeHUMH U Hallmeu
CTpaTEruD OKOHUADMYD MI'DYy B TEYEHHM KOHEUHOI'O BpEMEeHU,
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