Sonnevend Gyorgy:

Végtelen dimenzids terek konvex halmaszairédl

E dolgozatban a linedris egyenl8tlenség-rendszerek
és a konvex testek elmélete két klasszikus eredményének
végtelendimenziés térre vonatkozé kiterjesztésével fog-
lalkozunk,

C.Caratheodorey bizonyitotta, hogy egy n dimenzids tér
barmely kompakt, konvex K halmazéhoz tartoz6 pont eld-
4llithaté K legfeljebb n+l extremilis pontjénak kon-
vex kombinécidjaként,

A linedris egyenlétlenség-rendszerek /n dimenziés térben/
elmélete tdbbek kiz6tt Farkas Gyula és Minkowski Hermann
vizsgélataibdbl ered,

Az elmélet alkalmazést nyer a szémelméletben, a funkcio-
nélanalizis szémos témakodrében és az utédbbivael kapcsolato~-
san fontos segédeszkdz az elméleti fizikédban is /kvantum—
4llapotok klasszifikécidja/. Alapvetd szerepet jatszik az
"optimdlis programozasi" elméletekben /pl. Kuhn—~Tucker
tétel/.

Az glaptétel n dimenzidée vektorokra vonatkozé egyenldt-—

lenség-rendszerekre:

Tegylik fel, hogy az a az { aA} = A vektorok / A tet-
sz8leges index-halmaz/ "kivetkezménye", azaz abbédl, hogy
valamely x vektorra

L1 (ay » X)€0 » [ () a skaléris szorzatot
jelsli]



kdvetkezik, hogy
/2/ (2y x) £ 0

Ekkor van n+l nemnegativ szém: A 19 Aoseeey Apsy 68
n+l A-beli 8190-098) ., elem, hogy

n+l

15/ a=Z)\i&l

i=1

feltéve, hogy az A-beli vektorok az n-dimenziés tér egy
zért halmazét alkotjak,

Vizsgdljuk e tétel 4ltalanositésdt X 1lokédlisan konvex
topolégikus, valés vektor terekrel

Az /1/ é8 /2/ relécibk pozitiv homogenitésa alapjén a fen-
ti alaptételt igy is fogalmazhatjuk:

Minden A zart konvex kupra
/4/ (a°) =4

ahol, ha X 1ill, X* jelenti a teret és a téren értelme-
zett folytonos linearis funkciondlok terét /"dualis"/, tet-
sz8legee M C X halmazra

Il°8{x’€ X*; xeM— (x, x’)£0}
ill, tetsz8leges M? X’ halmazra
°l'={x€x; x’el’—-v(x,x’)éO}

A /4/ 6sszefiiggés valoban a fenti alaptétel 4ltalénositéasa
/a /3/ belble a Caratheodorey tétel alkalmazédsdval kaphaté
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feltéve, hogy az {a,} -k 4ltal generdlt K konvex kupnak
van kompakt sikmetszete, mely nem megy keresztiil az origon
és generdlja K-t./

/4%/ bizonyitéss egy a Hahn-Banach tételt 4ltalénosité Ma=-
zurtél eredd tétel alkalmazésival lehetséges,

El8sz6r is természetesen M C °(M°), Tegyiik fel létezik
x.€ °(M°) = M Mazur fenti tétele azt mondja ki, hogy minden
lokélisan konvex térben levd M, a O=-t tartalmazé zart
konvex halmazon kiviili x, ponthoz létezik.olyan £, foly-
tonos linearis funkcional, melyre

/5/ £,(x,)>1 é8 £ (x) €1 az Men

/1d. pl. Yosida /1/ 4. fej. 6. §. 3 tétel./

Mivel esetilnkben M kup, M-n csak f (x)€ O lehet /egy
kupban minden elem tetsz8leges pozitiv szémszorosa is benn
van/. Ez pont azt jelenti, hogy £ € ¥°, mig az /5/ elsd
reléci6jébél ellentmondésra jutunk: x_  nem tartozhat °(M°) -

(3
hoz.

Ahhoz, hogy a /3/~hoz analég elb&llitést biztosithassunk a
Caretheodorey tétel végtelendimenzids analogonjénak ismere-

te kellene, azaz hogyean reprezentdlhaték egy konvex halmaz
pontjai extremalis pontjai segitségével. Choquet bizonyitotta
a kovetkezd tételt: Legyen X egy lokélisan konvex popologikus
vektortér konvex, kompakt részhalmaza, mely metrizélhaté,

ekkor X extremdlis pontjainak E halmaza Gg tipusu és
minden xgX-hez E-n létezik egy nemmegativ /o Baire-



mérték, hogy

£ (x)= ft(e)/ux(do)
E

minden £ € X' -re. Azaz X a /o mérték baricentruma.

A fenti mérték adott x€ X-re, skkor és csak akkor egyér-
telmii, ha az L xR /R a valés szémok tere/ térben az

X x1 A4Altal generdlt kup h&lé az 4ltala definidlt részben
rendezésre, /Ha OEK kup egy L lineéris téren, akkor
x>y akkor és csak akkor, ha (x-y)€ K +tovabba egy rész-
ben rendezett halmaz halé, ha bérmely két eleméhez van egy—

értelmii min, é8 max.

/B két tétel bizonyitasat illetSen lésd Choquet-Meyer cikkét
a részben rendezett linedris terek elméletét illetSen Yosida
/1/, XII. fej. 1ll. Bourbaki "Integration" 1. kdnyvét ., -
Az ilyen konvex halmazokat szimplexeknek nevezhetjiik /véges,

n dimenziés esetben éppen a szimplexek - n+l pont konvex

burkai rendelkeznek a fenti tulajdonséggal/. -
Tanulségos a kovetkezd példa, A funkciondlanalizisb8l ismert,

hogy Szepsarébilis normAlt tér dudlisénak egységgdmbje konvex
kompakt metrizdlhaté tér a gyenge topolégidban,

Specialisan a ((0,1) +tér dudlisit tekintve, amely a [0,1]-n
értelmezett Lebegue~Stieltjes /korl.var.fgv./ mértékek 6sz-—
szessége, a pozitiv mértékekre a norma f 3 d/u s ezért
az 1 normiju pozitiv elemek (K) og;":]aikon" fekiisznek
/rajtuk az azonosan 1 fliggvény Altal definidlt linearis

folyt funkcionédl konstans 1 értéket vesz fel/ - és a po-
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zitiv mértékek kupja a Hahn-felbontés létezésébll kivetke=-
z8en hélészeril, Végill K extremilis pontjai a [0,1] inter-
vallum pontjaival Adllanask kdlcsdndsen egyértelmii megfelel-
tetésben, latjuk tehat, hogy a Choquet-Meyer tétel itt ép-
pen a Riesz-Markov reprezentéciés tételt adja. £s e példa
mutatja, hogy végtelendimenzibs esetben el8fordulhat az is,
hogy & reprezentdlé mérték nem atomos /mint a Caratheodorey
tételbsl kdvetkez8en véges dimenziébs esetben/,

Minthogy a C(0,1) duélis tere /korlétos vAltozésu fiiggvé-
nyek/ nem szepardbilis a kérdés felvetddik; L szeparé-
bilis pl. Hilbert tér esetén, mikor atomosak a reprezenté-—

16 mértékek?

El8sz6r megmutatjuk, hogy az un, Hilbert tégla esetén a
fenti kérdésre igenld a vélasz, majd egy mésik példat mu-
tatunk, melyben a valasz tagadd.

A Hilbert tégla T megszédmlélhatd sok szakasz direkt szor-
zata. (l;) =ben azon pontok halmaza {(Xn)} melyekre
1

lxn\ < £ 1B=l,2,...

T konvex kompakt halmaz /&ltaldban: egy bAzissal rendelke-
z8 szeparabilis B-térben egy T halmaz akkor és csak ak-
kor kompskt, ha minden &> O-hoz van n,, hogy n>n,-
rai ﬂRn xl<€ , x€ T-re egyenletesen , - Rn X, az X
kifejtésében az n taggal kezdddS "maradék" dsszeg /farok/.
Lasd pl. Lusztyernyik Szoboljev: Elemente der Funkcional-
analysis, Berlin, 1960, Kap. IV./



T extremélis pontjai E az élvégpontok direkt szorzata
Jeientse 4, a T n dimenzidjat addé élvektor felét. T
barmely pontja z_; ¢, 4, alakban irhaté, shol |e |% 1
és E pontjait [C | =1 Jellemzi,

Megmutatjuk, hogy T Dbarmely pontja

S
) ity

n=4¢

alakban irhaté, ahol e extremélis (€ E), Mivel
Z_ LG = 1, ebbdl kidvetkezik, hogy a reprezentils mértékek

valaszthatdk atomosnak,

A bizonyitas azon alapszik, hogy az {—-1—-} sor alkalmss

o8
elfjelezésével minden =1 és +1 kozé esd szam megkaphatd,
minden C,-hez valasztunk egy ilyen el8jelezést, és e,~t

ezéltal jeldljiik ki,

Elég azt bizonyitani, hogy az {E%—} -k eléjelezésével ka-

pott véges Osszegek mindeniitt slirlin vannak a [-1,1] -ben
a végtelen Osszegek ennek lezdrasat adjék. Minthogy a dia=-
dikusan racionélis szémok:

£ 1

Z 7‘2 n;> ny i> j=re
i=l 2

mindeniitt siirlin vannak, elég megmutatni, hogy ezek el8il-

lithaték a fenti el8jelezésekkel. Ez pedig azért lehetséges,

mert

{ { PTG
28 T 2v 25




ha az n; sorozatban hézag van, azt kipétolhatjuk,

Erdekes megjegyezni, hogy a Hilbert téglénak nincs bari-
centrikus felbontésa, azaz a véges—dimenzidju tégla csbk-
kend dimenzidju lapkdzéppontjai A4ltal alkotott szimplexek-—
re bontéshoz analég felbontés.

A véges dimenziés esetben Z +C e 1x=C

n lE'c
n=1

2 '0.30

valamilyen konkrét eldjelvalasztasra adott egy szimplexet,
és mivel minden véges sorozat monoton sorozatba irhaté,

azért e szimplexek egylittese kiadta a téglat.

Hilbert téglanél {Cn}-nek a [0,1]=neli racionélis szémokat
véve olyan pontot kapunk, mely nincsen benn egyetlen
szimplexben sem /szimplex: a ZCn (£ 8,) »"uhol O=C <]
és {Cn} megszamlalhaté sok monoton részre bonathatd /melyek
maguk is monoton kdvetkeznek, irhaték egymésutan/, Valéban

a rac. szé&mok természetes rendjiikben nem irhaték le., = A

baricentrikus felbontast tehdt dltalénositani kell majd.

A kovetkez8 peldénkban latjuk, hogy a Caratheodorey tétel-
ben szerepld n+l helyébe végtelendimenziés /de szepardbi-
lis/ 4ltalénositésand]l a megszamlalhaténél "(n)" jéval na-
gyobb szémosség " (n+l) ként" a kontinuum lép,

Tekintsiik az L, (0,1) Hilbert térben azon fiiggvényeket
/pontosabban ezek osztalyait mod O mértékii halmazokra/,
melyek monoton csdkkendk, pozitivak és l-nél nem nagyobbak.



=

Ezek halmaza X konvex és kompakt, M.Riesz, Kolmogorov,
Frechet jél1 ismert kompaktsigi kritériuma teljesiil:

1 2
jlx(t)l it < K
(o]

és minden €> O-hoz van olyan O , hogy ha 0<h <d

x 2
[ xteem)- xt)]  at <€
o

Valéban a monotonités miatt

és mivel 0£x(t) € 1

/u(Sn) = (t: h-n €x(t+h) = x(t)<h(n+1))é(% - h) 3 (sn)

ahol Y (Sn) az x(t) figgvény 4ltal generalt Borel mérték

/o= dt a Lebesque mérték.
i §
xt)= [ 1 ad
t

Ezért

f | x (b+n) - x () |2 dt<(n+].)2 n? (1 - n) V(sy)¢ 0 (s))

Sp

2
felhasznélva ag (% - h) -h < (—%5) é8 n+l=2n @sszefiig-

géseket. Ha n = 0, akkor

- 2
I| x (t+h)- x(t)| at<n<n
0



= Tl =

Mivel Z:O(Sn)é=x(o)- x(1)< 1 kapjuk, hogy a kdvetelt
relécié teljestil € = 238 véve, minthogy egy L,~ben kon-
vergens sorozatnak ven majdnem mindeniitt konvergens rész-

sorozata és az is monoton filiggvényhez tart: X kompakt.

Az X halmaz extremilis pontjai E a [0,{] intervallu-
mok {< 1 karakterisztikus fliggvényei, - minden fenti ti-
pusu x(t) figgvény a Y mértéket ezeken egyértelmilen meg-
hatérozza. Ha a ) mérték nem atomos, az Altala elddllitott
figgvény nem nyerhetd megszémlélhatéd sok extremilis pont se-
gitségével,
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Summary

In this note we want to investigate the problem of the
generation a convex set by its extrem points in the infi-

nite dimensional case,

The fundamental theorem of G,Choquet states:

Be X a locally convex topological vector space, K a
compact convex subset of it. Then, the set of the extremal
points of K, E, is Gs and to every point x€ K there
is a Baire messure on E having x as harycentrum, that
is

xs= f @ d/u' (e) /u(E)= ; {8 /u(Ev)e 0 for E'CE
E

We inquire: in what cases is this measure discret /atomic/
- specially when X is a separable Hilbert - space, First
we shaw, that for the so called-/compact/-Hilbert parale-
lograms ixn] o Ix | % all u' can be chosed to have
the discret weights —53 s D =1,2,,.. /However K-=has
ordinary barycentic decomposition/. The more interesting
second example shovs that = in L2 (0,1) taking K to be
the set of monoton decrising fonctions x(t), such that
O<x(t)€ 1 - wieh is proven to be compact - the discret
measures on E are not sufficient to generate a /continous/

function in K,
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B aToii cTaTee M3yyaeTCA NPEACTABIEHUE BHIYKIOTO MHOXECTBA dYepes
€TI0 KpajHue TOYKM B OECKOHEUHOMEPHOM Clyuae,

OcHoBHAf TeopeMma lloxe riacuT: AJA KaxXZoro IYHKTA X BHIYKIOTO,
METpU3yeMoro, KOMIAKTHOTO MHoXxecTBa K /0KalpHO-BHIYKIOT0 NMPOCTPAHCT~
Ba X cymecTByeT 03pOBCKAsA HEOTpULATEAbLHAR Mepa ;Lx TaKafs, 4TO
p(E) =4 , Tie E - mmoxecrso / tuna Gp / kpailmux Touex K ,
1 X dApagercA " GapuueHTpoM ¥ T.e.

X'JC/"’(de) alE)=4, w(E) YO
E

il 8! Ez: E

CnpauuBaeTCcA: KOoTZa 3Ta Mepa AUCKpeTHA B clyuyae X cenapaGelbHOTO

ruIp0epToBOTO NMpocTpaHeTsa, llycrs K " ruasbepToB napaiieidorparM ".
1

X
(xn:lxal £ L] , TOTZA MoXem OWTH B3ATA MEpA A, MMEDUAs
ZLNCKPETHHE BECH n=4,2,...,

L
Zh

OzHako Teneph OOHKHOBEHHOE " OapuieHTpudeckoe " pasduenue He=
BO3MoXHO. /HTepecen ¥ BTopo#t mpuuep, Korza K - MHOXECTBO yOHBaLIUX
gymxuumip  0€ X()é4, L, (0,4) - 3T0 MHOXECTBO KOM=—
[IaKTHO, HO JJA NpeACTaBIEHUA HelnpepHBHOH QYHKUUY AMCKPETHHE MEPH yke
HEZOCTaTOYHH.
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