
Sonnevend Györgys

V ég te len  d im enziós terek  konvex h a lm azairó l

Ë dolgozatban a l in e á r i s  eg y en lő tlen ség -ren d szerek  

é s  a konvex te s te k  e lm é le te  k é t k la s sz ik u s  eredményének 

v ég te len d im en ziós t é r r e  vonatkozó k i t e r j e s z t é s é v e l  fo g 

la lk ozu nk .

C. Caratheodorey b iz o n y íto t ta ,  hogy egy n d im en ziós t é r  

bármely kompakt, konvex К halmazához ta r to z ó  pont e lő 

á l l í t h a t ó  К le g fe lje b b  n+1 e x tr em á lis  pontjának kon

vex  kom binációjaként.

A l in e á r i s  eg y en lő tlen ség -ren d szerek  /n  d im enziós té r b e n /  

e lm é le te  többek k ö zö tt Farkas Gyula é s  Itinkowski Hermann 

v iz s g á la t a ib ó l  ered.

Az e lm é le t  a lkalm azást nyer a szám elm életben, a fu n k c io 

n á la n a l íz is  számos témakörében é s  az u tób b iva l k a p cso la to 

san fo n to s  segédeszköz az e lm é le t i  f iz ik á b a n  i s  /kvantum - 

á lla p o to k  k la s s z i f ik á c ió j a / .  A lapvető szerep et j á t s z ik  az 

" op tim ális  programozási" elm életek ben  / p l .  Kuhn-Tucker

Az a la p t é t e l  n dim enziós vektorokra vonatkozó e g y en lő t

len ség -ren d szerek re  t

sz ő le g e s  ind ex-halm az/ "következménye", azaz a b b ó l, hogy 

valam ely x  vektorra

t é t e l / .

Tegyük f e l ,  hogy az a az

/ 1/  , I )  í  0 , [  ( ) a s k a lá r is  szo r z a to t  
j e l ö l i ]



4

követk ezik , hogy  

/ 2/  (a , x) ^ 0

Ekkor van n+1 nem negativ számi ^ Л2 » • • • » An+1 é s

n+1 A—b e l i  a ^ ,. • • , elem , hogy

n+1
/ 5 / a = Z Z * i

i= l

f e l t é v e ,  hogy az A -b e li vektorok az n -d im enziós t é r  egy  

zárt halm azát a lk o tjá k .

V izsgá lju k  e  t é t e l  á l t a lá n o s í t á s á t  X lo k á lisa n  konvex  

to p o ló g ik u s, védés v ek to r  terek re !

Az / 1 /  é s  / 2 /  r e lá c ió k  p o z i t iv  hom ogenitása a lap ján  a fen 

t i  a la p t é t e l t  ig y  i s  fogalm azhatjuk:

Minden A z á r t  konvex kúpra 

/ 4 /  ° ( A° ) = A

ahol, ha X i l l .  X* j e l e n t i  a t e r e t  é s  a téren  értelm e

z e t t  fo ly to n o s  l in e á r is  fu n k cion á lok  t e r é t  /" d u á lis ”/ ,  t e t 

sző leg es  M С X halmazra

M° » { X» € X» ; x 6 M —*■ (x , X») * 0 }

i l l .  t e t s z ő le g e s  M* X* halmazra

°M» = { x  € X ; x* e M* —*■ (x , X*) ^ 0 }

A / 4 /  ö ssz e fü g g é s  valóban a f e n t i  a la p t é t e l  á lta lá n o s i tá s a  

/ a  / 3 /  b e lő le  a Caratheodorey t é t e l  alkalm azásával kapható
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f e l t é v e ,  hogy az [ a x ) -k  á l t a l  g e n e rá lt  К konvex kúpnak 

van kompakt s ík m e tsz e te , mely nem megy k e r e s z tü l az origon  

é s  g e n e rá lja  K - t . /

/ 4 /  b iz o n y ítá sa  egy a Hahn-Banach t é t e l t  á l t a lá n o s í t ó  Má

zu k tó l eredő t é t e l  a lkalm azásával le h e ts é g e s .

E lő sz ö r  i s  term észetesen  M C . Tegyük f e l  l é t e z ik

x 0 £ °(M°) -  U Mazur f e n t i  t é t e l e  a z t mondja k i ,  hogy minden 

lo k á lis a n  konvex térb en  le v ő  M, a О- t  ta r ta lm azó  zárt  

konvex halmazon k iv ü l i  xQ ponthoz l é t e z ik  o ly a n  f Q f o ly 

to n o s  l in e á r i s  fu n k c io n á l, melyre

/ 5 /  f Qlx 0 ) > l  é s  f c (x ) * 1 az M-n 

/ l d .  p l .  Tosida / 1 /  4 . f e j .  6 . §. 3» t é t e l . /

M ivel esetünkben M kúp, M-n csak f Q( x ) í  0 le h e t  /e g y  

kúpban minden elem t e t s z ő le g e s  p o z i t iv  szám szorosa i s  benn 

v a n /. Ez pont a z t  j e l e n t i ,  hogy f 0 8 M°, mig az / 5 /  e lső  

r e lá c ió já b ó l  ellentm ondásra jutunk* x Q nem ta r to z h a t  °(MeJ -  

hoz.

Ahhoz, hogy a /3 /- h o z  analóg  e l ő á l l í t á s t  b iz to s íth a ssu n k  a 

Caretheodorey t é t e l  vég te len d im en zió s  analógonjának ism ere

t e  k e l le n e ,  azaz hogyan rep rezen tá lh a tók  egy konvex halmaz 

p o n tja i ex trem á lis  p o n tja i s e g ít s é g é v e l .  Choquet b iz o n y íto t ta  

a következő t é t e l t :  Legyen X egy lo k á lisa n  konvex popologikus  

v e k to r té r  konvex, kompakt részhalm aza, mely m e tr izá lh a tó , 

ekkor X ex trem á lis  p on tja in ak  E halmaza G j  tip u su  és  

minden x € X -h e z  E-n l é t e z i k  egy nem negativ yv,x  B e ire -



mérték* hogy

f  (xj= f  f  (d e )
В

minden f  £ X* - r e .  Azaz x  a /u^. m érték baricentrum a.

A f e n t i  m érték a d o tt x e  X -re, akkor é s  csak akkor egyér

telm ű, ha az L x  В /В  a v a ló s  számok t e r e /  térb en  az 

X x 1 á l t a l  g e n e rá lt  kúp h áló  az á l t a l a  d e f in iá l t  részben  

ren d ezésre . /На 0 £ К kúp egy L l i n e á r i s  té r e n , akkor 

x ^ y  akkor é s  ceak akkor, ha (x -y ) £ К továbbá egy  r é sz 

ben r e n d e z e tt  halmaz h á ló , ha bárm ely k é t  elem éhez van egy

értelm ű min, é s  max.

/В  k ét t é t e l  b iz o n y ítá sá t  i l l e t ő e n  lá s d  Choquet-Meyer c ik k é t

a részb en  r e n d e z e tt  l in e á r i s  terek  e lm é le té t  i l l e t ő e n  Yosida

/ 1 / ,  X II . f e j .  i l l .  Bourbaki " In tegra tion "  1. könyvét . -

Az i ly e n  konvex halm azokat szim plexeknek nevezh etjük  /v é g e s ,

n d im enziós e se tb en  éppen a szim plexek  -  n+1 pont konvex

burkai ren delkezn ek  a f e n t i  tu la jd o n sá g g a l/ . -
Tanulságos a következő p é ld a . A fu n k c io n á la n a líz isb ő l ism e r t ,

hogy S zep & ráb ilis  norm ált t é r  d u á lisán ak  egységgömbje konvex

kompakt m etr izá lh a tó  t é r  a gyenge top o lóg iáb an .

S p e c iá lisa n  a C (o ,l)  t é r  d u á lisá t  t e k in tv e , amely a [ o , l ] - n

é r te lm e z e tt  ЬеЪецие- S t i e l t je s  /k o r i .v a r . f g v . /  mértékek ö s z -

a zessó g e , a p o z i t iv  mértékekre a norma J 1 d /u  , e z é r t
[o.i] 7

az 1 normáju p o z i t iv  elemek (K ) egy  "sikon" feküsznek  

/r a jtu k  az azonosan 1 függvény á l t a l  d e f in iá l t  l in e á r i s  

f o ly t  fu n k c io n á l konstans 1 é r té k e t  vesz  f e l /  -  é s  a p o -
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z i t i v  mértékek kúpja a H ahn-felbontás lé t e z é s é b ő l  követke

zően h á lószerű . Végül К e r tre m á lis  p o n tja i a [ 0 , l ]  in t e r 

vallu m  p o n tja iv a l á lla n a k  k ölcsön ösen  egyértelm ű m e g fe le l

t e té s b e n , lá t ju k  te h á t , hogy a Choquet-Meyer t é t e l  i t t  ép

pen a Riesz-Markov r ep re z en tá c ió s  t é t e l t  ad ja . És e példa  

m u tatja , hogy vég te len d im en zió s  ese tb en  e lő fo r d u lh a t az i s ,  

hogy a rep rezen tá ló  mérték nem atomos /m in t a Caratheodorey

t é t e l b ő l  következően véges d im enziós e se tb e n /.
0

M inthogy a C (0 ,l)  d u á lis  te r e  /k o r lá to s  v á lto z á su  függvé

n y ek / nem s z e p a r á b il is  a kérdés fe lv e tő d ik ;  L szep ará -  

b i l i s  p l .  H ilb er t t é r  e se té n , mikor atomosak a rep rezen tá

l ó  mértékek?

E lő szö r  megmutatjuk, hogy az un. H ilb er t t é g la  e se té n  a 

f e n t i  kérdésre ig e n lő  a v á la s z , majd egy másik p é ld á t  mu

ta tu n k , melyben a v á la sz  tagadó.

A H ilb e r t  t é g la  T m egszám lálható sok szak asz d ir e k t  szor

z a ta . d i)  -ben  azon pontok halmaza [ ( X ^J m elyekre

|X J  ^  H a= l»2 , . . .

7 konvex kompakt halmaz /á lta lá b a n !  egy b á z is s a l  ren delke

ző s z e p a r á b il is  В-té r b e n  egy T halmaz akkor é s  csak ak

kor kompakt, ha minden £ >  О-h oz van n* , hogy n > n D-  

ra : llB^ X H< £ ,  x €  T-re e g y en le te sen  , -  R^ x , az x  

k if e j té s é b e n  az n ta g g a l kezdődő "maradék" ö ssz e g  / fa r o k / .  

Lásd p l .  L u sztyem yik  S zob o ljev : Elemente der F u n k cion a l-  

a n a ly s is ,  B er lin , I960 . Kap. I V ./
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T ex trem á lis  p o n tja i E az é lvégp ontok  d irek t szo r z a ta  

j e le n ts e  d̂ , a T n d im en zió já t adó é lv ek to r  f e l é t .  T 

bármely p o n tja  cn d^ alakban ir h a tó , ahol | e j  í  1

és E p o n t j a i t  ICn I = 1 j e l le m z i .

Megmutatjuk, hogy T bárm ely p on tja

alakban ir h a tó , ahol en  ex trem á lis  ( е в ) .  M ivel

У  = 1 , ebből k ö v e tk ez ik , hogy a r ep re z en tá ló  mértékek 
2Г

v á la sz th a tó k  atomosnak.

A b iz o n y itá s  azon a la p s z ik , hogy az j j sor alkalm as 

e lő j e le z é s é v e l  minden -1  és  +1 közé eső  szám megkapható, 

minden C^-hez vá lasztu n k  egy i ly e n  e lő j e l e z é s t ,  é s  e ^ -t  

e z á lta l  j e lö l j ü k  k i.

E lég a z t b iz o n y íta n i, hogy az j - i - j  e lő j e le z é s é v e l  ka

p o tt vég es  összegek  m indenütt sűrűn vannak a [ - l , l j - b e n  

a v é g te le n  összegek  ennek le z á r á s á t  adják. Minthogy a d ia -  

dikusan r a c io n á l is  számok:

К

Y L  - b  ni > nj  1 > á -re
i= l  2 1

mindenütt sűrűn vannak, e lé g  megmutatni, hogy ezek  e lő á l 

l í t h a t  ók a f e n t i  e lő je le z é s e k k e l .  Ez ped ig  a zér t le h e ts é g e s ,  

mert

_ L -  í ____ L_ e  1 ____ !____ < =
2 s 2*~*' 2 s 2 4 2 *̂ 2 s
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ha az sorozatban hézag van, a z t  k ip ó to lh a tju k .

Érdekes m egjegyezni, hogy a H ilb e r t  tég lá n a k  n in cs  b a r i-  

cen tr ik u s  fe lb o n tá s a , azaz a v ég es-d im en zió ju  t é g la  csök

kenő d im enzióju lap k özép p on tja i á l t a l  a lk o to t t  szim plexek

re bontáshoz analóg fe lb o n tá s .

m
A véges d im enziós ese tb en  1  cn ®n * 1 - 0 ^ — C2 . . .  580

n=l

va lam ilyen  konkrét e lő je lv á la s z tá s r a  ad ott egy sz im p lex et, 

és  m ivel minden v ég es  sorozat monoton sorozatba ír h a tó , 

a zér t e szim plexek eg y ü ttese  k ia d ta  a t é g lá t .

H ilb er t t é g lá n á l jc ^ j-n e k  a [ 0 , l ] - n e l i  r a c io n á lis  számokat 

véve olyan pon tot kapunk, mely n in csen  benn e g y e tlen  

szin p lexb en  sem /sz im p lex : a /L.Cn (+ en ) , ahol 0 -C n ^ l  

é s  m egszám lálható sok monoton r é sz r e  bonatható /m elyek

maguk i s  monoton következnek, Írh atók  egym ásután/. Valóban 

a rác. számok term észetes  rendjükben nem írh atók  l e .  -  A 

b a r icen tr ik u e  fe lb o n tá s t  teh á t á l t a lá n o s í t a n i  k e l l  majd.

A következő példánkban lá t ju k , hogy a Caratheodorey t é t e l 

ben sze r ep lő  n+1 h elyéb e v ég te len d im en ziós /d e  szep a rá b i-  

l i s /  á lta lá n o s í tá s á n á l a me gszám iá lh atón ál "(n)" jó v a l na

gyobb szám osság " (n+l)ként" a kontinuum lé p .

Tekintsük az L2 (0 ,l)  H ilb er t térb en  azon függvényeket 

/pontosabban ezek o s z t á ly a i t  mod 0 mértékű halm azokra/, 

melyek monoton csökkenők, p o z it ív a k  é s  1- n é l  nem nagyobbak.
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Ezek halm aza X konvex é s  kompakt, M .E iesz, Kolmogorov, 

Frechet j ó l  ism ert kom paktsógi k ritérium a t e l j e s ü l :

1
J  I *  ( t )  I d t < К

és minden £>  0-hoz van olyan 6  , hogy ha 0 < h <<f

1 2 
J~ I X (t+h) -  X (t) I d t <  £
о

Valóban a m onotonitás m ia tt  

és  m ivel 0 - x ( t )  -  1

/u ( s n ) = /u  ( t :  h n ^ x  (t+h) -  x (t)< h (n + l)j-(^  -  h) S) (Sn )

ahol  ̂ ( Sn ) az x (t) függvény á l t a l  g e n e rá lt  B oréi mérték

/ u= d t a Lebesque m érték.
1

x  (t) * J  1 d^ 
t

Ezért

/  I x (t+h) -  x (t) I d t < (n+l) h2 ( i  -  h)  ̂( s j é  h ^ (sJ  

Sn

2
fe lh a sz n á lv a  az ( 5  “  ь ) é s  n+1 ^ 2n össze fü g 

g ések e t. Ha n = 0 , akkor

2
J I x  ( t+h) -  x (t) I d t  -  h2 k: h
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M ivel Z  N)(Sn )— X ( о ) -  x ( l )*6 1 kapjuk, hogy a k ö v e te lt  

r e lá c ió  t e l j e s ü l  £ = 2 á véve, m inthogy egy  I^-ben  kon

vergens sorozatnak van majdnem m indenütt konvergens r ész 

so ro za ta  é s  az i s  monoton függvényhez ta r t :  X kompakt.

Az X halmaz e x tr em á lis  p o n tja i E a [ 0 , i n t e r v a l l u 

mok  ̂ -  1 k a r a k te r is z t ik u s  fü g g v én y e i, -  minden f e n t i  t i -  

pusu x ( t )  függvény a 9 m értéket ezeken egyértelm űen meg

h atározza . Ha a \) m érték nem atom os, az á l t a l a  e l ő á l l í t o t t  

függvény nem n yerhető  m egszám lálható sok e x tr em á lis  pont s e 

g í t s é g é v e l .

Irodalom: 1 2 3

1 . Y osida, F u n ction a l A n a ly s is , Springer 1965, o ro szu l,

1967.
2 . Choquet-Meyer: E x isten ce  e t  u n ic i t é  des rep re sen ta tio n s

in t e g r a le s ,  Annales de 1* I n s t i t u t  F u o rier , 1963.

p. 139-15*.
3. C.Berge e t  Ghomla-Honri: Programmes, jeux e t  reseaux de

tr a n sp o r t, Dunod P a r is  1962, o roszu l i s  m egjele

n ik .
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S u m m a r y

In t h is  n o te  we want t o  in v e s t ig a te  th e  problem o f the  

gen eration  a convex s e t  by i t s  extrem  p o in ts  in  th e  i n f i 

n it e  d im en sion al c a se .

The fundam ental theorem  o f  G.Choquet s ta te s :

Be X a lo c a l l y  convex to p o lo g ic a l v e c to r  sp a ce , E a 

compact convex su b se t o f  i t .  Then, th e  s e t  o f th e  extrem al 

p o in ts  o f  K, E, i s  G<5 and to  ev ery  p o in t x  e К th ere  

i s  а Вахте measure on E having x  a s  harycentrum, th a t  

i s

x = J e d /u  (e) / u (e )= 1 , /u(E»j ^ 0 f o r  E»c e

E

We in q u ire : in  what c a s e s  i s  t h i s  measure d is c r e t  /a to m ic /

-  s p e c ia l ly  when X i s  a separable H ilb er t -  sp ace. F ir s t  

we shaw, th a t  fo r  th e  so  csû .led -/co m p a ct/-H ilb ert p a ra ie -  

logram:  ̂x^j , | 5  a l l  /u  can be chosed to  have

the d is c r e t  w eights - p  , n * 1 , 2 , . . .  /However K-has 

ordinary b a ry cen tic  d ecom p osition /. The more in te r e s t in g  

second example shovs th a t  -  in  L2 ( 0 , l )  ta k in g  К to  be 

the s e t  o f  monoton d e c r is in g  fo n c t io n s  x ( t ) ,  such th a t  

0 & x  (t)  ̂ 1 -  wish i s  proven to  be compact -  th e  d is c r e t  

measures on E are n o t s u f f i c ie n t  to  gen erate a /c o n t in o u s /  

fu n c tio n  in  E.
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P •  » в м в

В этой статье изучается представление выпуклого множества через 

его крайние точки в бесконечномерном случае.

Основная теорема Шоке гласит: для каждого пункта х выпуклого, 

метризуемого, компактного множества К локально-выпуклого пространст-
X

ва X существует бэровская неотрицательная мера /л такая, что

у  Г Е ) - 4  , где Е -  множество /  типа 6 f  /  крайних точек К ,

и X является " барицентром V т .е .

X -  J  Л ( Г ' ) > 0

для Е с  Е
Спрашивается: когда эта мера дискретна в случае X сепарабельного 

гильбертового пространства. Пусть К " гильбертов параллелограмм ".

i i ]  , тогда можем быть взята мера д  * , имеющая

дискретные весы < п ~ 2 ' ’• • •

Однако теперь обыкновенное " барицентрическое " разбиение не

возможно. Интересен и второй пример, когда К -  множество убывающих 

функций о  ̂ х №)  £ 4,  в (О,  4 )  -  это множество ком

пактно, но для представления непрерывной функции дискретные меры уже 

недостаточны.
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