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SaZetak: Pror&un prema modelu l&anice nije uslovljen duzinom raspona, tj. jednakonsoze koristiti za kratke i
duge raspone, ali je u pdenju sa pror&unom prema modelu parabole, koji se koristi sam&rage raspone, znatno
komplikovaniji. Ovaj rad prikazuje odi&vanje jedndina voda i ugiba na osnovu zadanog parameti&@face koji se
odnosi na izabrani tip provodnika, duzinu raspomaprezanje i temperaturu provodnika. Predstavljedeaine
osiguravaju t&no izra&unavanje visine voda i ugiba u bilo kojogka raspona izbjegavadu gresSke prouzrokovane
aproksimacijom lakanice parabolom. Pored odieanja novih jedn&na, u ovom radu su tale prikazane i neke
specifitne razlike izméu lartanice i parabole.

Klju éne rijeéi: lancanica, parabola, nadzemni vodovi, ngjuagib, tieme latanice, ravni raspon, kosi raspon

Abstract: The catenary based calculation is not conditiongdhk span length, i.e. it can be used for shadtlang
spans as well, but in comparison to the parabokedacalculation, which is used for shorter spanly, ah is
significantly more complicated. This paper showes dietermination of the equations for the conduatat the sag based
on a given catenary parameter, which refers toctiosen conductor type, span length, tension angdeature of the
conductor. The presented equations ensure an esantutation of the conductor height and the sapgtpoint of the
span, avoiding errors caused by the approximatfdheocatenary by a parabola. Beside the deterroimaif the new
equations, some specific differences between ttenagy and the parabola have also been shownsipéer.

Keywords: catenary, parabola, overhead lines, maximum satgxef the catenary, levelled span, inclined span

uvoD RjeSavanje tzv. jeddme stanja provodnika i odivanje

parametra lafanice je detaljno obd®no u postoj&j
Prora&un prema modelu l&anice se uglavnom Kkoristi struznoj literaturi u okviru mehatkog pror&una voda.
prilikom projektovanja nadzemnih vodova visokogMedutim za prikazivanje krive voda ista uglavnom kbris
naponskog nivoa (Slika 1) dok se za vodove niskogkbordinatni  sistem sa  koordinatnim  getkom
srednjeg naponskog nivoa pretezno upotrebljava modsostavljenim u tiemenu l&anice. Sa matemakie tatke
parabole zato Sto se ti vodovi grade sa kratkippaai#na.  gladista ovakav pristup se ne moZe smatrati optimel
stoga se za prikazivanje krive voda u ovom raduskor
koordinatni  sistem sa  koordinatnim  getkom
postavljenim u podnozje stuba na lijevoj stranpmas. U
tom sl@aju y—koordinata proizvoljne tke krive voda
predstavlja njenu visinu u odnosu ne-osu, a x—
koordinata vodoravno rastojanje od stuba na lijestgni
raspona, te je uz poznavanje konfiguracije terexi@ |
odrediti stvarnu visinu voda u bilo kojojcta raspona.
Korisno je napomenuti da primjenu parabole osimrouz
raspona takde ograniava i ugao nagiba raspona. U
sluéaju lartanice takvih ogradenja nema te je u tom
pogledu njena upotreba za projektovanje nadzemnih
Slika 1:Nadzemni vod naponskog nivoa 400 kV vodova u por&enju sa parabo|0m pogodnija_
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1. LANCANICA KAO KRIVA VODA
A(O;hy) i B(a;hy) su take vieSanja vodaviIN(Xuin;Ymin) j€

Osnovna jedngdna lartanice je data izrazom (1), a njenatjeme latanice aC(x;y.) je taka voda u kojoj je ugib
kriva je predstavljena na Slici 2 iznad kriyg maximalan ). Linija koja spaja t&ke vjeSanja voda

X naziva se spojnica a ozmma je say{x). Ugao nagiba
Y. (%) = C&hg , XO(= o +e) (1) raspona je obiljezen sa Jednaina krive voda prikazane
Parametar latanice je oznéen sac a njegova vetina u na Slici 3 je sljedéa:
praksi se krée izmeiu 500 i 2000 metara [1]. y(X) = ciehX = Xun _ oy Yun . XO[02] (3)

c

Ova jedndina moze biti izrazena i pordo funkcije

kvadrata hiperbolnog sinusa (4).

y(x)=20E‘Bh2X_2ﬂ+yMIN ., x0[o,a] (4)
o

Inate ch(x) i stf(x) su obje parne funkcije za razliku od
sh(X) koja je neparna. Opsti izrazi 2B(X) i SH(x) su:

ch(x) :%(eX +e‘x) (5)

sh?(x) :B(eX —e‘x)}2 (6)

Stoga jednéne (3) i (4) imaju svoje ekvivalentne verzije
u exponencijalnom obliku koje su date sa (7) i (8).
(o}o) X Podrazumijeva se da je definiciono pafjeu interval
[0,a], te se u narednim jedé&iaama ono ne navodi.

Slika 2:Lan¢anica

X~ Xmin _ X7 Xwmin

c
=_le ¢ c |- (7)
Ocigledno je da tieme laanicey;(X) nije u koordinatnom () z[e te ] C+ Yun

pocetku kao u sléaju paraboley(x)=x? nego u taki
(0ic). Ako se krivay,(x) tako pomjeri da njeno tieme yix) = C ex—;z,m e o vy ®8)
prede u t&ku (0;0) onda je jedréna te pomjerene krive 2 MIN
data izrazom (2) [2]: . . . .
X Gore navedenecetiri verzije jednaéine lartanice su
Y,(X) = cleh—-c, xD(—oo,+oo) (2)  univerzalne, tj. jednako se mogu koristiti u kosém
¢ ravhom rasponu ali za njihovu konkretnu primjenu

Da bi kriva voda bila predstaviiena u koordinatnomyeophodno je prethodno odrediti koordinate tiemena
sistemu cija je tatka (0;0) u podnozju lijevog stuba |gxanice koje je ozr@no saMIN. Na Slici 3 to je
rasponad), treba krivu pomijeriti vodoravno i vertikalno. najniza taka voda.

Na Slici 3 je prikazana tako pomjerena kriva voda u

slutaju kosog raspona. Razlog upotrebe kosog raspona

[3], [4] je postizanje univerzalnosti jedfiae koju treba 1.1. Odredivanje tiemena lantanice

odrediti. Naime iz jednane voda u kosom rasponu lako

se dobije ista u ravnom rasponu uvrsStavartjean,=h. Koordinate xum i Ywin Mogu biti odréene na osnovu
poznatog raspona, parametra ckamce i visina dvaju

h, tataka vjeSanja voda. To zfiada su potrebna 4 ulazna
podatka za protan: a, c, hy, h,. Na osnovu t&akaA i B
treba postaviti dvije jeddme (9) i (10) sa dvije
nepoznate te zatim od druge jedina oduzeti prvu.

o Nakon toga se uz upotrebu identiteta (12) i (13)Z&
£ hiperbolne funkcije moZe odrediti izraz zay [1], [6].
S -
h, = clEh—MN _c 4y )
c
hy h2 = CEhm —C* Yun (10)
Ye C
yM\N _ —_
h, ~h, =CE€cha X _ gy Xj (12)
c c
Rastojanje ch(=x) =ch(x) (12)

Slika 3:Lan¢anica u kosom rasponu
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ch(x) - ch(y) = 2sh% a;h% (13)
h,—h =2 cE%ha_;% [$h(a/2c) (14)
=2 ¢ mrshﬁ (15)

X =
MNC 2 2c3h(a/2c)

UvrsStavanje (15) u (9) daje-koordinatu téke MIN :
Yun = —C [ﬁch_ X —1) =h -c E{chx“’”N —1) (16)
c c

Yun = —2csh? X;"—'g‘ 17)
Yun =h - ZCE‘BhZLi: _1 shhz_hl} (18)

2 2c3h(a/2c)
Zamjenom (17) u (4) jeddma voda dobija oblik (19), a

prema (23) oduzme od jedii@e spojnice (22).
Definiciono podrdje zays(X) i b(x) je isto kao za krivu
voda, tj.x[1[0,a].

v, ="k, 22)
b(x) =y, (x) = ¥(X) (23)
b(x) = b, ~h, X thésh2 X~ X _ g X j (24)
a 2c 2c
() =" " x -
~ocdst? 22X -Lagp | (25)
4c 2c 2 2cBhal)

|

-sh? i—}arsh
4c 2

uvrStavanje izraza zagn U (19) uz upotrebu identiteta Na osnovu jedriéne ugiba prikazana je kriva ugiba na

(20) daje krajnju jedrignu lartanice kao krive voda u
intervalu [0a].

=2 Eghzw+ -2 thm (29)
¥ =2c 2c h-2c 2c
sh? (=x) = sh?(x) (20)

1 h, —h,

=2csh?| - X - Zarsh——2 |-

W) =2 E{S [40 2 207 cB;h(a/Zc)} 21)
—stt| A - Larsn ol +h,
4c 2 2c3halzc)

Prethodna jedrié@na sluZi za izréunavanje visine voda u
odnosu nax-osu u proizvoljnoj t&i raspona. Njena

Slici 4. Za razliku od krive voda koja ima minimukrjva
ugiba ima maximum.

Rastojanje

Slika 4:Kriva ugiba

druga vaZzna namjena je za crtanje krive voda. PoSto

konfiguracija terena n&&e odstupa u odnosu mxaosu
to odstupanje treba uzeti u obzir prilikom raavanja
stvarne visine voda.

Tjeme laganice je u véni raspona identno sa najnizom
tatkom voda. Mdutim u praksi postoje i specijalni
slutajevi kosih raspona kod kojih se tjeme danice
nalazi izvan raspona. Tada je najniZékéavoda identina

Pomau (25) se izraunava ugib u bilo kojoj tki
raspona. Ista jeddma se moze iskoristiti i za odfiganje
lokacije najvéeg ugiba latanice, te specijalnih formula
za izr&unavanje karakteriginih ugiba u rasponu:

* Najveti ugib b(x.),

e Ugib u sredini rasponi(a/2),

* Ugib u najnizoj taki vodab(xun).

sa nizom takom vjeSanja voda [7], ali koordinate tiemena

lancanice swak i tada odréene izrazima (15) i (18). To
zn&i da je (21) upotrijebljiva i u specijalnim slajevima
kosog raspona. Ovdinjenica potvduje univerzalnost
prethodno izvedene jed¥ine voda prema modelu
lancanice u kosom rasponu.

2. JEDNACINA UGIBA | SPECIJALNE FORMU-
LE ZA KARAKTERISTI CNE UGIBE
2.1. Odradivanje jednacine ugiba

Ugib provodnika je vertikalna udaljenost izéespojnice
i provodnika. Vrijednost ugiba varira unutar rasaptj.

raste od nule do maximuma a zatim opada do nule,

posmatrano od stuba na lijevoj strani raspona kamen

na desnoj strani raspona. Variranje ugiba u rasponu

opisuje jedn&na ugibab(x), a ta jedn&ina se moze

odrediti pom@u jednd&ine voda (19) tako da se ona

2.2. Lokacija najveteg ugiba lartanice u rasponu

Za odrelivanje lokacije najvéeg ugiba ladanice
potrebno je n& prvi izvod jedngine ugiba i izjednéiti
ga sa nulom, a rieSenje jedime b’(X)=0 daje téku x. u
kojoj lantanica ima maximalan ugib. Slijedi izé#enje
izraza zax.

b (x) = "2 =M gh X ™ X (26)
b'(x)=0 = X (27)
h, —h, —sh Xe = XN — 0 (28)
a
Xo = Xy +C @rsh% (29)
x. =2 +cllarsh LInl USRS Sl L (30)
2 a 2c3h(a/2c)
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Na osnovu (30) &igledno je da najwe ugib lartanice u  Akoje h =h, = =0 (41)
kosom rasponu nije lociran u sredini raspona kao dazimajéi gornje rezultate, simbahim rasunom je
slwaju parabole [7], nego je pomaknut od sredingokazano da je najéeugib lartanice u kosom rasponu
raspona. Smjer pomaka se moze odrediti izradogbmaknut od sredine raspona prema vistkitgjesanja
numertkih primjera kosog raspona. Metim ovaj rad yoda. U sldaju parabole nema pomaka najeg ugiba a
prikazuje drugaiji pristup ovome problemu i rjeSava gata karakteristika parabole z@no pojednostavijuje
iskljucivo  primjenom  simbotinog  r&una.  Slijedi  prorazun u odnosu na isti prema modeludanice.
matematika interpretacija navedenog.

Ako se drugi sabirak u (30) ozfisaq onda ta jednana

dobija pojednostavljen oblik: 2.3. Formule za karakteristéne ugibe lartanice

X, =2 +q (31) _ _ o _ .
2 S obzirom da je lokacija najteg ugiba lasanice

Sada treba pretpostaviti smjer pomaka, odnosnapadd odreiena u prethodnom poglaviju sada se na osnovu nje

od g a zatim matemafki ispitati korektnost odabrane moze odrediti i formula za iz€anavanje najweg ugiba

pretpostavke. Ako se pretpostavi da je néjvagib (b) koja proizilazi iz (42), odnosno (43):

lancanice pomaknut od sredine raspona nadesno kadape Yo (%) = Y(Xc) = b(xc) (42)
tacka vjeSanja na desnom stubu raspona viSa u odrgosu n h —h B
onu na lijevom stubu raspona, onda vrijedi relacija b=-—2—-1x -2 [€Sh2 Xo ™ X _ g X j (43)
Akoje h<h, = @>0 (32) a 2 2c
Pcatetni uslovi su sljedg: a > 0,¢c >0, h; > 0, h, > 0. b = 2c h, -h, i—arsh h, —h, +
Ispitivanje t&nosti relacije (32) otpinje sa (33) i (34): 2a | 2c 2c|35h(a/ 20)
h, =h h, b, - - (44)
carsh—2—=* —arsh——=2——~ >0 (33) hy =hy | ef 1. o he—hy
EE a 2 cESl'(a/ZC) + arshT sh EarshT +
arsh h, =~y > arsh h, —hy (34) +sh?| & - larsh h, —h,
a 2clshla/2c) 4c 2 2cshlalzc)

arshl) je inverzna funkcija hiperbolnog — sinusa 'uz upotrebu (25) na gkn n&in se odrduju i formule za

?Jékliziin?ejsnneatjisslllp ' di‘_j T(T e monotona, strogducas ostale karakteristhe ugibe ladanice, b(a/2) i b(Xun).
8, ) 1€ relacia. UvrStavanjex=a/2 u (25), te sidivanje dobijenog izraza

Akoje x,>x = arsh(x,)>arsh(x,) (35) ' daje formulu (45) za iztmnavanje ugiba u sredini

raspona. Treba napomenuti da je razlika dumb(x.) i

b(a/2) vrlo mala, te da se poseva sa rastom ugla nagiba

7777777777777777777 vy, & U ravnom rasponu je jednaka nuli.

Formula za ugib lafanice u sredini raspona:

b(a/2 :u—ZC Sh2 Earsh@ -
0 X 2 27 2chal2c)| (a5

77777777777777777777777777777777777777 — Sh2 3 — Earsh@
4c 2 2cishal2c)
********** é Iiik:':1757:k7ri7v:':17fh;1kéifé&r&&i oo Formula za ugib lafanice u najniZoj ki voda:
b(Xy ) = ZCE{h2 —h, {a —arshihz —h } +

Upotreba (35) u (34) daje (36), te proizilaze (B{B8): 2a | 2c ZcEr(a/ 2c) (46)
h2_hl> h,-h (36) a 1 h, —h,

a  2cshal2c) + sh{ -= arshi}} 0 0<x,, <a
1 1 an 27 2c3hal2c)

Posto je ugib provodnika definisan samo unutaroaap

s - @
a 2c3ha/2c) : "
prethodna formula se odnosi na sve one raspon&djdd

a/2c<sh(a/2c) (38)  je najniza taka voda identina sa tiemenom I&anice, te
Uzimajwi u obzir da jea/2c > 0 i (39) slijedi konstatacija je xwn[[0,a]. U protivnom tjeme lakanice je izvan
da je (38) korektna relacija. raspona pa je ugib u tojid onda nedefinisan [7].
Akoje x>0 = x<sh(x) (39)

Na ovaj ndin je potvdena i korektnost p@tne
pretpostavke date sa (32).
Za sl&aj h;>h, odnosndh;=h, vrijede sljedée relacije:

Akoje h, >h, = @<o0 (40)

3. JEDNACINE U RAVNOM RASPONU

U ravnom rasponu sudke vjeSanja voda na istoj visini
(hs=h,=h). To je ustvari pojednostavljenje kosog raspona.
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U tom sliaju su na osnovu (3), (4), (7) i (Btiri verzije 1z analize jedn&ne ugiba proizilazi sljed# bitan
jedn&ine voda date sa (47)—(50) [8] jer je najnizékta zakljucak: Ako se kriva voda smatra ksmicom, onda je

voda (51) locirana u sredini raspona. Definiciondunkcija ugibacija je kriva premjeStena iz intervala &),
podrije je interval [Og]. u interval [@/2,a/2] parna funkcija u shaju ravnog
x—al2 a (a7) raspona, a u staju kosog raspona nije ni parna ni
y(x)=c E€Ch - Ch2cj +h neparna funkcija.
2 X—a/Z 2 a 48 . - - > -
y(x) = 2clsh -sh*— |+h (48) Nove jednaine prikazane u ovom radu pruzaju
2c 4c mogunost za obradu sljedia, sa aspekta projektovanja
c [ xal2  _xar 2 -2 (49) nadzemnih vodova vaznih tema:
y(x) o€ te —e*-e ™ +h + Analiza lartanice pri porastu denivelacije,

« Aproksimacija latanice parabolom u kosom rasponu,
Odretivanje relacije izméu najveih ugiba laganice

x-al2

WX):ZEHe 2 —e_x_;lz] —(e“i—e_‘ij }+h (50) °

MIN(a;h—ZcEShzaj
2 4c

Jedndina ugiba u ravnom rasponu je data izrazima (52
(55), a formula za iztanavanje najuweeg ugiba je (56).

(51)

u kosom i ravnom rasponu.

Pri projektovanju nadzemnih vodova napona 110
kV Kkoriste se raspord < 400 m, te se zato tada mogu
upotrebljavati i priblizne relacije koje se bazirapa

primjeni parabole [9] umjesto laanice. Ti su izrazi
mnogo jednostavniji za praktiu primjenu, a greske koje

b(x) = ¢ chi —chx_ al2 (52) se pritom uvode u pro¥anima su sasvim male, prakio
2c c zanemarljive, ukoliko ugao nagiba u rasponima wigkk.
b(x) = 2¢ [ﬁshza—sh2 x—alzj (53)
4c 2c
2 _a  xap  _xal2 LITERATURA
ux):;EEeZC +e 2(:_e c -e c J (54)
[1] CIGRE Technical Brochure No. 324, Sagnsion )
c a _a)? X-;’Z _X-Za’2 2 (55) Calculation Methods for Overhead Lines, CIGRE
b(X)=-Mje* ~e | ~je* -e = WG B2-12, 2007
[2] L.Jozsa: Nadzemni vodovi, ETF Osijek, 2011

b=h(x.) = b(a/2) = b(xyy ) = 2cEsh24i‘C 6) (3

(4]

4. ZAKLJU CAK

(5]
U radu je prikazano viSe verzija jeditaa voda i ugiba
prema modelu lafanice koje se mogu Koristiti za [6]
izratunavanje visine voda odnosno ugiba u proizvoljnoj
tacki ravnog ili kosog raspona. Take izvedene su i
formule za karakteristhe ugibe latanice. Relacije
izmedu lokacija tih ugiba unutar raspona u &l
lancanice odnosno parabole navedene su u Tabeli I. Ifg
osnovu tih relacija jasno je &va jedna matematka
razlika izmeu lartanice i parabole u kosom rasponu a
koja se odnosi nx, tj. lokaciju najvéeg ugiba u rasponu.

8
Tabela I: Relacije izmk lokacija karakteristnih ugiba a
unutar raspona

Vrsta raspond Lawnica Parabola
hy <h, Xmin < &2 < X Xmin < /2 =X (9
h,=h, Xmin = a2 =X Xmin = a2 =X
hy > h, Xmin > a2 > X, Xmin > a2 = X
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