Hogyan lett a matematika deduktiv tudomédnnya? L.

SzaB6 ArpiD

Ennek a tanulmanynak a célja az, hogy kimutassa: a gordg
matematika mint deduktiv tudomany az eleai filozofia hatdsira
sziiletett meg legkésébb az i. e. 5. szézad els6 felében; ezt meg-
el6zben az eleatak fogalmaztdk meg tudatosan elészor az eurdpai
gondolkozas torténetében a logika alapelveit, deduktiv matematika
pedig nem lehetséges mindaddig, amig a matematikus nem épit-
heti tételeinek igazoldsat az altala mar jol ismert és tudatosan
alkalmazott logikara. A kitlizott célnak megfeleléen a dolgozat az
alabbi négy fejezetre oszlik: az 1. fejezetben roviden vazolom,
hogy milyen tijabb kérdéseket vetett fol a gorog matematika tor-
ténetével kapcsolatban a régebbi Okori keleti népek matematika-
janak alaposabb megismerése; a Il.-ban ismertetem a gorog
matematika kibontakozédsira vonatkozé ujabb elgondoldsokat; a
Ill.-ban 6sszefoglalom azokat a legfontosabb antik adatokat és a
hozzdjuk fliz6d6 modern tudoménytorténeti megallapitasokat, ame-
lyekre sajat elgondolasom épiil; végiil pedig a IV.-ben a matema-
tikai indirekt bizonyitds vizsgalataval kapcsolatban kifejtem véle-
ményemet az egzakt gorog tudomany létrejottérdl.

I,

A legutdbbi évtizedek soran tobb jelentés tudomanytorténeti
jellegii dolgozat foglalkozott az 6kori Egyiptom és Babylon népei-
nek matematikai ismereteivel." Ezek a kutatidsok nemcsak azzal az
eredménnyel jartak, hogy jobban megismertiik a gorogség elotti
okori kultirak matematikdjat, hanem tijabb ismereteink modosi-
tottak a gorogségrol és a tudomdany kezdeteirdl alkotott elképzelé-

1 Lasd ezeknek az eredményeit Osszefoglalva B. L. v. d. WAERDEN,
Science awakening, Groningen, 1954 c. munkajanak els6 harom fejezetében.
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seinket is. Amig nem ismertiik az egyiptomi és babyloni matema-
tikat, tobb-kevesebb joggal a gorogoket tarthattuk a matematika
megteremtbinek. De egyszerre mas lett a helyzet akkor, amikor
kideriilt, hogy sok matematikai felismerés, amelyet a gorog hagyo-
many az i.e. 6. vagy 5. szdzadra datalt, mar évszazadokkal korab-
ban kozismert volt a gorogség el6tti kulttirdkban. Pythagoras élet-
korat pl. a gérog hagyomdny az i. e. 6. szazadra teszi, és ennek
megfelelden i. e. 6. szazadi eredetli lehetne az a Pythagoras tétele
néven emlegetett felismerés, amelyet a hagyomany Pythagorasnak
tulajdonit. A modern kutatok koziil azonban régebben sokan két-
ségbevontdk ezt a hagyomdnyt azért, mert nem tartottik lehet6nek,
hogy egy ilyen fontos tételt maér ilyen kordn, a tudomanynak
szinte a kezdetén folismertek volna.” Mds értelme lett azonban a
modern tudomany szkepszisének az antik hagyomdénnyal szemben
akkor, amikor kideriilt, hogy ismerték a Pythagoras-tétel gyakor-
lati alkalmazasat a babyl6niak mar az i. e. 2. évezredben is.* Hasonlo-
képpen kideriilt az Euklidés miivében rendszerezett matematikai
tudasanyag nagy részérél, hogy az — legalabbis mint empirikus
ismeret — mér joval a gorogok elétt készen volt a babyléni
kultardban.*

Megismertiik a gorog tudomédny elézményeit, s ezéltal a
gorogok a tudomanytorténet szempontjabél szinte elveszitették régi
nimbuszukat. Mint a gorogség el6tti matematika torténetének egyik
kutatdja, O. NEUGEBAUER mondja: amidta nemcsak azt a két és
félezer évet tekinthetjiik at, amely a klasszikus gorog kor ota eltelt,
hanem amidta tobbé-kevésbé ismerjitk azt a masik két és félezer
évet is, amely a gorog kor elé esik, azota nem tekinthetjiik a
gorogoket a tudomany megteremtSinek.” Mai megitélésiink szerint
a gordg matematika mar nem a tudomdny torténetének a kezdetén,
hanem valahol a kozepe tdjan helyezkedik el.” S6t, NEUGEBAUER
éppen a babyloni matematikdra gondolva folvetette azt a kérdést is:

2 Vo. B. L. v. d. Waerpen, Die Arithmetik der Pythagoreer I.c. dolgo-
zataval (Math. Ann. 120 1947/49 127—153; kiilonosen 132. lap)

3 V0. O. NevceBauer, Vorlesungen iiber die Geschichte der antiken math.
Wissenschaften, Berlin 1934, 168. lap és K. Reipemeister, Das exakte Denken
der Griechen, Hamburg 1949, 51. lap.

4 V6. O. NevaeBauer, Studien zur Geschichte der antiken Algebra IIl.
(Quellen und Studien zur Gesch. der Math. Abt. B. Bd. 3, 1936 245—259):
,S0wohl im Bereich der Elementargeometrie, wie im Bereich der elementaren
Proportionenlehre wie schlieBlich im Bereich der Gleichungslehre liegt in der
babylonischen Mathematik das gesamte inhaltliche Material geschlossen vor,
auf dem die griechische Mathematik aufbaut. Der Anschluf ist in allen
Punkten praktisch liickenlos herzustellen.“

5 O. NeuceBauer, Quellen und Studien i. h. 259. lap.

6 B. L. v. d. WAerDeEN, Math. Ann. 120 1947/49 132. lap.
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vajon szabad-e a tudomanytorténet szempontjabol a gorog matematika
vivmanyait egyértelmilen csak pozitiven értékelniink? — Hiszen a
gorogok, ahelyett pl., hogy a babyloniak nyomdn tudatosan megte-
remtették volna a 10-es vagy 12-es poziciondlis szamrendszert, a
babyléniak kibontakozéban levé poziciondlis szamjelolését betii-
szamokka modositottak, ami hosszu ideig tartd stilyos visszaesésre
kellett vezessen’. Hasonl6képpen a babyloni algebra is a gorogok

7 A. Frenkian, Etudes des mathématiques suméro-akkadiennes, égyp-
tiennes et grecques c¢. roman nyelvli tanulmanyanak francia kivonataban
(Revue de I'Université de Bucarest 1953, 9—20) irja: “Rien n’indique les
mathématiciens grecs aient connu le systéme de notation de position relative des
peuples de la Mésopotamie. Le systeme grec de notation des nombres est
des plus défectueux, incapable d’aider le calcul (az én kiemelésem — Sz. A.)
inférieur méme a celui des Egyptiens, qui avait un signe particulier pour
chaque ordre d’unités décimales, qu’ils répétaient autant de fois qu’il était
nécessaire pour écrire un nombre donné. Donc, ou bien les Grecs n’ont pas
connu le systéme de notation des Babyloniens, ou bien lesprit de leur mathé-
matique étant orienté dans une autre direction, ils n’ont pas adopté ce sys-
téme, si toutefois ils I'ont connu® (az én kiemelésem — Sz. A) — A tovab-
biakban megkiséreli Frenkian a magyarazatot arra a kérdésre: miért nem
fejlesztettek ki a gorogok jobb szamijelolési rendszert; ezzel kapcsolatban a
kovetkezd érdekes magyarazattal probalkozik: Les Hellénes avaient deux
sciences qui s’occupaient des nombres: larithmétique qui était la science
théorique des nombres, trés étudiée et honorée, et la logistique qui était lié
a la pratique et qu’on avait abandonné a des specialistes considérés comme
des artisans, appelés avec un certain mépris du nom de banausoi. C'est ainsi
que la science théorique qui est larithmétique a fait chez eux de grands
progreés, sans faire profiter la logistique de ces progrés. Celle ci a continué
de travailler avec les anciennes méthodes venues de I'Egypte: a savoir, la
multiplication par duplications successives dont parle un scholie au dialogue
Charmide de Platon et le calcul fractionnaire seulement avec des fractions
ayant l'unité au numeérateur, méthode qui fut employé jusqu’aux temps des
Byzantins. — Les mathématiques suméro-akkadiennes ont été¢ beaucoup plus
liées a la pratique, comme on le voit par les problémes qu'elles ont a ré-
soudre dans les textes qui nous sont parvenus. Ensuite, la base de 60 pour le
systéme de numération était trés grande et c’est pourquoi les tenants de la
civilisation mésopotamienne ont eu recours a la notation de position relative,
etc. — Ez az elgondolas Osszeegyeztethetd azzal a felfogassal, amelyet dol-
gozatunk is képvisel, hogy ti. az antik gorog matematikanak nemcsak nagy
eredményei, hanem viszonylagos elmaradottsdga is tigyanannak az alapveto
tendencidnak kovetkezménye. A. Frenkian elméletéhez csak a kovetkezd kor-
rekciot kell hozzaflizniink: tévedés a gorogok ,elméleti aritmetikajat® egysze-
riien csak a ,gyakorlati logisztikaval® szembedllitani. Platon az Allam és a
Philebos c. dialogusokban nemcsak praktikus logisztikarél, hanem praktikus
arithmetikarol is beszél; ezt a két gyakorlati tudomanyt allitja szembe az elmé-
leti arithmetikaval és logisztikaval. Platon szerint tehat mind az arithmetika,
mind a logisztika lehet gyakorlati és elméleti tudomany is. Az az egyszeriisito
elgondolas, amelyet Frenkian is képvisel, csak késdbbi, djplatonikus eredetii.
Vo. J. Kiew, Die griechische Logistik und die Entstehung der Algebra L, IL,
ta;ellen und Studien zur Gesch. der Math. Abt. B. Bd. 3. (1936) 18. kk. és
122, kk.
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kozbejotte nélkiil szinte egyenesen fejlédhetett volna tovabb a
reneszansz algebrajaba, és ezzel talan kétezer évet ,megtakarithat-
tunk“ volna.’

Természetesen NEUGEBAUER is tudja, hogy a gorogok a mate-
matika torténete szempontjabol tavolrdl sem jelentettek ,vissza-
esést“ a szO igazi értelmében. Az emlitett példékra csak azért
hivatkozik, mert érzékeltetni akarja, hogy a tudomany fejlédése
nem egyenes vonald fejlédés; csakugyan voltak a régebbi babyloni
matematikaban olyan kezdemények, amelyeket a naluk késObbi
gorogok nem hasznaltak ki; s6t azaltal, hogy a gorogok a mate-
matika fejlédését egy bizonyos meghatirozott irdnyba terelték™,
lehetetlenné valt az is, hogy a babyloniaknak az algebrdban meg-
levo lgezdeményei az eurépai reneszansz kora el6tt tovabb fejlod-
jenek.

8 Lasd az 5. jegyzetet!

82 Ez a dolgozat a gorogok legfobb érdemét a deduktiv matematika
megteremtésében latja. A deduktiv matematika viszont elgondolasunk szerint
azaltal jott létre, hogy alkalmaztdk a logikat az addig csak empirikus jellegfi
matematikai ismeretekre. Mégis tévedés lenne, ha azt hinnék, hogy a logika
alkalmazasa a matematikai ismeretekre kezdettél fogva csak pozitiv hatassal
volt a tudomany fejlodésére. Részben ez a hatas egyes teriileteken gatolta is
a tudomany tovabbfejlddését. Mar B. L. v. d. WaerpeN is utalt arra, milyen
feltiin® pl. éppen a matematikaban a g6rogok logikus merevsége. Kozismert az is,
hogy a gorogség eldtti kultirdkban milyen fejlett volt a tortekkel valé szamo-
las.” A gorog deduktiv matematika viszont nem tudott mihez kezdeni a tortek-
kel; sot éppen merev logikus megfontolas alapjan kénytelen volt kirekeszteni
a torteket a matematikabol. Mint Platon Sokratese fejtegeti egy alkalommal:
,Hiszen tudod, hogy a matematikusok, ha valaki az egyet megprobéalna fel-
osztani, kinevetnék és nem jarulnidnak hozza kisérletéhez: hanem ha te dara-
bokra tordelnéd az egyet, 6k ehelyett inkdbb megszoroznak, mert mindenkép-
pen el akarnak keriilni, hogy az egy bdrmikor is ne egy, hanem tobb részbil
dllo legyen ... (Platon, Allam, VII, 525 D kk.). A torteket tehat azért kellett
kikiiszObolni a gorog matematikabol, barmilyen fejlett volt is a tortekkel valo
szamolas régebbi gyakorlata, hogy ellentmonddsmentes maradjon az ,egység“
definicibja: ,egység az, ami szerint bdrmely dolgot egynek mondunk“ (Eucl.
VII, def. 1.). — Ezért nem fejlédhetett tovabb a gorogoknél a tortekkel valo
szamolas gyakorlata sem; még a bizanci idokben is az maradt, ami volt az
okori Eggriptomban. (Vo. ezzel A. Frenkiannak fontebb a 7. jegyzetben emlitett
dolgozatat.). Egyébként a gorog matematika éppen azért fejlesztette olyan
magas fokra az aranyrdl szolé tanitist, mert deduktiv matematikajukban az
arany helyettesitette a tortet.

9 Erdemes egyébként O. NeuceBaver és B. L. v. d. WAERDEN szavait
osszevetniink abbol a szempontbdl, hogyan itéli meg ez a két kutaté a goro-
goknek ugyanazt a matematikai felismerését, ti. azt, hogy megismerkedtek az
irracionalis mennyiségekkel. O. Neuceeauer a legutobb idézett helyen ezt irja:
,In der Mathematik wurde die Einsicht in das Wesen der Irrationalzahlen
erkauft mit dem abrupten Abbrechen eines bereits zu einem algebraischen
Formalismus gelangten Systems, das sich in allen Punkten direkt in die
Algebra der Renaissance hitte fortentwickeln konnen — ohne die tiefsten
mathematischen Leistungen der Griechen wiren vielleicht 2000 Jahre zu
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Azota tehat, hogy jobban ismerjiik a gorogség elotti mate-
matikat, mdsképp itéljiik meg a gorogoket, mint régebben. De
modositottdk tjabb ismereteink a matematika kezdeteir6l alkotott
elképzeléseinket sok egyéb szempontbdl is. Régebben pl. gy
gondoltdk, hogy a matematika fejlodésének kezdeti szakaszédn tul-
nyomorészt geometria volt; azt hitték, ez igy is kellett hogy legyen,
mert a geometria ,kevésbé elvont“, ,szemléletesebb“, mint az
algebra. Szinte észre sem vették, hogy ez a téves elgondolas
tulajdonképpen csak Euklidés és a gorog matematika szemléleté-
b6l indult ki; azért tartottdk a geometriat a legrégibb matematikai
diszciplindnak, mert a gorogoknél — a ,legrégibb“ ismert okori
kultirnépnél — a matematika ngyszélvan egyértelmii volt a geo-
metridval. Ezért feledkeztek meg a kozelmult tudésai arrdl, hogy a
valdsagos fejlodés 1épten-nyomon ellentmond a geometria torté-
neti els6bbségérdl feldllitott posztulatumnak. Hiszen a geometria
ujabb eredményei a fejlodés minden szakaszan mds matematikai
diszciplindk fejlédésével szorosan Osszefonddva sziiletnek meg,
ugyhogy az,ami tisztan geometriai jellegii, csak utdlag bontakoz-
hatik ki ebb6l az Gsszefonodottsagbol.'” Mint a kozelmiiltban foly-
tatott torténeti vizsgdlatok igazoltak, érvényes ez a megfigyelés a
matematika Ostorténetére is. A ,tiszta“ (,szintetikus“) geometria
ebben a korai szakaszban meég tilsagosan nehéz lenne. Ezért a
gorogoket megel6z6 2000 éves fejl6dés sordn mindaz, ami geometria,
még csak madasodlagos jellegii.” A geometria eldtérbe nyomuldsa
csak joval kés6bb, a gordogoknél kovetkezett be.

gewinnen gewesen“. — B. L. v. d. WaerpeEN viszont €ppen az irraciondlis
szamok folismerésébol adodd logikai konzekvencidkrol irvan (hogy ti. Strek-
ken nicht universell durch Zahlen darstellbar sind und daher auch nicht ohne
weiteres wie Zahlen behandelt werden diirfen), rendkiviil nagyra értékeli a
gorogok teljesitményét és Osszehasonlitja Oket a modern eurdpai tudomany
képviseldivel a kovetkezoképpen: ,Die meisten Vertreter der abendldndischen
Wissenschaft z. B. haben die Darstellbarkeit von geometrischen Grofien durch
Zahlen nie bezweifelt, obwohl sie mit der Existenz von irrationalen Verhilt-
nissen bekannt waren und obwohl man vor Dedekind und Cantor nicht iiber
den exakten Begriff der reellen Zahl verfiigte. Die griechische Kultur ist meines
Wissens die einzige, die diese logische Konsequenz wirklick vollzogen hat“ (az
én kiemelésem — Sz. A.)

10 0. NEUGEBAUER, Quellen und Studien, i. h. 246. lap: ,Die grofen Fort-
schritte der Geometrie sind in allen Phasen immer unldsbar mit der Entwick-
lung anderer Disziplinen verkniipft (analytische Geometrie und elementare
Algebra, Differentialgeometrie und Analysis, Topologie und Riemannsche
Flichen - abstrakte Algebra), So dafl das Geometrische an sich immer erst
nachtrdglich wieder aus dieser Verkniipfung gelost werden mufite.“

11 O. NEUGEBAUER uo. 247. lap: ,in den 2000 Jahren vorangehender
Entwicklung ist alles ’geometrische’ nur ein sekunddres Objekt zundchst der
Rechentechnik mit den rationalen Zahlen in beiden vorgriechischen Kulturen,
dann der Algebra in Babylonien.“
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Ez a felismerés lehetové tette azt is, hogy teljesebb magya-
razatot talaljunk egy olyan jelenségre a gorog matematikdn beliil,
amelyet ugyan mar régebben észrevettek, de megmagyardzni alig
tudtak. Mar ZEUTHEN észrevette ugyanis,”” hogy Euklidés II. és VI
konyvében tulajdonképpen geometriai formaba oltoztetett algebrai
problémékr6l van sz6. De arra a kérdésre, hogy igazdban miért
is geometrizdltik a gorogok az algebrat, régebben nem tudtunk
kielégitd magyardzatot; legfeljebb csak a geometria nagyobb
»szemléletességére“ hivatkozhattunk. Ma viszont tudjuk mar, hogy
a gorogoknek azért kellett geometrizalniok az algebrat, mert az
irracionalis mennyiségek felfedezése utdn csak ezen az uton biz-
tosithattdk tovabbra is a matematika altalanos érvényiiségét, attér-
vén a raciondlis szamok teriiletérdl az dltalanos mennyiségi viszo-
nyok teriiletére; és ezért kellett az egész gorogség elotti ,algebrikus“
algebra eredményeit is a ,geometrikus“ algebra nyelvére lefordi-
taniuk.” — Ebben a megvilagitisban egyszerre megértettiik azt is,
miért tartotta az i.e. 4. szdzad legelején ARCHYTAS még tobbre a
ylogisztikat“ (a gorogok algebrdjdt) mint a geometriat;"* ARCHYTAS
ugyanis még nem érvényesitette olyan messzemenéen az irra-
cionalitds felfedezéséb6l adodo logikai kovetkezményeket, mint

12 H. G. Zevtnennek (Die Mathematik im Altertum und Mittelalter) erre
a régi felismerésére utal O. Nevcesauer, Quellen und Studien, i. h. 249. lap és
B. L. v. d. Waerpen, Math. Ann. 117, 1940 158. lap.

13 O, Neuvcesaver i. m. 250. lap: ,Die Antwort auf die Frage nach der
geschichtlichen Ursache der Grundaufgabe der gesamten geometrischen Algebra
kann man heute vollstindig geben : sie liegt einerseits in der aus der Entdek-
kung der irrationalen GroBen folgenden Forderung der Griechen, der Mathe- .
matik ihre Allgemeingiiltigkeit zu sichern durch Ubergang vom Bereich der
rationalen Zahlen zum Bereich der allgemeinen GroBenverhiltnisse, and-
rerseits in der daraus resultierenden Notwendigkeit, auch die Ergebnisse der
votrgriechischen algebraischen Algebra in eine geometrische Algebra zu iiber-
setzen.“

14 Arcuyras, H. Dies, Fragmente der Vorsokratiker 35 B 4: ,a logisz-
tika mint tudomany messze feliilmilja a tobbit, kiilonosen a geometriat, mert
ez vilagosabban kezeli targyat, mint amazok . .. és ahol a geometria mar
nem boldogul, a logisztika még tovabb bizonyit.“ — A | logisztika® terminus
ebben az Osszefiiggésben arithmetikat és logisztikat egyiitt jelol; vo. J. Krein-
nek fontebb a 7. jegyzetben idézett dolgozatéval (32. lap 1. j.). Erdemes lesz
megemliteni, hogy ennek az Archytas-fragmentumnak az értelmét mindaddig
nem is foghattuk fel, amig O. Nevcesaver (Quellen und Studien,i. h. 245) ra
nem mutatott igazi matematikai-torténeti jelentéségére. Mint NEuGEBAUER irja:
»Die Prignanz dieses Ausspruchs ist umso interessanter, als er ja nur um
wenige Jahre dlter ist, als die Geometrisierung der griechischen Mathematik,
die wir als ihre ’klassische’ Form anzusehen gewohnt sind“, Ezzel szemben
DieLs szoveggyiijteménye nem tudvan még errél az| dsszefiiggésrol, megjegyzi:
,oinn und Herstellung des Fragments unsicher . . .“.
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kozvetlen utdna THEAITETOS és PLATON.” Ez mds széval azt
jelenti, hogy ma mar pontosan meg tudjuk jelolni azt az id6-
szakaszt, amikor a gorogoknél a régebbi  logisztikat“ hat-
térbe szoritja a geometria;* tudjuk azt is, hogy a geometria el6-
térbe nyomuldsa egy logikai felismerésnek — az irracionalis
mennyiségek felfedezésének a sziikségszerii kovetkezménye volt.”
— Az a régebbi elgondolas tehat, amely a gorog geometria , szem-
1életességét“ hangsiilyozta, er6sen médosult. S6t, az ijonnan foltaruld
torténeti perspektivaban fel kellett meriilnie a kérdésnek: vajon egyal-
talan a szemléletesség-e a gorog matematika legjellemzébb vonasa?™®
Egyszerre igazat kellett adnunk Platonnak, aki a gorog matema-
tikar6l szolva mar az i.e. 4. szazad els6 felében hangstilyozta,
hogy a geometria szemléletessége tavolrol sem konkrét szemléle-
tesség, mert ez a szemléletesség tulajdonképpen csak emlékeztet
valamire, ami masképp, mint gondolati uton egyaltaliban nem
hozzéaférhet6.”

A felsorolt példdk tehdt azt mutatjak, hogy a gorogség elbtti
matematika jobb megismerése csakugyan modositotta és elmélyi-
tette a gorogokre vonatkozé ismereteinket is. Ma mar ugyan nem
tekinthetjiik a gorogoket a matematikai tudomany megteremtdinek
‘abban az értelemben, ahogy ezt régebben gondoltdk, de ma mar

15 B. L. v. d. Waerben, Zenon und die Grundlagenkrise der griech.
Math. c. dolgozatdban (Math. Ann. 117. 1940. 141 kk.) az el6bbi Archytas-idé-
zettel kapcsolatban a kovetkezoket irja:,Wenige Jahrzehnte spéter hat sich.
das Blatt bereits gewendet: Theaitetos entwickelt seine Klassifikation der
irrationalen Strecken, und bei Platon ist das Verhdltnis zwischen Logistik und
Geometrie vollstandig umgekehrt. Die bisherige Logistik ist als - Wissenschait
verpont, die geometrischen Schliisse sind die wahren Vorbilder exakter
Beweisfiihrung. Bei Euklid ist die Algebra vollends aus dem Bereich der offi-
ziellen Geometrie verbannt und darf nur in geometrischem Gevande, als
Fldchenrechnung oder ’geometrische Algebra’, ihr Dasein fristen.

16 Lasd O. Neucesaver és B. L. v. p. WaerDEN szavait a megel6zd két
jegyzetben.

17 Vo. B. L. v. d. WAErDEN Science awakening 125. lap k.: It is there-
fore logical necessity, not the mere delight in the visible, which compelled
the Pythagoreans to transmute their algebra into a geometric form.“

18 K. RememeisTer, Das exakte Denken der Griechen, Hamburg 1949, -
51. lap; ,Es ist ein weitverbreitetes Vorurteil, das wesentliche Merkmal der
griechischen Mathematik sei ihre Anschaulichkeit . . . Richtig ist es vielmehr,
daB sich in der pythagoreischen Mathematik die Umwendung vom Anschau-
lichen zum Begrifflichen vollzieht.“

19 Praton, Allam, VII, 526 (amikor a matematikusok szamokrol beszélnek,
akkor szdmon valami olyasmit értenek, ami csak a gondolkozds szdmdra
megkozelithetd) és wuo. 527 (amikor a geometridban valamit szemléltetnek,
gy beszélnek, mintha valami konkrét dologrél lenne szé, holott igazdban
nem a lathatora, hanem a csak elgondolhatora akarjak iranyitani a figyelmet.
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annal konkrétebben tudunk rdmutatni arra, hogy mit jelentett a
gorogség a matematika torténeti fejlédésében. Egyértelmiien kide-
riilt pl., hogy a gorogség elbtti matematika még egyaltalan nem
ismeri a ftétel, a bizonyitds, a definicio, a posztuldtum és az
axioma fogalmat.* Ez a régebbi matematika tulajdonképpen még
csak empirikus ismerethalmaz, amely ad ugyan bizonyos szaba-
lyokat matematikai jellegli feladatok megolddsara, de a tételeket
nem fogalmazza meg dltalinos érvényii formédban és a tételek
bizonyitdsdra még csak kisérletet sem tesz, legfeljebb bemutatja
egy-egy numerikus példin az eredmény kiszamitdsinak a mene-
tét. Rendszeres deduktiv tudomdnnyd csak a gorogoknél lett a
matematika. Az empirikus ismerethalmaznak ez az atalakuldsa
egzakttudomannyd természetesen Oriasi jelentOségii 1épés volt a
tovabbi fejlédés szempontjabol. Ertheté tehat, hogy a torténeti
kutatds figyelme e felé a kérdés felé fordult: hogyan, mikor és
miért lett a gorogoknél a matematika deduktiv tudomannya? —
Dolgozatom, amely ezeknek a kérdéseknek a tisztdzasara torekszik,
a kovetkezd fejezetben mindenekel6tt harom pontban ismerteti
azokat az elgondoldsokat, amelyek a folvetett probléméval kapcso-
latban a kozelmiltban napvildgot lattak.

IL.

A matematikanak mint deduktiv tudomanynak a kibontakoza-
sat altaldban a logika elméletének a kibontakozdsdval szoktak
Osszehasonlitani. Lassuk pl. az }. pontban annak a K. v. FriTz-
nek az elgondolasat, aki legutobb egyik dolgozatdban® utalt arra,
hogy a matematika a gorogoknél tulajdonképpen azért ,vélhatott
egzakt tudomannyd, mert definicidés-axiomatikus megalapozast nyert“.
Bar a szerz arra a kérdésre, hogy ez a folyamat hogyan és mikor
ment végbe, nem ad kozvetlen valaszt, mégis érdemes lesz atte-

20O, Becker, Grundlagen der Mathematik in geschichtlicher Entwick-
lung, Freiburg Miinchen 1954 22. lap: ,Nicht einmal die Formulierung all-
gemeiner Sitze ist fiir Babylonien gesichert. (Dagégen kommen solche in der
traditionellen Form des dogmatischen Kurzsatzes (stitra) in der altindischen
Sakralgeometrie vor.) Von Beweisen ist in den erhaltenen altorientalischen
Dokumenten erst recht nichts zu finden; hochstens kommen zahlenmébig
ausgerechnete Proben vor.“ — Aiexits Gy. és Fenvo I. konyve (Matematika
és dialektikus materializmus, 1948) tébb izben beszél az egyiptonii és babyléni
matematika ,bizonyitasair6l“ (pl. a 40. és 41. lapon). Tudomdsom szerint a
gorogség eldtti matematikaban egyaltalan nincsenek bizonyitasok.

21 K. v. Frirz, Die Antac in der griechischen Mathematik, Archiv fiir
Begriffsgeschichte, Bd. 1, Bonn 1955 13—103.
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kinteniink — helyenként kiegészitve és korrigdlva! — a gondo-
latmenetét, mert szempontjai kozelebb vihetnek benniinket a prob-
léma megoldasahoz.

1. pont EUKLIDEs klasszikus miivében, az Elemekben, amely
i. e. 300 koriil keletkezett, kiilon csoportokba foglalva ismerteti el6bb
a definicidkat, posztulatumokat, axiémakat, és csak ezek utan tér
at az egyes tételek (theorémak) ismertetésére, ill. bizonyitasara.
Arra nézve, hogy mi ennek a beosztisnak az értelme, EUKLIDES
maga egydltalin nem ad magyardzatot. De vilagosan megmagya-
razza ezt Euklidés kommentatora, PROKLOS az i. sz. 5. szazadban:

»Minthogy azt Adllitjuk, hogy ez a tudomdany, a geometria
(= matematika) feltevésekbol indul ki és meghatarozott principi-
umokbol bizonyitja levezetett kovetkeztetéseit — mert ezek koziil
csak az egyik csoport feltevés nélkiili, a masik azonban éppen az
€l6bbibdl nyeri principiumait —, annak, aki geometriai kézikonyvet
allit ossze, kiilon kell targyalnia tudomédnyanak alapjait (= princi-
piumait), és kiilon azokat a dolgokat, amelyeket az alapokbol vezet
le. Az alapokrél nem kell szdimot adnia, ezeket nem kell bizonyi-
tania, de mindazt, ami ezekbdl kovetkezik, bizonyitania kell.“*

ProkLOos félreérthetetleniil megmagyardzza miivében mas
alkalommal azt is, hogy mi a kiilonbség az euklidési definiciok,
posztuldtumok és axioméak kozott: ezeket egyiittvéve nevezi ala-
poknak, principiumoknak, ill. gorog szoval archéknek. Magyaraza-
tabol benniinket most leginkabb az érdekel, hogy szerinte az
axiomdk és posztuldtumok esetében nem sziikséges, s6t nem is
lehetséges a bizonyitds vagy geometriai megokolas;” ezeket ismer-
teknek tételezziik fel és a definiciokkal egyiitt ezek az alapjai
(principiumai) mindannak, ami utanuk kovetkezik.

PROKLOS magyardzata csakugyan jol megvildgitja EUKLIDES
miivének a szerkezetét. EUKLIDES nyilvan azért sorolja fel mind-
jart az els6 konyv elején, miel6tt még ratérne az egyes tételek
ismertetésére €s bizonyitdsara, a definiciokat, posztulatumokat és

22 Procut DiapocHr inprimum Euclidis Elementorum librum commentarii
ed. G. Friedlein. Lipsiae 1873 p. 75.

23 ProcLus (ed. G. Friedlein) 178. lap: ,Kozos az axiomak és posztu-
latumok esetében az, hogy ezeket nem kell bizonyitanunk vagy geometriailag
megokolnunk, hanem f{6ltessziik, hogy ezek ismertek és principiumai mind-
annak, ami utdnuk jon. (Egymas kozott azonban ezek éppen gy kiilonbozo
dolgok, mint ahogy mads a tétel és mas a feladat.)* — Mas alkalommal viszont
(76. lap) igy ir Proclus: ,Ha olyan allitdssal van dolgunk, amely onmagaban
nem evidens ugyan, de amely mégis folallithato, és az, aki hallja, elfogadja,
akkor definiciorol beszéliink.*
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axiomakat,” mert ezek azok a ,principiumok®, amelyekb6l a
the6rémak levezetheték. Ebben az osszefiiggésben most nem lénye-
ges az a kérdés, vajon az egyes definiciok, posztulatumok és
axiomak csakugyan mind magatél EUKLIDESt6] szdrmaznak-e.”
(Lehet, hogy ezek koziil egyiket-mdasikat EUKLIDES mar készen
vette at; masok viszont késdbb, az EUKLIDES utani korban is bele-
keriilhettek az ,Elemek“-be.) Kétségtelen, hogy maganak az eukli-
dési miinek a szerkezete bizonyitja: EUKLIDESnek mdr nagyon is
jol kellett tudnia, hogy egész matematikai tudasunk be-nem-bizo-
nyitott principiumokb6l és olyan tételekbodl all, amelyek az elébbi
principiumokbél kovetkeznek. Ez viszont mas szoval azt jelenti,
hogy a gorogok EUKLIDES kordban, i. e. 300 koriil mar pontosan
tudtak: miben all a matematikai bizonyitas, és meddig folytathato.
ARISTOTELES volt az, aki mar egy generaciéval EUKLIDES
- el6tt, a 4. szazadban, egyik logikai munkdjaban, az Analytica
posterioraban rendszetesen targyalta az un. bizonyito (apodeiktikus)
tudoményok modszerét. ARISTOTELES erre vonatkozd fejtegetései
nagyjabol Osszeegyeztethetok azzal, amit EUKLIDES kommentatora,
PrOKLOS mond a matematikai bizonyitdsrol, bar kétségtelen, hogy
EUKLIDES és az antik matematikusok nem mindenben értettek egyet
ARISTOTELES véleményével; ARISTOTELESnek még a terminologiaja
sem mindenben azonos a matematikusok terminologidjaval.” A Iényeg
azonban szamunkra az, hogy a bizonyit6 tudomany moédszerét
ARISTOTELES is a matematikdn illusztralja, és & is ugy gondolko-
zik a principiumokr6l, mint EUKLIDES, illet6leg PROKLOS; mint
irja; ,Principiumnak nevezem minden miifajban azt, amelyrdl nem
lehet bebizonyitani, hogy van, illetéleg hogy érvényes“”. — Vila-
gos, hogy ebben az értelemben tekintik principiumnak a definicio-
kat, posztuldtumokat és axiomakat EUKLIDES és PROKLOS is.
Hasonlé volt a véleménye a matematikai principiumokrol
(vagy legalabbis egy résziikrol: a definiciékrol) mar ARISTOTELES

2 Posztulatumokat ¢és axidmékat Euklidés csak az elsd konyv elején
sorol fel; definiciot viszont a VIIL, IX., XIL és XIII. konyvtol eltekinfve min-
den konyv elején talalunk. — Minthogy az axiomak és posztulatumok altala-
nosabb jellegliek, mint a definiciok, val6szinii, hogy ezeknek, az axiémaknak
és posztuldtumoknak a fogalmat csak késdbb teremtették meg a matematikusok.
A definiciok lehetnek a legkorabban félismert euklidési principiumok.

2 Az euklidési definiciok, posztulatumok és axiomak Kkiilonbozd erede-
tére vonatkozéan lasd: P. Tannery, Sur lauthenticité des axiomes d’Euclide
(Mém. scient. 1912, 48—63) és A. M. Frenkian, Le postulat chez Euclide et
chez les modernes, Paris 1940, 21—24.

26 Talaléan jegyzi meg ezzel kapcsolatban K. v. Frirz i.m. 103. lap:
»Die mathematische Entwicklung ist weitgehend an Aristoteles vorbeige-
gangen. “ 3

27 Aristoteles, An. Post. 1. 10.

2 Matematikai Lapok
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elott a 4. szazad elsd felében PraTONnak is. Mint az Allam c.
dialogusban PLATON SOKRATESe mondja: ,azok, akik geometriaval,
szamokkal és mas ehhez hasonldé tudoménnyal foglalkoznak, alapul
veszik a paratlant, a parost, a hdromféle szoget és mas ehhez
hasonld fogalmat; ezeket teszik meg alapnak abban a feltevésben,
hogy ezeket tudjak mar; nem is adnak réluk szamot sem maguk-
nak, sem masnak, hanem ezekb&l mint principiumokbdl kiindulva
az utanuk kovetkezd dolgok bizonyitdsdhoz latnak (VI 510 C—D);
az alapul valasztott feltevések mogé azonban maér nem hatolhat-
nak“ (VI 511 A).

Ebbdl lathatjuk tehat, hogy jéval EUKLIDES el6tt, mdr PLATON
koraban tudtak a gorogok a matematikai bizonyitdsrél két rend-
kiviil fontos dolgot:

a) a bizonyitds nem folytathatd végteleniil, nincs regressus
ad infinitum
és

b) a matematikdnak kell hogy legyenek tovabb mar nem

bizonyithaté alapjai.

Ugy latszik tehat, a matematika definicios-axiomatikus meg-
alapozasanak — részben mindenesetre — azért kellett bekovetkez-
nie, mert a gorogok nyilvan sziikségesnek érezték, hogy Ossze-
allitsak azokat a tovabb mar nem bizonyithaté, de ©nmagukban
is evidensnek érzett matematikai jellegii megdllapitdsokat, amelyekre
folépithetd volt egész matematikai tudasuk.

Ennek a definicios-axiomatikus megalapozésnak a létrejottét
K. v. FriTZ az aristotelési logika keletkezésével hasonlitja Ossze:
mint irja: az aristotelési logika a dialektikdb6l bontakozott ki.
(Dialektikan értsiik ezattal a platoni ,dialektiké techné“-t, a vitat-
kozas miivészetét.) A pdarbeszéd, a dialogus két résztveviijének,
A-nak és B-nek a szerepe beszélgetés kozben a kovetkezOképpen
oszlik meg. A-nak valamely allitisdit B nem fogadja el. A pedig
be akarvan bizonyitani ezt az allitdst, olyan praemissakat keres,
amelyeket B is helyesnek tart és elfogad. Utana A megmutatja,
hogy allitisa, amelyet B kezdetben nem tartott helyesnek, logikus
sziikségszeriiséggel kovetkezik azokbol a praemissdkbol, amelyeket
B is elismert.

Kétségtelen, hogy ez a schéma csakugyan alkalmazhaté az
euklidési matematikdra. EUKLIDES barmelyik ,bonyolult® bételérol
megallapithatjuk, hogy a bizonyitds ezt a tételt ,egyszeriibb“ tete-
lekre, az egyszeriibb tételeket pedig dltalanosan elfogadott praemis-
sakra, definiciokra, posztuldtumokra vagy axiomdkra vezeti visz-
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sza.” Hiszen a matematika éppen ezért deduktiv tudomény, mert
minden allitasat (tételét) levezefi ilyen praemissakbdl, illetbleg az
allitast visszavezeti az elfogadott praemissdkra.

Tanulsagos a definiciés-axiomatikus megalapozds Iétrejotté-
nek ez az Osszehasonlitisa az aristotelési logika kibontakozédsédval
azért is, mert felhivia a figyelmet egy nagyon lényeges koriil-
ményre. A vita folyaman az, aki be akar valamit bizonyitani,
magabol a bebizonyitand6 allitasbol indul ki és csak wtdlag keresi
ehhez az allitishoz azokat a praemissdkat, amelyeket ellenfele is
elfogad; de egyaltalan nem bizonyos az, hogy a bebizonyitando
tétel ismeretéhez csakugyan a bizonyitasnal felhasznalt praemissak
ismerete alapjdn jutottak el. Eppen ‘ellenkezéleg: nagyon konnyen
elképzelhetd, hogy valamely igaznak tapasztalt vagy plauzibilis
allitis logikus praemissait csak utdlag, akkor tudatositottak
magukban a vitatkoz6 partnerek, amikor egyikiik megkisérelte alli-
tasat a masikkal is elfogadtatni, bebizonyitani. Egészen bizonyos,
hogy igy volt ez az euklidési matematikai tételek nagy részével is.
Ezeknek a tételeknek nagy részét is régesrégen ismerték mar a
gyakorlatbol az okori keleti népek, amikor késébb a gorogok
keresni kezdték azokat az ,egyszerlibb“ tételeket, amelyekbdl leve-
zethetbk a ,bonyolultabbak“. Hiszen a matematika, mint kész
rendszer, szisztematikus deduktiv tudomany ugyan, de keletkezése
soran még csak gyakorlatb6l szarmazo induktiv tudas.”

Minthogy K. v. FriTZ magyardzata szerint a gordgok a
matematika definicios-axiomatikus megalapozdsa sordn csak utélag
keresték a tételeik bizonyitdsdhoz sziikséges praemissdkat, érthetd
az is, hogy a gordg matematikusoknak aligha sikeriilt mindjart
kezdetben tisztazniok azt a kérdést: melyek a ,legegyszeriibb“
matematikai jellegii &llitdsok, a legdltalanosabb praemissak, mit
tekintsenek be-nem-bizonyithaté axiomanak, posztulatumnak vagy
definicibnak? — Valoszinii, hogy mindaz, amit EUKLIDES ezeken
a cimeken 0Osszefoglal, csak hosszabb fejlédés eredményeként kris-
talyosodhatott ki. Hiszen az elébbi schéma értelmében kezdetben

2 Jellemz6 a gorogdk naiv empirizmusara, hogy csakugyan megkiilon-
boztettek ,egyszeriibb“ és bonyolultabb tételeket. Arra, hogy az ,egyszeriibb*
és ,bonyolultabb“ mennyire szubjektiv Kkategéria, tigy latszik, nem jottek ra.
Aristotelés mindenesetre hosszasan fejtegeti, milyeneknek kell lennidk azok-
nak a praemissaknak, amelyekre a bizonyité tudomany folépiilhet; ezért irhatja
K. v. Fritz (i. m. 23. lap) Aristotelés nyomén: ,Das als Prinzip angenommene
mub in sich einsichtiger (?), einfacher (?) und abstrakter sein als das, was
daraus abgéleitet wird“.

20 V6. G. Porya, Schule des Denkens, Vom Losen mathematischer
Probleme, Bern, 1949. 9. lap: ,Nach Euklid dargestellt erscheint die Mathe-
matik als eine systematische deduktive Wissenschaft, aber die Mathematik im
Entstehen erscheint als eine experimentelle induktive Wissenschaft“.

o%
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csak arra torekedhettek a matematikusok, hogy a ,bonyolultabb“
allitisokat ,egyszeriibb“ praemissdkra, az ellenfél altal is elfoga-
dott tételekre vezessék vissza. Ha pedig valoban igy ment végbe
a fejlédés, akkor aligha képzelhetd, hogy mar a legels6 kisérletek
soran megtalaltdk volna a ,legegyszeriibb“ praemissakat, az axio-
makat, posztuldtumokat és definiciokat. Hogy milyen hosszti id6n
at folytak ilyen természetii kisérletek, arra jellemz6 lehet PROKLOS
allitasa,* aki elmondja, hogy a pergéi APOLLONIOS még az EUKLIDES
utani korban is megkisérelte pl. bebizonyitani azt az axiomat,
amely szerint: ha két mennyiség kiilon kiilon egyenlé valamely
harmadikkal, akkor a két mennyiség egymassal is egyenls.” APOLLO-
niosnak ez a kisérlete PROKLOs szerint azért nem sikeriilhetett,
mert ,kevésbé evidens“ praemissdkkal akarta megokolni azt, ami
yevidensebb“ a praemissdinal.”

Jollehet K. v. FriTz magyardzata — tehat a gorok mate-
matika definicios-axiomatikus megalapozasanak 0Osszehasonlitdsa
az aristotelési logika kibontakozdsaval — olyan elgondolas, amely

részben helyesen vilagitja meg a gorog tudomany keletkezésének a
koriilményeit, mégis a szerzd nem veti fel elég €lesen azt a kér-
dést: mikor, hogyan és miért kovetkezett be a gorog matematika
torténete sordn az a fordulat, amely a deduktiv tudomany meg-
sziiletésére vezetett? — K. v. Fritz dolgozata erre a kérdésre
csak a kovetkez6 harom — tartalmdban ugyan helyes, de kissé
elmos6dé korvonali” — allitassal felel:

1) Megallapitja a dolgozat, hogy a definicios-axiomatikus
megalapozas elsé lépéseinek mar Aristotelés elétt meg
kellett torténniok, mert kiilonben ARISTOTELES nem hivat-
kozhatott volna éppen a matematikidra azokban a fejtege-
tésekben, amelyekben az apodeiktikus (bizonyit6) tudo-
manyokrol beszél.”

30 Procrus, ed Friedlein p. 183.

3t Eucl. I. koinai ennoiai 1. (Té& z¢ adrgp loa Kai &AifAow totiv ioa.)
O. Becker (Grundlagen der Mathematik 90. lap) forditasa szerint: ,Was dem-
selben gleich ist, ist untereinander gleich.“ Euklidés szovege nem hasznalja a
y,mennyiség“ fogalmat.

32 Apollénios kisérletével kapcsolatban érdemes megemliteni: a mai
tudasunk szerint nem lenne valoszinii az a feltevés, hogy Apollénios ,tudato-
san axiomatizalt volna“ — ti. a szénak abban az érteimében, hogy folismerte
volna: valamely nem-euklidési axidma-rendszerben csakugyan folbukkanhatnak
Euklidés axiomai mint levezetett tételek.

33 Vo. K. v. Fritz i.m. 43. lap: ,Es ist deutlich zu sehen, daff Aris-
toteles nicht in der Weise hdtte mit konkreten Beispielen aus der Mathematik
operieren konnen, wenn Ansitze zu einer definitorisch-axiomatischen Grund-
legung der Mathematik . . . nicht schon vor ihm vorhanden gewesen wiren®.
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2) Utal arra, hogy — ugy latszik — a régebbi gbrog mate-
matika (kiilonosen THALES) még empirikusabb jellegii lehe-
tett és a szemléletesség evidencidjara torekedett; késébb
— EUKLIDES kordban — az empiria és a szemléletességre
torekvés mar hattérbe szorult; a matematika ebben a
kés6bbi korban mar sokkal inkdbb absztrakt jellegiivé
lett.™

3) Egy alkalommal megallapitja K. v. FRITZ azt is, hogy az
a matematika, amely az i.e. 5. szdzad pythagoreusaival
kezd6dott, mar mas jellegii volt, mint a 6. szdzadi THA-,
LEsnek a szemléletesség evidencidjara torekvd geomet-
ridgja.”

Tovéabbi hidnyossdga ennek az elgondolasnak az, hogy szinte
teljesen nyitva hagyja a kovetkezd kérdéseket: Vajon a deduktiv
matematika megsziiletése Osszefiiggott-e €s milyen mértékben a
logika elméletének a kibontakozédsaval? Csak parhuzamosan, egy-
mast helyenként befolydsolva ment-e végbe a két jelenség — a
logika és a deduktiv matematika kibontakozdsa —, vagy pedig
feltétleniil megelozte-€ koziilok az egyik a masikat?

Lassuk ezekutin a kovetkezO pontban azt az elgondolast,
amely mar nemcsak parhuzamba allitja a deduktiv matematika
keletkezését a logika kibontakozédsaval, hanem amely megkisérli a
valaszt arra a kérdésre is: hogyan és miért ment végbe ez a folya-
mat?

2. pont. A deduktiv matematika keletkezését ALEXITS Gy.
és FENYO L. a kovetkezd elgondolassal magyarazza :

»A szigoril -bizonyitds sziikségességének felfedezése jelenti
tulajdonképpen a tudomanyos matematika kezdetét (Pythagoras). De
a bizonyitas sziikségességének felfedezése is a tarsadalmi viszo-
nyokban leli a magyardzatat. Magja kozvetleniil a korabeli filo-
zofidban keresendd; nevezetesen a szofistaknak minden ellentmon-
dast felszinre hozé vitatkozdsmaddja raterelte a hellén kutatok figyel-
mét a logikai bizonyitds sziikségességére. Ha tovabb megyiink, tigy
azt kell konstatalni, hogy a filozéfidnak ez a nagyfokn fejlettsége
és foleg elterjedtsége a politikai, tehat tdrsadalmi vitakbol fejlo-
dott ki és ezek hatdsa a matematikiban is — éspedig korszak-

3 K. v. Fritznek azokra a fejtegetéseire, amelyek Thalés geometriajara
vonatkoznak, visszatériink még e dolgozat 1II. fejezetében.

35 Az a gondolat, hogy az i. e. 5. szazad pythagoreusaival tulajdonkép-
pen uj korszak kezdddik a gorog matematika torténetében, igazaban nagyon
régi. De ennek a gondolatnak a jelentdségét csak legutébb kezdte hangsti-
lyozni K. ReipEMEISTER; 1asd erre vonatkozéan e dolgozat III. és IV. fejezetét.
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alkot6 médon — a szigorti bizonyitdsok felfedezésében nyilvanult
meg. A tobbi Okori birodalom matematikai ismereteibdl éppen ez
a dontden fontos elem hidnyzott, ezért nem lehetett azokat az athéni,
alexandriai stb. matematikusok tudomanyaval 0Osszehasonlitani“.”
Miel6tt részleteiben vizsgalnank ALEXiTSnek és FENvOnek
ebben az idézetben 0sszefoglalt gondolatmenetét, fel kell hivnunk
a figyelmet egy olyan gondolatra, amely a szerz6k véleményének
a kialakitaisdban nagy szerepet jatszott. A szerzok ugyanis igye-
keztek az okori gorogség esetére is alkalmazni azt a tételt, hogy a
matematika fejlodése dltaldban parhuzamos a termelés fejlédésével,
‘és hogy a matematika problémai a torténelem folyaman sokszor a
termelés sziikségleteibdl fakadtak.” Ez a nagy egészében helyes
gondolat azonban konnyen félrevezethet, ha elsietetten altalanosit-
juk. A gorog matematika esetében pl. a PYTHAGORAStOl EUKLIDESI
terjed6 id0szakaszra vonatkozoOan egyaltalan nem tudunk kimutatni
konkrét kapcsolatot egyfeldl a deduktiv matematika problémai, mas-
fel61 pedig az egykora termelés problémai kozott.® Az is hiba
lenne, ha megfeledkeznénk arr6l, hogy a gorog matematikusok
tudomanyukat dltaldban nem a termelés, a gyakorlat eszkozének
vagy eredményének tartottdk; éppen ellenkezoleg: 6k a matemati-
kaban a gyakorlattol valo elforduldst, a tiszta szemlélodést, a spe-
kulaciot lattak.” Tekintet nélkiil arra, hogy helyes-e ez az oOkori
felfogas, nem szabad figyelmen kiviil hagynunk az antik matema-
tikusoknak ezt a véleményét, mert kiilonben lehetetlenné tessziik,
azt, hogy megértsiik a deduktiv tudomdny létrejottének a koriil-
ményeit. ;

36 Acexits Gv. és Fenyé I, Matematika és dialektikus materializmus,
Budapest 1948. 39. lap.

37 I.m. 36—37.

38 Tévedés lenne ezt a megallapitdst azzal cafolni, amit Acrexits—
Fenyd konyve a 37. \lapon ir. Az emlitett helyen ti. ezt olvassuk: ,A Kr.
e. V. és IV. szazadbeli gorég geometriai problémdk nagyrésze az aranyossa-
gokkal foglalkozik (Eudoxos), vagy azokbol indul ki. Ezek elé a problémdk
elé az emberi test dbrdzoldsa (vazdkon) és épitészeti feladatok allitottdk a
kor gondolkododit.“ Ez az utobbi, altalunk kiemelt allitds csak Onkényes hipo-
tézis. Mert igaz ugyan, hogy az aranyossag problémai el6szor a mindennapi
gyakorlatban meriiltek fel, de a gorog deduktiv matematika képviseldi az i. e.
5. és 4. szazadban - arany-elméleteikkel nem gyakorlati jellegli feladatok meg-
oldasara torekedtek. Eppen ellenkezéleg, tisztara elméleti meggondolasbol
kiindulva a fort fogalmat akartak megkeriilni.

% Jellemz& pl, hogy Platén Allam c. dialdgusiban Sokratés nagyon
hatarozottan megallapitja: a geometrianak és altaldban a matematikanak
csak igen kis része az, ami tOkéletesen elegendé a gyakorlati sziikségletek
kielégitésére; ezeknek a tudomanyoknak nagyobb és jelentosebb része nem
gyakorlati, hanem egyéb sziikségleteket elégit ki (VII, 526 D).
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Az az elgondolds tehat, hogy a g6rog matematika fejlédése
parhuzamos a termelés fejlodésével, a PYTHAGORAStOl EUKLIDESig
terjedd szakaszra nem igazolhatd. Még kevésbé igazolhat6 az eldbbi
idézet gondolatmenete, ti. a szerzOknek arra a kérdésre adott
valasza: hogyan lett a matematika a gorogoknél deduktiv tudo-
mannya? — Ok ugyanis ebben a nagyjelent6ségili 1épésben a ter-
melés fejlddésének kozveteft hatdsdt szeretnék kimutatni. Elgon-
dolasuk a kovetkezo.

A termelési mod fejlédése egy adott pillanatban lehet6vé
teszi a rabszolgatartd gorog demokrdcia kibontakozasat. A demok-
rdcia egyiitt jAr a szOlasszabadsdggal, a vélemények nyilt harcaval,
a vitdkkal. A vitdk sordn az tigyes vitatkozok, a szofistdk redird-
nyitjgk a figyelmet a véleményekben rejl6 ellentmondasokra. igy
meriil fel egy i1d6 milva a logikai bizonyitds igénye, €és végiil:
éppen ennek az igénynek a kielégitésére torekszik a gorog mate-
matikus — mar PYTHAGORAS is! — akkor, amikor bebizonyitja
allitasait, tételeit.

Elég ennek a gondolatmenetnek egymasba kapcsolodo lanc-
szemeit kozelebbr6l megvizsgélnunk ahhoz, hogy azonnal észreve-
gylink egy chronologiai tévedést. Mert jollehet mi is helyeseljiik
ugyan a szerzbknek azt az elgondoldsat, hogy a tudomanyos mate-
matika kezdetei az egykora filozdfidban keresend6k, mégis a szer-
z0k elképzelése szerint a demokracia-adta szoldsszabadsagban az
iigyesen vitatkozo szofistdk azok, akik rediranyitjdk a figyelmet az
ellentmondésokra, és az & miikodésiik nyoman meriil fel a logikai
bizonyitds igénye; a matematikus pedig éppen ennek a logikai
igénynek tesz eleget mintaszeri formaban akkor, amikor megte-
remti a deduktiv tudomanyt. — A baj csak az, hogy a deduktiv
matematika — a szerzok szerint is — az i. e. 6. szdzadi PYTHAGORAS-
szal (vagy tanitvanyaival) kezdddik, tigyesen vitatkoz6 szofistak
pedig az i.e. 5. szdzad kozepe eldtt semmi esetre sem voltak. —
A konstrukci6 tehat csak abban az esetben &llhatnd meg a helyét,
ha egyrészt be tudndnk bizonyitani, hogy a logika mint tudomany
csakugyan a mindennapi élet vitdibol sziiletett meg," masrészt

40 Az a gondolat, hogy a logika mint tudomany a mindennapi élet vitai-
bl sziiletett meg, felmeriil — feltevés formajaban —\0. Giconnal is (Der
Ursprung der griechischen Philosophie, Basel 1945, 251.lap): ,Das Verfahren
des Parmenides, durch Elimination der Moglichkeiten zum Wahren zu gelan-
gen, setzt voraus, dafl Parmenides eine bestimmte formale Methode des
Beweisens schon kennt, ehe er sich daran macht, nun das Sein zu beweisen.
Die Frage stellt sich dann nach dem Ursprung dieser Methode. Er wird
schwerlich in der ionischen Kosmologie oder in der pythagoreischen Verkiin-
digung zu suchen sein. Mit allen Vorbehalten sei bemerkt, daB eine solche
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pedig, ha mar bizonyosak lehetnénk afeldl, hogy logika valéban
volt mar abban az id6ben, amikor a deduktiv tudomany kezdetei
jelentkeznek.

De még ha korrigalhatnank is az elébbi konstrukci6é chrono-
logiai tévedését, van ennek az elgondolasnak egyéb gyengéje is.
Hiszen az elébbi idézet szerz6i a szigori matematikai bizonyitds.
sziikségességérdl beszélnek, de nem teszik fel azt a torténeti kér-
dést: vajon mit jelenthetett a szigori matematikai bizonyitds
,Sziikségessége“ az Okorban? — Ahelyett, hogy ezt a kérdést fel-
tennék, sajat modern elgondolasukat a matematikai bizonyitis
»Sziikségességérol“ tgy tiintetik fol, mintha ez csakugyan az okori
gorog matematikusok ,felismerése“ lett volna. Mert nézziik csak
meg kozelebbr6l, mit mond ALEXiTs ¢és FENYO a matematikai
bizonyitas sziikségességének a felfedezésér6l? — Miutin megem-
litették azt a régi, csak approximativ értékii egyiptomi geometriai
szabalyt, hogy az egyenlészarti haromszog teriilete egyenld az alap
" és az oldal félszorzataval," igy folytatjak:

,Ez elegend® pontossdgii volt az egyiptomiaknak, mert a
Nilus aradédsai tobbnyire olyan hosszi egyenl6szari haromszog
alaka teriileteket oOntottek el, hogy ezek felmérésére ez a terii-
letképlet az akkori mérések pontossiga mellett a tapasztalattal
megegyezd eredményre vezetett. De a gorogok ugyanezt a képle-

tet épitészeti feladatok megolddsdra akartdk felhaszndini, ahol mdr

nem vdlt be“.*

Technik des Beweisens am leichtesten in der Welt der polilischen und juri-
stischen Argumentation, in der sogenannten Gerichtsrhetorik sich bilden konnte.
Die konkrete Frage des Advokaten nach einem ungekldrten Tatbestand oder
einer ungewissen Taterschaft konnte ohne Zweifel am ehesten zu solchen
Beweismethoden fiihren, wie sie hier Parmenides an einem ganz anderen
Objekt iibt. Was wir wissen, ist daB Sizilien zur Zeit des Parmenides die
Gerichtsrhetorik geschaffen haben soll. Was uns fehlt, sind die duBeren
Beweisstiicke, die von der sizilischen Rhetorik zum ’Wege der Forschung’
des Parmenides hiniiberfiithren. So muf dies lediglich eine nur zogernd an-
gedeutete Hypothese bleiben.“

41 Ehhez az approximatios formulahoz lasd O. NeuGesauer, Vorlesungen.
iiber die Geschichte der antiken math. Wissenschaften Bd. 1. Berlin 1934, 123.
lap: ,Eine Anzahl von Feldern (scil. : in Aegypten) sind dreieckig. Die Angabe
der GroBe erfolgt dann etwa nach dem folgenden Schema: Die westliche
Seite ist a, die Ostliche b, die siidliche ¢, die nordliche nichis. Die Fliche
ist dann wieder aus a—;—b % zu erhalten. Hier hat man es also immer
mit Ndherungsrechnungen zu tun, die sich auf ganz bestimmte Felder beziehen
und mit einer fiir praktische Zwecke ausreichenden Genauigkeit die Fldachen
angeben.

42 Arexits Gy. €és Fenvo L i. m. 37—38 lap.
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Az utolsd, altalunk kiemelt mondat alapjan kdnnyen az lehet
az olvasO benyomdsa, mintha csakugyan barmilyen forrasbol tudo-
masunk lenne arr6l, hogy a gorogdk valaha is megprébaltik volna
felhasznalni a megkozelitd pontossagu egyiptomi képletet épitészeti
problémak megoldasara. A valosdg ti. ezzel szemben az, hogy az
idézett allitas csak szellemes, de ellentrizhetetlen kombinacio.
Ugyanilyen joggal akar azt is kérdezhetnénk: hat az egyiptomiak-
nak vajon miért nem jutott esziikbe, hogy felhasznéljak empirikus
eredetii ,képletiiket“ sajat épitészeti problémaik megoldasara? Vagy
talin nekik egyéltalin nem lettek volna épitészeti problémaik?
Ok taldn a geometriat csak foldmérésre haszndltik volna? — De
mindez még megbocsathatd volna, ha a szerzék nem fiiznék tovabb
merész kombindcidikat. A kovetkezd lapon ti. mar igy folytatjak :

»Az el6bb emlitett és még sok mdas empirikus tton felalli-
tott tétel alapjan az athéni matematikusok arra a megallapitasra
jutottak, hogy a puszta tapasztalat elvont dltaldnositisa még nem
nydjt kell6 biztonsagot; ennek kovetkeztében az athéniek rajottek
a matematikai bizonyitds sziikségességére és ezzel leraktak a mai
értelemben vett matematikai tudomany alapjait.“*

Nem kétséges, hogy ez a gondolatmenet a matematikai bizo-
nyitds sziikségességérdl vallott modern felfogast vetiti vissza az
Okorba. Mert a valésagban egydltalan nincs bizonyitékunk arra,
hogy a gorogok a deduktiv tudomdny megteremtésével csakugyan
a mindennapi gyakorlat érdekében torekedtek volna nagyobb pon-
tossagra, bizonyossdgra. Minden jel arra mutat, hogy a gyakorlat-
ban Ok is megelégedtek a pontossagnak azzal a fokdval, amely
empirikusan is elérhetd. Inkdbb az lehet a benyomdsunk, hogy a
gorogok elfordultak a gyakorlattol, sGt részben még a tapasztalat-
tol is akkor, amikor megteremtették a deduktiv, theoretikus tudo-
Illsz_qy_t Egyeltre elégedjiink meg azzal a megallapitassal, hogy a
gorog matematikusok — kiilonosen a deduktiv tudomany torténe-
tének legrégibb szakaszan — szinfe csupa olyan tételt bizonyi-
tottak be, amelyet a gyakorlatbél mdr tigyis réges-régen jol ismer-
fek. A gyakorlat szempontjabdl pedig az ily modon deduktiv uton
bebizonyitott matematikai tétel egyaltalaban nem lett értékesebb, | ‘;
mint amilyen a bizonyités el6tti empirikus ismeret volt. Az Okor- |
ban a deduktiv bizonyitasnak nem volt kizvetlen gyakorlati haszna. | |
Sot, a jelek arra mutatnak, hogy az Okori matematikusok igaza- | |
ban nem is sejtették a deduktiv bizonyitds gyakorlati felhasznal-
hatésagat. Egy elterjedt anekdota szerint pl., amikor EUKLIDEStOL

43 Uo. 39. lap.
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megkérdezte egyik tanitvanya, hogy vajon mit nyer azzal, ha
megtanulja a matematikai levezetéseket, EUKLIDES odaszolt a rab-
szolgdjanak: adjon egy obolost a kérdez6nek, mert az illetének —
ugy latszik — feltétleniil nyernie kell valamit abbol, amit tanul.*
— Aligha sziilethetett volna meg ez az Okori anekdota, ha a gorog
matematikusok egyaltaldn sejtették volna az egzakt matematikai
bizonyitds kozvetlen gyakorlati felhaszndlhatosigat. — Félrevezetd
tehat arrol beszélni, hogy a gorogok ,felfedezték a szigori mate-
matikai- bizonyitds sziikségességét“. Mert igaz ugyan, hogy ezek
az Okori gordog matematikusok rendkiviil szigorti bizonyitdsokra
torekedtek, de arra a kérdésre, hogy mi sziikség van ezekre a
bizonyitdsokra, 6k maguk egyéltalan nem tudtak volna valaszt adni.

Egy masik gyongéje ALEXITS és FENYO fontebb idézett
magyarazatdnak abban all, hogy a szerzék a deduktiv matemati-
kai bizonyitast a mindennapi bizonyitasformakbdl akarjak levezetni.
Elgondolasuk szerint a régi gorogok el6szor a mindennapi élet
vitai sordn lettek volna figyelmesek az érvelésben felbukkané
ellentmondésokra; igy meriilt volna fel a logikai bizonyitas igénye,
s aztdn kés6bb ennek az igénynek a kielégitésére kezdtek tore-
kedni a matematikusok is. A matematikai bizonyitds tehat eszerint
a mindennapi bizonyitasformdk egyik tovabbfejlédott véltozata
lehetne. — De visszavezethetd-e az egzakt matematikai bizonyitas
eredete olyan bizonyitasformakra, amelyek mindségiikben kiilonboz-
nek a matematikai bizonyitdstol? Mert a mindennapi élet bizonyi-
tasformai csak nagyon fdvolrol emlékeztetnek a matematikai bizo-
nyitdsra. A nem-matematikai bizonyitds legtobbszor csak arra tore-
kedhetik, hogy feltarja valamely allitds valdsziniiségét ; az igazsag
kritériuma azonban ezekben az esetekben mindig a gyakorlat, a
tapasztalat, illetleg maguk a tények. Az Okori matematikusnak
viszont nagyon sokszor éppen az évszazadok oOta jol ismert €s
empirikusan Iépten-nyomon tapasztalt tényeket kellett 4ltalanos
érvénnyel bebizonyitania. Hiszen a matematika éppen ez altal lett tudo-
mannya, hogy — a principiumoktol eltekintve — nem elégedett meg az
empirikusan tapasztalt tényekkel. — Ha tehat a matematikai bizonyitas
eredetét a joval szerényebb igényii mindennapi bizonyitasformakban
keressiik, akkor éppen azt kellene még megmagyaraznunk: hogyan
és miért lett a matematikai bizonyitas a gorogoknél olyan rend-
kiviil szigortivd, feltételezett eredetét meghazudtolva egyediildlléan
igényessé? ALEXITS és FENYO elgondoldsa erre a dontden fontos
kérdésre egyaltalan nem ad véalaszt.

4 V6. G. Sarton, Ancient Science and Modern Civilization, London
1954. 20. lap.
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3. pont. Az egzakt gordg matematika megsziiletését v. D.
WAERDEN a kovetkez$ elgondolassal magyardzza.® A gorogok sok
empirikusan megismert matematikai tételt készen vettek 4t Egyip-
tombol €és Babylonbdl. De a kiilonbozd eredetii keleti matematikai
receptek nem mindig voltak 0sszhangban egymassal. A babyloniak
szerint pl. a kor teriilete 3r°, az egyiptomiak szerint viszont
(8/9-2r)". A gorogoknek mar most, amikor megismerték ezeket az
egymastol eltér6 empirikus eredeti és pusztan gyakorlati céla
szabalyokat, donteniok kellett, melyik a helyesebb, hogyan lehetne
pontosabban kiszamitani a kor teriiletét. Igy jutottak volna el las-
sanként az egzakt levezetés, a bizonyitds gondolatdhoz.

Ez az elgondolas szerényebb igényii, mint az el6bbi ketto.
Nem keresi az egzakt matematika eredetét valahol a logika koze-
lében, vagy a logika kibontakozdsdval parhuzamosan halad6
uton; nem is szdrmaztatja a matematikai bizonyitdst minden-
napi, a matematikan kiviil es6 bizonyitasformakbol. B. L. v. D.
WAERDEN elgondoldsa az egzaktsdgra vald torekvést egyszerii
matematikai jellegli reflexiOkra vezeti vissza. Csakugyan elkép-
zelhet6, hogy a matematikai bizonyitds gondolatinak a megszii-
letéséhez — kiilonosen kezdetben, THALES esetében — ilyen ter-
mészetli reflexiok is hozzdjarulhattak. Hidnya azonban ennek
a plauzibilis elgondoldasnak az, hogy nem veszi figyelembe
azt a kiilonds jelenséget, amelyet mas osszefiiggésben maga
v. D. WAERDEN is hangsiilyoz, hogy ti. a gorog matematikusok
mar nagyon kordn tigyszolvan mindent, a legkézenfekvbb ténye-
ket is bizonyitani akartdk. Ha 0Osszedllitjuk a legrégibb ismert .
gorog matematikai bizonyitdsokat, egyaltaldn nem az a benyoma-
sunk, mintha a gorok matematikusok azért teremtették volna meg
a deduktiv tudomanyt, hogy eldonthessenek olyan régebben ,vitas
kérdéseket“, mint pl. a kor teriiletének a kiszdmitasa. Eppen ellen-
kezbleg: a legrégibb matematikai bizonyitdsok szinte csupa vitat-
hatatlan és kozismert empirikus tényt bizonyitanak. Mi lehetett az
oka ennek a mindendaron mindent bizonyitani-akarasnak mar az
i. e. 5. szazadban? — B. L. v.D. WAERDEN elgondoldsa erre a
kérdésre nem ad vdlaszt. :

4 B. L. v. p. Waerpen, Science awakening. Groningen 1954. 89. lap;
v. 0. O. Becker, Gnomon 23, 1951. 297. kk. : ,Interessanter als alle Einzelheiten
ist die Gesamtauffassung des Verf. von der friihgriechischen Mathematik. Die
entscheidende Wendung sieht er mit Recht in dem Auftreten von Theoremen
mit Beweisen. Das Motiv liegt nach ihm in der Ubernahme einer nicht immer
einheitlichen orientalischen Tradition (wie z. B. die verschiedene Bestimmung
des Kreisinhalts durch Aegypter und Babylonier) und der sich daraus erge-
benden Notwendigkeit einer kritischen Entscheidung zwischen ihnen.“



Az a harom Kkiilonboz6 elgondolds tehat, amelyet ebben a
fejezetben oOsszefoglaltunk, bar hasznilhaté szempontokat ad a
tovabbi kutatdshoz, nem oldja meg problémdnkat: hogyan lett a
matematika deduktiv tudomannya?

Minthogy a tudomanytorténetnek mindeddig nem sikeriilt
elfogadhaté magyarazatot adnia az egzakt gordg matematika kelet-
kezésérol, a kovetkezd fejezetben megkiséreljiik Osszefoglalni azt,
amit err6l a kérdésrdl mai tudasunk alapjan elmondhatunk. EI6bb atte-
kintjiik az antik hagyoménynak erre vonatkozé legfontosabb adatait
(A. pont), majd kiegészitjiik ezt azzal, amit err6l a kérdésrél a
jelenkori tudomany megallapithat (B. pont).

I1.

A) Az antik matematika legrégibb, klasszikussa lett 0ssze-
foglalasa, Euklidés Elemeinek 13 konyve, i.e. 300 koriil keletke-
zett. EUKLIDES miive — jollehet a tudomdny kés6bbi fejlodese
sordn tobbszor ramutattak mar fogyatékossdgaira — a maga nemé-
ben mind a mai napig tgyszolvan mintaszerii. Megallapithatjuk
pl., hogy a goOrogok egzakt matematikai bizonyitasa EUKLIDES
kordban mar elérte legmagasabb fejlettségi fokat. A deduktiv tudo-
many kialakuldsanak tehat az EUKLIDESt megeldzo korra kell esnie.
Mit tud errél az EUKLIDES el6tti korrél a gorog hagyomény ?

A legrégibb gorog matematika-torténetet nem sokkal EUKLI-
DES el6tt ARISTOTELES egyik tanitvanya, EUDEMOS irta az i.e. 4. szd-
zadban. Elveszett miivének rovid kivonata belekeriilt az i. sz. 5. szd-
zadban €16 ProkLOsnak EUKLIDES els6 konyvéhez irott kommentar—
jaba. Ezt nevezik PROKLOS hires ,matematikus jegyzékének“.
A jegyzék benniinket érint6 legfontosabb megallapitdsai a kovet-
kezok.

(1 !A gorog matematika, illet6leg geometria megteremtbje, az i. e.
6. szdzadi THALES Egyiptomban gyfijtotte tuddsat és onnan hozta
ezt a diszciplinat a gorogok kozé. A szoveg azt mondja rola, hogy
»S0k mindent feltaldlt 6 maga, és sok masban megmutatta kovetoi-
nek a principiumokhoz vezetd utat azaltal, hogy egyes kérdéseket
altalanosabb, madsokat viszont kézzelfoghatobb (= érzékelhetobb)
formaban vetett fel“."”

46 Lasd erre vonatkozoan G. PoLya idézett miivének fejezeteit a 96. kk.
és 225. kk. lapokon: ,Durchfiihren eines Planes“ és ,Warum Beweise?*

47 ProcLus (ed. G. Friedlein) p. 65. — A matematikus-jegyzék egész.
szovegét leforditja és részben kommentalja B. L. v. d. WaerDeN, Science
awakening, 90. kk.
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@ Zj A jegyzék kovetkezd, szamunkra fontos megallapitisat az
ugyancsak 6. szdzadi PYTHAGORASszal kapcsolatban teszi. Azt
allitja rola, hogy 6, PYTHAGORAS a geometridval valo foglalkozast
(= filozofiat) megvaltoztatta, olyan format adott neki, hogy ez a
szabadember nevelésének része legyen. — Ezekkel a szavakkal
irja koriil forrasunk azt az allitisat, hogy a geometria, illetéleg
matematika PYTHAGORAS kezében tobbé mar nem gyakorlati, hanem
elméleti jellegli tudomdnnya lett. Antik felfogds szerint ugyanis a
gyakorlat, praxis, nem mélté a szabad emberhez; a szabad ember csak|
szemlélodéssel, thedridval foglalkozhatik. Rendkiviil fontos lehet!
szamunkraa matematikus-jegyzéknek eza PYTHAGORASszal kapcesolatos
megallapitasa, ha meggondoljuk, hogy a matematikai , tételt“ gorogiil
theorémdnak hivjak. A theéréma elnevezés maga is arra mutat, hogy itt
mar nem gyakorlatrél, hanem oncéli szemlélddésrol, thedridrol van
sz0. — PYTHAGORAS a jegyzék szavai szerint donté valtozast
hozott a matematikdba’ azaltal, hogy a geometria alapjait, princi-
piumait kutatta és tételeit a konkrét anyagtol fiiggetleniil (diéiwg)
tisztdn intellektualis Gton (voeodg) vizsgalta. ), PYTHAGORAS volt
az — mondja még szovegiink —, aki felfedezte az irracionalisok
(vagy inkébb: ardnyok?) elméletét” és megszerkesztette a kozmikus
(= szabalyos) testeket.

(7)Elmondja még ezenkiviil PROKLOS jegyzéke tobbek kozott
azt is, hogy mar joval EUKLIDES el6tt mdsok is irtak olyan rend-
szeres matematikai miiveket, ,Elemeket“, mint amilyen késébb
EUKLIDESE lett. Az els6 ilyen rendszerez0 matematikus a chiosi
HIPPOKRATES volt az i. e. 5. szdzadban, majd a 4. szdzad elsd felében

“_LEON, a 4. szdzad mdsodik felében pedig a magnésiai THEUDIOS.
Lassukmdrmost, mennyiben egésziti ki vagy modositja az
Okori hagyomdnyt a mai matematika-torténet.
B) Vegyiik elébb sorra a PROKLOS jegyzékébdl kiemelt
harom pontot.

ol [ THALEST illetden a modern torténeti kutatis megerdsiteni lat-
szik az Okori jegyzék allitasait. Talan szabad kiolvasnunk a
THALESIOl sz6l6 adatokbdl annyit, hogy a gbrog hagyomany is
szamontartotta az empirikus matematikai tudasanyag keleti eredetét;
ezért emlegethetik THALES egyiptomi utazasait. A szovegbdl nem deriil

48 G. FrieoLein olvasasa szerint a szoveg az irraciondlisok elméletérdl
sz6l; més olvasds szerint csak az ardnyok elméletérél lenne szo.

% Erdekes, hogy az antik hagyomdny az empirikus, gyakorlati mate-
matikai ismeretek keleti eredetérdl szolva mindig csak Egyiptomot emlegeti és
sohasem Babylont. V6. O. Becker (Grundlagen der Math. 22. lap): ,Die
Griechen iibernahmen weithin altorientalisches, besonders wohl babylonisches
Material, obwohldie griechische Tradition immer nur von Aegypfen als dem
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ugyan ki minden kétséget kizardan, vajon egzakt tudomdény volt-e
mar THALES geometridja, de taldn még ebben a kérdésben is
utbaigazithat benniinket az imént oOsszefoglalt rovid hiradas.
A szbveg ugyanis azt mondja, hogy THALES ,megmutatta kove-
toinek a principiumokhoz vezeté wutat“; mintha ezekkel a szavak-
kal éppen azt akarnad kifejezésre juttatni az antik szerzé, hogy
THALES maga nem jutott ugyan el a principiumokhoz, a matema-
tika igazi alapjaihoz, inkabb csak egyengette feléjiik az utat.
“Tette pedig ezt azaltal, hogy ,egyes kérdéseket dltaldnosabb,
masokat viszont kézzelfoghatobb (= érzékelhetébb) forma-
ban vetett fel“. Mintha még ez a mondat is igazolhat6 lenne:
A geometriai ,8z0g“ fogalmat pl. csakugyan THALES vagy leg-
alabbbis THALES kora vezette be;* marpedig ez nagyfoku dlta-
ldnositds volt. Az &ltaldnositasra torekvésnek tehat valoban érvé-
nyesiilnie kellett mar THALES tudomanydban. A szbveg azonban
“ugyanakkor azt is mondja, hogy THALES egyes- kérdéseket ,érzé-
kelhetobb formaban vetett fel“. Az érzékelhetéségnek ez a hangsi-
lyozasa THaLESszel kapcsolatban nem véletlen. Hiszen alig par
sorral alabb PYTHAGORASrol mar éppen az ellenkez6jét halljuk. PROK-
LOS jegyzéke szerint PYTHAGORAS a matematika tételeit ,a konkrét
anyagtol fiiggetleniil, tisztdn intellektudlis iton vizsgalta“. THALES-
szel kapcsolatban tehat ,érzékelhetébb formardl“, PyTHAGORASszal
kapcsolatban pedig ,tisztan inteilektudlis vizsgdlodasrol“ hallunk.
Ez a két megdllapitds — ugy latszik — tudatosan utal egymasra.

Ursprungslande der Geometrie spricht.“ — Vajon mi lehet az oka annak,
hogy a hagyomany ilyen egyoldaliva torzult? Azt hissziik erre a kérdésre
eléggé valdszinii magyarazatot adhatunk akkor, ha figyelembe vessziik a kovet-
kezOket. Ugy latszik, a gordg hagyomany is tudott arrél, hogy a babyloni
_kultura Kisugarzasi teriiletén a szamokkal valo foglalkozas (az arithmetika)
fejlett volt. Proklos pl. a gorog tudomany eredeférdl szolva megemliti, hogy a
phoinikoknal milyen magas szinvonalt volt a szamok ismerete éppen a keres-
kedelem és a szamolassal valé gyakorlati foglalkozéds kovetkeztében (Friedlein
p. 63). — Abban az id6ben viszont, amikor Eudemos a 4. szazadban megirta
az els gorog matematikatorténetet, a gorog matematika mar teljes egészeben
geometrizdlodott. Amikor pedig a gordgok a geometria eredetet kutattak,

helyenként csakugyan magukhoz kizelebb allonak érezhették az egyiptomi tudo-
manyt mintsem a babylonit. Hiszen lattuk mar, hogy az egyiptomiak pl. a kor
teriifetét —csakugyan ,pontosabban“ ki tudtak szamitani, mint a babyléniak.
A gbrog hagyomdny eltorzulasanak tehat legalabb részben oka lehet az is,
hogy a gorogok az egyiptomi geometriat kozelebb érezték sajat geometrizalt

tudomanyukhoz, mint a babylénit.

% V6. O. Becker, Gnomon 1951. 298. lap): ,Im iibrigen ist gerade die
Einfiihrung des Winkelbegriffs (statt des $qt) eine wesentliche neue Errungen-
schaft der friihgriechischen Geometer (Scheitelwinkel, Basiswinkel, Winkel im
Halbkreis), die von weittragenden Folgen war (Winkelsumme im Dreieck,
woraus vielerlei abgeleitet werden konnte).
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De vajon miben Aallhatott a thalési geometria ,érzékelhetdsége“?
— Erre a kérdésre is felelhetiink, RQa azt vizsgaljuk elébb: vajon
be tudta-e bizonyitani THALES a tételeit, és hogyan? — Az antik
hagyomany csakugyan beszél THALES ,bizonyitasair6l“,” de nem
mondja meg vilagosan, mib6l allott a bizonyitds. A modern inter-
pretdcio ezzel kapcsolatban két koriilményre hivija fel a figyelmet;
egyrészt utal arra, hogy a ,bizonyitdst® jelol6 gorog szd jelent
egyszerli megmutatdst 1s; masrészt pedig emlékeztet a modern
tudoménytorténet egy olyan megfigyelésre, amelynek alapjan nagy
valosziniiséggel rekonstrudlhatjuk THALES bizonyitasi eljarasait.”
EUKLIDES ugyanis az . konyv elején megfogalmazza az tn. kon-
gruencia-axiomat: ,azok (a dolgok == sikidomok), amelyek egy-
mdsra illeszthetdek, egyenlék egymassal“.” Az  egymdsra illesz-
tés“ (épaudlev) Kkifejezést azonban EUKLIDES soha egyetlen egy
tételében sem hasznalja, csak ebben az axiomaban és csak nagyon
ritkdn (Osszesen kétszer!) egy-egy tétel bizonyitdsaban, jollehet az
emlitett axioma hasznalata sokszor megkonnyithette volna munkd-
jat.** Nyilvanvalo tehat, hogy EUKLIDES Keriilni igyekszik a kon-
_gruencia-axioma hasznalatat. Ugyanakkor azonban tudjuk PROKLOS
szovegeébol, hogy régebben olyan geometriai bizonyitdsokban is
hasznaltdk az ,egymasra illesztés“ empirikus modszerét, amelyeket
EUKLIDES mar_egyaltaldin nem emlit. ,Ezt a modszert tehat egy-
“Kor sokkal gyakrabban hasznaltik, mint amennyire ez EUKLIDES
szovege alapjan elképzelhetd volna. Ugy latszik, ez a mddszer
még a gordg matematika torténetének korai szakaszabdl szarmazik.
Nem lehet véletlen az sem, hogy a hagyomany altal THALESnek
_tulajdonitott 6t tétel koziil négy kozvetleniil, az 6todik pedig koz-
_vetve csakugyan bebizonyithato az egymasra-illesztés modszeré-
vel“.” Tovabbd megtaldljuk PROKLOSnal egy olyan tételnek az

51 Lasd Procrus (ed. G. Friedlein) p. 157. :

%2 A kovetkezokben K. v. Frirz (lasd fontebb a 21. jegyzetet) megfigye-
léseit foglalom Ossze; megallapitasait részben kiegészitem.

% A kérdéses axioma l. L. Hesera szovegkiadasanak latin forditasaban:
»quae inter se congruunt, aequalia sunt®. ,Was sich deckt, ist gleich“ (O.
Becker). °

5 K. v. Frirz i.m. 77.lap: ,Manche Unstimmigkeiten in den Gleich-
heitsdefinitionen hitten sich. bei Euklid leicht vermeiden lassen, wenn von
der Deckungsmethode ein etwas reichlicher Gebrauch gemacht wor8len wire.“

% K. v. Frirz uo.: ,Diese Methode mul also einmal in viel weiterem
Umfang angewendet worden sein, als dies bei Euklid der Fall ist. Sie scheint
auf den ersten Anfang «der griechischen Mathematik zuriickzugehen, und es
ist dann nicht leicht, es als einen reinen Zufall zu betrachten, daff von den
fiinf Sédtzen, die dem Thales in der antiken Uberlieferung zugeschrieben wer-
den, vier sich direkt und der fiinfte indirekt mit der Deckungsmethode be-
weisen lassen.“
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empirikus bizonyitasat is éppen az egymasra-illesztés modszerével,
amely tételr6l egy masik alkalommal PROKLOS azt dllitotta, hogy

|, ezt mar THALES is bebizonyitotta.”” Foltehetd tehat, hogy THALES

\

\b_izonyitési eliarasa éppen abbol allott: alkalmazta az empirikus

- legymasra-illesztés modszerét, azt a_modszert, amelyet régebben

|

olyan -gyakran hasznaltak és csak késobb igyekeztek keriilni.”
'THALES vat6sziniileg figy bizonyitotta be a tételeit, hogy a targyalt
‘geometriai alakzatokat egymasra illesztette, €s allitasainak igazsa-
| gat ily médon szemléltette, ,megmutatta“. A matematikai bizonyi-
‘t’és jelolésére hasznalt gordg sz0, dmodeaxvivar eredetileg csak-
'ugyan ,megmutatast” jelent. PrROkLOsSnak azt az allitasat tehat,
‘hogy THALES egyes geomefriai kérdéseket még ,érzékelhetbb for-
maban® targyalt, a kovetkezoképpen magyarazhatjuk: THALES szd-
_méra az evidencia még egyszerfien csak a_szemléletesség eviden-
ciaja volt. Az a fordulat a tudomany torténetében, amelyet a mate-
matikus-jegyzék PYTHAGORAS miikodésének tulajdonit, THALES
koraban még nem kovetkezett be. s

4 T PYTHAGORASt illetéen a tudomdny rendkiviil szkeptikus a

matematikus-jegyzék dallitdsaival szemben.” Legrégibb forrasaink
ugyanis PYTHAGORASt egyéltalin nem tartjdk filoz6fusnak vagy
matematikusnak. Ugy latszik, hogy az ¢ nevéhez fiiz6d0 antik
legenda tulajdonképpen csak az i. e. 4.szdzad wufdn kezdett kiala-
kulni.®® PLATON és ARISTOTELES pl. még csak pythagoreusokrol és
nem magardl PYTHAGORASrOl beszél. A PyTHAGORASnak tulajdoni-
tott matematikai felfedezésekrol is kideriilt, hogy részint joval
régebbiek, részint pedig késébbiek, mint a 6. szdzad.* Erthetd, ha

56 ProcLus (ed. G. Friedlein) p. 157. — A kérdéses tétel kimondja,
hogy ,az atmér$ felezi a kort“. Euklidés ezt a megallapitast nem mint tételt
targyalja, hanem beleépiti az 1. konyv 17. definicidjaba: ezéltal viszont til-
terheli a definici6t.

57 K. v. Fritz i. m. 94. lap: ,DaB im Anfang die anschauliche Evidenz
eine nicht unbetrdchtliche Rolle gespielt hat, zeigt die in einem friihen Stadium

_reichliche Verwendung der Deckungsmethode, wihrend umgekehrt die fort-
schreitende, wenn auch bis auf Euklid nicht vollstindige Ausschaltung dieser
Methode und das sichtliche Bestreben Euklids, den letzten Uberbleibseln der
Methode, die er nicht vermeiden kann, einsaxiomatisches Fundament zu geben
und sie auch sonst ihres empirischen Charakters so sehr als moglich zu ent-
kleiden, RempEmeIsTER Recht geben: das Charakteristische der griechischen
Mathematik ist, daB sich in ihr die Umwendung vom Anschaulichen zum
Begrifflichen vollzieht.“

58 V5. E. Frank, Plato und die sog. Phythagoreer, Halle (Saale) 1923,
67. lap és 166. jegyzet a 356. lapon.

5 K. ReinuarDT, Parmenides und die Gesch. der griech. Philosophie,
Bonn 1916. 232. kk.

60 Vo. K. ReipemeisTer, Das exakte Denken der Griechen, Hamburg
1949. 20. és 51—52. lapok; E. Sacus, Die fiinf platonischen Korper, Berlin 1917.
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ezekutan sokan legendanak mindsitették azt is, amit PROKLOS jegy-
zéke PYTHAGORAsr6l a matematika megvaltoztatasaval kapcsolatban
mond. — Némi Ovatossagraint azonban a kovetkez6 meggondolas:
tobb izben beszélnek megbizhaté antik forrdsaink az i.e. 5. sza-
zadban €16 pythagoreusok arithmetikai jellegli tanulmanyair6l.
ARISTOTELES pl. azt dllitja, hogy a pythagoreusok voltak az elsok,
“akik mathémdkkal foglalkoztak.” Platén szerint_ pedig a pythago-
~reusok tudoményai — mathémdi — koziil az els6 és legfontosabb
a szamokkal valé foglalkozds volt.” A modern torténeti kutatas-
nak csakugyan sikeriilt is rekonstrudlnia az i.e. 5.szdzadi pytha-
goreus matematikanak legaldbb egy részét. Ha marmost osszevet-
jiik ezt a rekonstrudlt pythagoreus matematikat azzal, amit PROK-
LOS jegyzéke magar6l PyTHAGORASrOl mond, meglepddve tapasz-
taljuk, hogy a hagyomanynak PyTHAGORASra vonatkozo éllitasai az
5. szazadi pythagoreus matematikara mindenesetre érvényesek. A gya-
~ korlati, empirikus jelleg{i matematikai ismeret ezen a fokon mar csak-
ugyan elméletivé, intellektudlis jellegiivé, theoretikussa lett. Ez a
_matematika mar csakugyan a principiumokat.-keresi ,a konkrét
anyagtol fiiggetleniil, tisztan intellektualis uton“. Ezért jutott K.
'REIDEMEISTER arra a kovetkeztetésre, hogy az egzakt matematika
megteremtéi az 5. szdzadi pythagoreusok voltak.” Ugy latszik,
mintha PROKLOS jegyzéke ezt a modern megdllapitist egyszerfien
csak visszavetitené arra a legendds PYTHAGORASra, akir6l a pytha-
goreusok szektaja elnevezte magat. Ezzel természetesen még egy-
altalan nem magyaraztuk meg a deduktiv gérog matematika létre-
jottét, de mindenesetre jO lesz tudnunk, hogy az antik hagyomany
legendds PYTHAGORASa és a modern tudomany altal felfedezett pytha-
“goreusok nem allnak tdl messze egymastol.
ad. L. Abbdl, mit PROKLOS jegyzéke a legrégibb matematikai kézi-
konyv-szerz0kr6l elmond, benniinket leginkabb az 5. szazadi
HippokrATESre vonatkozé adatok érdekelnek. A chiosi szdrmazasin
HIPPOKRATES i.e, 450—430 tdjan hosszabb ideig volt Athénben és ott
“abbol élt, hogy geometriat tanitott.” PROKLOS szerint 6 volt az elsd, aki
rendszeres matematikai kézikonyvet, ,Elemeket“ irt. Ezt a hira-

ot Aristoteles, Met. 5. 985 b 23—24. — A pythagoreusok szemében a |,
»mathéma“ tételek és bizonyitasok rendszere volt; a szO magyardzatahoz lasd |
K. REIDEMEISTER i.m. 52, lap: ,Mathema = eine Zusammenstellung mathema-
tischer Sdtze und Beweise“. -

62 Platén, Epinomis 990 C.

3 K. RememeistTer i. m. 52. lap. — Reidemeisternek ezzel a megallapi-
tasaval részletesebben foglalkozunk a kovetkezd fejezetben.

04 J6 oOsszefoglald tajékoztatast ad mind Heippokratesre mind pedig a
gorog tudomany korai torténetére vonatkozélag G. Hauser, Die Geometrie der
Griechen von Thales bis Euklid. Luzern 1955,

3 Matematikai Lapok &
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dast a mai tudomany nem vonja kétségbe; egyrészt azért nem,
mert fennmaradt egy sz6 szerinti 4. szdzadi beszdmolé HIPPOKRA-
TEsnek egy mdasik matematikai miivérdl (quadratura lunularum),”
és ennek alapjan olyannak ismerjiik HIPPOKRATES matematikai
tudasat, hogy konnyen hihetjiik rola: megkisérelte szigoru logi-
kai rendbe foglalni kordnak matematikai ismereteit; masrészt tamo-
gatjdk PROKLOS adatit a legtijabb kutatisok eredményei is.
A modern matematika-torténet ugyanis fiiggetleniil a HIPPOKRATESre
vonatkoz6 antik hiraddstél arra az eredményre jutott, hogy csak-
ugyan lennie kellett mar az 5. szdzadban (i.e. 400 el6tt) valami-
lyen rendszeres matematikai kézikonyvnek, amelynek anyaga kés6bb
minden lényegesebb véltoztatds nélkiil belekeriilt Euklidés Elemei-
nek VII. konyvébe.”” — Tanulsigos a mi szempontunkbdl a
HIPPOKRATESre vonatkozo antik adat azért, mert ha HIPPOKRATES

_mar az 5. szazad kozepe tdjan vagy mdsodik felében megkisérel-

‘hette a matematika rendszeres Osszefoglaldsat, azt a munkat, amelyet
klasszikus formaban késébb EUKLIDES végzett el, akkor ebbol

‘(rl?rilrvénvalc'), hogy a deduktiv matematika kezdeteinek még a
Hi

PPOKRATESt megeldzd idore kell esniok.

Az antik matematikus-jegyzék gyér adatait némileg kiegészit-
hetjiik azzal, amit a modern torténeti kutatdsnak sikeriilt rekonst-
rualnia az Euklidés-el6tti, kiilonosen pedig az 5. szdzadi gordg
matematikdabol. Benniinket ebben az 0sszefiiggésben leginkabb
O. BECKERnek egy 1936-ban, és B. L. v. D. WAERDENnek egy masik
1947-ben megjelent dolgozata érdekel.

| O. BECKER ugyanis észrevette, hogy EUKLIDES IX. kdnyvének
utolsd 16 tétele (21—36), valamint a_X. konyv végeén a 27. Appen-
dix, amely az emlitett tételekhez kapcsolddik, tulajdonképpen csak
filiggelék EUKLIDES miivében, amelyet vagy a szerz6 maga, vagy
pedig még valamelyik o6kori masoldja meglehetdsen lazan illesztett
hozza az Elemekhez.” Ezt az osszesen 17 tételbdl all6 sorozatot
a szakirodalom O. BECKER felfedezése oOta mint a parosrol és

| |paratlanr6l sz6l6 pythagoreus tanitdst emlegeti. A felfedez6nek

sikeriilt kimutatnia, hogy ezek a tételek még az i. e. 5. szazad
kozepérdl, vagy elsé felébdl szarmaznak. Bar a datdlas csak hoz-

. zavetbleges, annyi mindenesetre bizonyos, hogy éppen ezt a tétel-

% Ez a beszdmolo Aristotelés tanitvanyatél, a 4. szdzadi Eudemost6l
sz4rmazik; fenmaradt Simplikiosnak, az i. sz. 6. szdzad Aristotelés-kommen-
tatoranak a miivében; vo. O. Becker, Grundlagen der Mathematik, 29. kk.

6 Vo. B. L. v. d. WaErDEN, Math. Ann. 120 (1947/49) 145—146.

£62°0. Becker, Die Lehre vom Geraden und Ungeraden im neunten
Buch der Euklidischen Elemente. Quellen und Studien zur Gesch. der Math.
Abt. B. Bd. 3 (1936) 533—553.
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_sorozatot kell a jelenleg ismert legrégibb gorog deduktiv mathé- |
manak tartanunk. X

~Hasonloképpen sikeriilt megallapitania|B. L. v. D. WAERDEN:
nek EUkLIDES VII. konyve elsé 36 tételérol, hogy ezek mar azi. e,
5. szazadban, tehat 400 el6tt, valamilyen pythagoreus matematikai
“kézikonyvében Osszefoglalva készen allottak, és innen keriiltek at
minden lényeges vaitoztatds—néltkiil EUKLIDES szovegébe.” Fenn-
maradt ugyanis a 430—360 kozott €16 ARrcHyTAsnak egy mate-
matikai bizonyitdsa BOETIUS (i. sz. 5. szazad) egyik miivében;”
v.D. WAERDEN elemezvén ezt a bizonyitast, kimutatta, hogy ebben
ARCHYTAS olyan mar bebizonyitott tételekre hivatkozik, amelyeket
~mi_Eukupes VII. és VIII. konyvében olvashatunk. Minthogy
"ARCHYTAS a bizonyitds soran egyébként rendkiviil gondosan, 1épés-
rél lépésre halad, az emlitett két esetben viszont csak roviden
utal az alapul szolgdl6é tételekre, bizonyosra vehetjiik, hogy a
ki-nem-fejtett utaldsok olyasmire vonatkoznak, ami ARCHYTAS
koraban mar kozismert volt. Ezen a nyomon tovdbbhaladva sike-
riilt v. D. WAERDENnek valoszinfivé tennie, hogy EUKLIDES Elemei-
nek tugyszolvan egész VII. konyve mar ARCHYTAS eldff megvolt
irdasos formdaban rogzitve.

Ha maéarmost Osszevetjik a modern kutatisnak ezeket az
eredményeit az antik hagyomdannyal, akkor ugy latszik, figyelmiin-
ket a gorog matematikdnak arra a legrégibb korszakara kell 6ssz-
pontositanunk, amelynek legfontosabb adatait a kovetkez6 5 pont-
ban foglalhatjuk 0ssze.

/1. A 6. szazadi THALES, ugy latszik, a bizonyitisban még-
— csak a szemléletesség evidencidjara torekedett. Az & geo-
mefridja még tobbé-kevésbé empirikus jellegii volt.

» 1

C_;)z 5. szazad kozepén vagy még a szazad els6 felében
keletkezett a paros és paratlanrdl sz6l6 pythagoreus tani-
tas (Eakl. 1X 21—36 és X App. 27). Ez a legrégibb
“ismert gorog deduktiv tételsorozat.

/3.0Az 5. szazad kozepe tajan (i.e. 450—430) élt Athénben

‘ HIPPOKRATES a quadratura lunularum szerzbje, az elsd
matematikus, aki mar logikai rendbe allitott ,Elemeket*

irt.”
/

/ %B. L. v. d. Waeroen, Die Arithmetik der Pythagoreer 1, Math. Ann.

120 (1947/49) 127—153.
% Boerius, De inst. mus. IlII 11 (ed. G. Friedlein, 1867) p. 285.

0y Azokat a matematikai tételeket, amelyeket a chiosi Hippokratésnek
ismernie kellett, Osszeallitja G. Hauser i.m. 105. kk.
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4,/Még az 5. szdzadban dllitottdk Ossze azoknak a tételek-

" "nek nagy részét, amelyeket Euklidés VII. konyvébdl isme-
riink. ’

75.)430—360 kozott élt ARCHYTAS, aki e régi kor szellemében
még tobbre tartotta az arithmetikat, mint a rgeom_etriét.

utana kovetkezett be az algebra geometrizalasa.

A matematikai bizonyitds szempontjabo6l azokrdl a tételekrol,
amelyeket az ut6bbi négy pontban dllitottunk 0ssze, a kovetkezd-
ket allapitottdk meg.

A pythagoreus matematikaban a bizonyitas szigorisagaval
szemben tamasztott igények mar igen kordn meglepden nagyok.
A paros és paratlanrol szolo tanitasban pl. azok a tételek, amelyeket
Euklidés IX. konyvének 21—29 pontjaiban olvashatunk, mindenki
szamara, aki jartas egy kissé a szamolasban, maguktol értet6doek;
mégis ezeket a természetesnek latsz6 tényeket tételekbe foglaljdk
és bebizonyitjak. Hasonloképpen minden tovabbi nélkiil érthetoek
a IX 30—32 tételek is, de ezeket is levezetik még egyszeriibb
tényekbol.

A holdacskdk quadraturdjarél sz6l6 Hippokratés-toredék még
azokat az egyenlttlenségeket is gondosan bizonyitja, amelyek bar-
mely abrar6l azonnal leolvashatok lennének.

Hasonld jelenséggel taldlkozunk Euklidés VII. konyvében is
léptennyomon. ARCHYTAS bizonyitdsa pedig az egyes lépések
kidolgozasat mar szinte pedans talzasba viszi.”

A feltiiné tehat az, hogy a 6. szdzadi THALES bizonyitdsai
még csak empirikus kisérletek ~voltak, amelyek megelégedtek a
szemléletesség evidencidjaval, az 5. szdzadi pythagoreusok bizo-
nyitasai viszont mar rendkiviil Szigorti egzakt bizonyitasok. Arrol,
hogy ki tudnank mutatni a pythagoreusok bizonyitdsainak a tech-

' nikajaban valamilyen fokozatos fejt6dést vagy lasst kibontakozdst,

“egyszeriien sz6 sem lehet. A deduktiv matematika kezdetének a

" kezdetén egyszerre maris rendkivill szigor, igényes bizonyitaso-

| kat taldlunk. Abban az id6szakaszban tehat, amely a 6. szdzadi
| THALES és az 5. szdzadi pythagoreusok kozé esik, dontd véltozas

/’ tortént: megsziiletett a_deduktiv gordg matematika.

Ezzel sikeriilt legaldbb nagyjabol meghatdroznunk az egzakt
tudomény 1étrejottének a korat. Hatra van még a fontosabb kér-
dés: hogyan és miért lett a matematika deduktiv tudomannyd?

o~

{71 Lasd ezeknek a tételeknek és bizonyitasaiknak a jellemzését B. L.
v. d. Waerpennél, Math. Ann. 120. 139—140.; ill. Hippokratesre vonatkozdan
G. Hauser i. m. 107.
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