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Ham os Z so lt:

Konvex zá rt halmazok képének a zá rtsá g á ró l

Az j ó l  ism ert, hogy egy  X H eyuadorff-féle to p o ló g ik u s  t é r  

M részhalm azának a fo ly to n o s  képe egy I  H a u sd o r ff-fé le  

to p o ló g ik u s  térb en  á lta lá b a n  nem z á r t , de ha az U halmaz 

kompakt -  te h á t zá rt - ,  akkor a képe i s  kompakt.

A komp aktaág fe lh a sz n á lá sa  n é lk ü l adunk egy f e l t é t e l t  zárt 

halmazok képének zártságára  vonatkozólag.

1 . t é t e l :

Tekintsünk egy l in e á r i s  fo ly to n o s  A o p erá to r t, amely d e f i 

n iá lv a  van egy X r e f l e x iv  B anach-téren, é s  az X t e r e t  

egy X Banach-térbe k ép ez i.

Az X t é r  minden k o r lá to s  konvex zárt részhalm azának a képe 

k o r lá to s  konvex z á r t .

B iz o n y ítá s :

Legyen M az X t é r  k o r lá to s  konvex zárt részhalm aza. Az 

n y ilv á n v a ló , hogy A(M) -  az M halmaz képe -  konvex és  

k o r lá to s .

Legyen yQ az A(u) halmaz lezárásának egy p o n tja . Az U- 

ben l é t e z ik  olyan { Xn}„.4 so ro z a t, amelyre az AXq kon

v e r g á l erősen  az yQ-h o z . Az X t é r  r e f le x iv ,  e z é r t  az M 

halmaz gyengén kompakt, s  íg y  az {X0 } n=4 soroza tb ó l

k iv á la sz th a tó  egy [x, ;]  r é sz so r o z a t , amely gyengén konvergál 

az X t é r  valam ely x Q elem éhez. F e lte h e tjü k , hogy a k iv á -
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l a e z to t t  {Xrfj so ro sa t megegyezik a s  e re d s t i  { x^J 

so ro s a t ta l .

A H a zu r-té te l*  m ia tt a s  xQ banns van a s  { x^] so ro sa t 

s á r ty konvex burkában, te h á t  xQe H.

A Ma z u r - té te l  ism é te lt alkalma sásával konstruá lha tó  egy x^ 

so rosat as H-ben, amely konvergál erősen  as xQ-hos. Mivel 

as { X .L . konvergál gyengén az xQ-h o s , e zé rt a Mazur- 

t é t e l  s z e r in t  minden n term észetes számhoz lé teznek  olyan 

nemnegativ számok

(") ,<») , ("J
1 1 1 рл i ,

hogy
II £  ef* X„,j -  x0 IIj-0 < *  •

Legyen

(rt)
xn =  2_  Xn,j .

J-o

Az ny ilv án v aló , hogy x^€ H és

I I * " - * . !

Az A o p e rá to r  fo ly tonossága  m ia tt e lé g  b izo n y ítan i, hogy 

Ах  ̂ konvergál erősen az yQ-hoz, m ert ebben az esetben

Уо *„“ ■ A(M) • 

m Mazur t é t e l .

Legyen az X norm ált té rb e n  az {x„ ]n>( so rozat gyenge 

lim esze xQ. Ekkor minden £> o-hoz van az x^ elemeknek 

olyan konvex kombinációja Z1 <*j Xj («íj *0 ; EoCj»4 ) 

hogy II X« -  II <.€
j*«
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Legyen £> о t e t s z ő l e g e s ,  elekor l é t e z ik  o lyan  N (£) , hogy 

D ЛЗд -  y0 ll , ha n* H(£) .

Az n y ilv á n v a ló , hogy

11 A x „  - y „  ï -  II t _ A * ntj ~ y o II =j-ro
fi. R.

=  Il üj (Axntj ~ [jo) Il — I Axn.j i/o II ^  £1 ~° j “O

hacsak n  ̂ N(£) . Q„E„D.

A három f e l t é t e l  / r e f l e x i v i t á s , k o r lá to ssá g  é s  k o n v e x itá s /  

egy ik e  sem hagyható e l  még t e l j e s e n  fo ly to n o s  op erátor  e se 

té n  sem.

1 , példa:

Legyen X = C [0 ,l]  , azaz a [0 ,l ]  zá rt in terva llu m on  é r t e l 

m ezett fo ly to n o s  függvények t e r e .

Ism ert, hogy az X nem r e f le x iv .

Az M * [x(jb) I x ( t )  € X, x (o)= o,  x ( l )  a 1,  o í  x ( t )  -  l j  

halmaz k o r lá to s , konvex és  z á r t .
i

T ekintsük az f ( x ) = f  x  (t) d t l in e á r i s ,  k o r lá to s , te h á t
О

t e l j e s e n  fo ly to n o s  fu n k c io n á lt .

Ebben az esetb en  f ( i l )  = ( 0 , l )  n y i l t  in terv a llu m , mert

X„U) =

amint 0 ■* <* < 1 ,  de nem lé t e z ik  olyan x e  iá, hogy

f ( x )  = 0 , vagy f ( x )  » 1 .
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2, példa:

Legyen X » В az E uklide e i  s ik .

Az M * {zt z * ( x , y ) ,  о < х Ч ,  | * y ]

2

konvex, z á r t  de nem k o r lá to s .

As f ( x )  » X fu n k c io n á l l in e á r is  k o r lá to s  / t e l j e s e n  f o ly t o 

n o s/ ós f  (M) » (0 ,1] b a lr ó l  n y i l t ,  job b ró l zá rt in terv a llu m .

5. példát

Legyen X H i lb e r t - té r  és H a  { ]~< ortonorm ált rend

szer. X r e f le x iv ,  Ы k o r lá to s  z á r t ,  de nem konvex.

Tekintsük az fi*?) = (*Р,Ф) fu n k c io n á lt, ahol

Az f  (f) funkcionál l in e á r i s  és k o r lá to s  / te l je s e n  fo ly to -

A fentebb b iz o n y íto tt  t é t e l  alkalm azásával b izo n y ltju k  a kö

vetkező t é t e l t .

2, t é t e l t

Legyen A egy l in e á r i s  fo ly tonos o p e rá to r , amely leképez i 

az X r e f le x iv  B anach-teret az T Banach-térbe.

nos/. Mivel f  («Pi ) = -J- , e zé rt

amely nem z á r t ,  mivel 0 $ f  (м)

Ha H konvex, k o r lá to s  és z á r t  részhalm aza X-nek, és у e x, 

akkor l é t e z ik  olyan х^б M, -y - tó l  függő -  elem, hogy
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in f  H Ax- 7  И * R Ах - y  1= dy ,
xeM y

B izo n y ítá s:

Legyen {*« ]„ i £ ^  olyan so ro za t, hogy

l i n  II Av —y  I = dy
П -¥00 “

Az e lőző  t é t e l  b izo n y ítá sá h o z  hasonlóan k on stru á lh ató  o lyan ' 

so ro z a t, hogy ( ? « } ” , konvergál valam ilyen  

X , ,  G U elem hez erő sen , é s

lim  11 A x - y  II « dy .
n - * o o  ß

Az A(U) az e lő ző  t é t e l  m iatt z á r t , e z é r t  Ax £ A(m) ,  ésJ
ÍS7

lim  í Axü- y  í * ï AXy-y 8 = dy . Q.E.D.

1. Megjegyzés:

A következő J ó l ism ert t é t e l  t r i v i á l i s  következménye a máso

d ik  té te ln e k .

Legyen X r e f le x iv  B anach-tér és H konvex, zá rt r é sz h a l

maza X-nek, továbbá y  € X.

Ekkor l é t e z ik  o lyan  x  G H, -  y - t ó l  függő -  elem , hogy 

in f  Их—y  fl « R x - y l
X €  H J

B izo n y ítá s:

Alkalmazzuk a második t é t e l t  a következőképpen.

X * Y, é s  A az id e n tik u s  operátor. Az U-nek v á lasszu k  a
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H-nak és egy y  középpontú, elég  nagysugarú gömb nem ü res 

m etszeté t.

2 . M egjegyzést

Az e lső  p é ld a  t r i T i á l i s  következm énye, hogy a C [0,1] nem 

r e f l e x iv  B anach-tér.

S u m m a r y

On closedness of th e  image of convex closed  s e t s .

Samoa Z so lt

I n  the paper th e  proof of th e  follow ing theorems i s  given. 

Theorem 1 .:

L et A he a l in e a r  oontinuous opera to r which maps a re f le x iv  

Banach space X in to  a Banach space Y. Then th e  image of 

each c losed , convex and hounded subset of X i s  a  c losed , 

convex and hounded subset o f Y.

Theorem 2. i

L et A he a  continuous l in e a r  opera to r which maps a  re f le x iv  

Banach space X in to  a Banach space Y. I f  11 i s  a bounded, 

convex and c lo sed  subset o f X and y an o rb i tr a ry  element 

of Y, th en  th e re  i s  e x is t  an x € M f o r  which.

in f  |j Ax-y H » II Ax -y  Î
*€ H J
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Краткое содержание статьи:

■ Замкнутость образов выпуклых замкнутых множеств и

В статье дано доказательство следующих двух теорем:

1. Т е о р е м а  : Пусть А линейный непрерывный оператор, отоб

ражающий рефлекторное Банахово пространство I  в Банахово пространст

во J . В этом случае образ каждого замкнутого выпуклого и ограниченно

го подмножества пространства X будет выпуклым и ограниченным подмно

жеством пространства У.

2 . Т е о р е м а  : Пусть А линейный непрерывный оператор, отоб

ражающий рефлекторное Банахово пространство X в Банахово простран

ство У. Если М ограниченное выпуклое и замкнутое подмножество прост

ранства X и у любой элемент пространства У, то существует один 

элемент ^  , для которого выполняется

inf I А X -у  Í »( АХ j - У I 
*<гн
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