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Harnos Zsolt:

Eonvex z&rt halmazok képének a zartsigérél

Az jél1 ismert, hogy egy X Hausdorff-féle topolégikus tér
M részhalmazénak a folytonos képe egy Y Hausdorff-féle
topolégikus térben Altaldban nem zart, de ha az M halmaz
kompakt - tehdt zért -, akkor a képe is kompakt.

A kompaktség felhaszndlésa nélkill adunk egy feltételt zart
halmazok képének zartsigéra vonatkozdbdlag,

1, tétel:
Tekintsiink egy linedris folytonos A operdtort, amely defi-
nidlva van egy X reflexiv Banach-téren, és az X teret

egy Y Banach-térbe képezi.

Az X tér minden korlatos konvex zért részhalmazénak a képe
korlatos konvex zart.

Bizonyités:

Legyen M az X +tér korladtos konvex zart részhalmaza. Az
nyilvénvald, hogy A(M) = az M halmaz képe - konvex és
korlétos.

Legyen y, az A(M) halmaz lez4résénak egy pontja. Az M-
ben létezik olyan {X,.}:_, sorozat, amelyre az Ax kon-
vergél erfsen az Jo-hoz. Az X tér reflexiv, ezért az M
halmaz gyengén kompaskt, 8 igy az { X,.},:, sorozatbdl
kivédlaszthatd egy {x,;} részsorozat, amely gyengén konvergél

az X tér valemely x, eleméhez. Feltehetjilk, hogy a kiva-



lasztott {X4] sorozat megegyezik az eredeti { xn}

sorozattal.

°
zért, konvex burkdban, tehAt x,€ M,

A Magur-tétel ismételt alkalmaséséval konstrudlhaté egy i'n

A Mazur-tétel™ miatt as x_ benne van az {’n} sorozat

sorogat az M-ben, amely konvergil erdsen az x,~hos. Mivel
as {x,‘}:, konvergdl gyengén az X ~hos, ezért a Mazur-
tétel szerint minden n természetes szémhoz léteznek olyan
nemnegativ szémok
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Az A operator folytonossiga miatt elég bizonyitani, hogy

A”xn konvergél erSsen az y -hoz, mert ebben az esetben

Yo = lim Ak, = Axc AlM)
= Mazur tétel.
«©
Legyen az X normélt térben az { Xn]n.' sorozat gyenge
limesze x . Ekkor minden €> o~hoz van az X, elemeknek
olyan konvex kombindciéja f; o5 % (o;20 jt'dj'i)
n

hogy k= Z.“jxj"<€
J.
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Legyen (>0 tetsz8leges, ekkor létezik olyan N () , hogy
lax, - y,I<€ , ha n=K() .

Az nyilvénvald, hogy
- Pa
| AX, —y. 1 = 12 o Axns; = y. I =
Pa )
. " j; O(J (Aanj —yo)“ < Z_dj u Ax"'j ‘q" " = 6
J-°
hB.CSGk n a N(C) ] QquDO

A hérom feltétel /reflexivités, korlatossig és konvexités/
egyike sem hagyhaté el még teljesen folytonos operator ese-

tén sen,

1. példa:
Legyen X = C[0,1] , azaz a [0,1] z&rt intervellumon értel-
mezett folytonos fiiggvények tere.

Ismert, hogy az X nem reflexiv,

Az M :{z(t)z x(t)€ X, x(0)= 0, x(1)= 1, o€ x(t) < 1}

halmaz korlatos, konvex és zéart.

4
Tekintsiik az f£(x)= fx(t) dt 1lineéris, korlatos, tehat

teljesen folytonos funkcionélt.
Ebben az esetben £(M) =(0,1) nyilt intervallum, mert
a-4
XJt) = ¢ eM
amint O <o < 1, de nem létezik olyan xe M, hogy

f(x) =0, vagy f£(x) = 1.



2, példa:
Legyen X = B° az Buklidesi sik,

Az M = {zt 3z =(x,5), o0<x%1, %4,]

konvex, z&rt de nem korlétos,

Az f£(x) = x funkciondl linearis korlédtos /teljesen folyto-
nos/ és £(M) = (0,1] balrél nyilt, jobbrél zé&rt intervallum.

3. példas
Legyen X Hilbert-tér és M a {¢, }:‘ ortonormdlt rend-

szer, X reflexiv, M korlatos zart, de nem konvex,

Tekintsiik az £(9) = (¢9,¥) funkciondlt, ahol

= 4
¢ = ; == .
Az £(§)  funkciondl lineédris és korlatos /teljesen folyto-
nos/. Mivel £ (¥:) =+ y 0zért

e) = {1,%,%... },
amely nem z&rt, mivel O¢ £ (M).

A fentebb bizonyitott tétel alkalmazéséval bizonyitjuk a kd-
vetkezd tételt.

2. tétel:
Legyen A egy lineé&ris folytonos operator, amely leképezi
az X reflexiv Banach-teret az Y Banach-térbe.

Ha M konvex, korladtos és zért részhalmaza X-nek, és y€7Y,
akkor létezik olyan xyE M, =y=tél fiiggd - elem, hogy
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inf | Ax=y | =IAxy-y|l=dy ‘

XEM

Bizonyitéss

Legyen  {¥» Joos €M olysn sorozat, hogy

lin [ax -y | = a5

n-+>®

Az e18z8 tétel bizonyitéséhoz hasonldban konstruélhaté olyan"
{;n ]:,E M  sorozat, hogy {Xa]

~

x,€ M elemhez erfsen, és

W konvergdl valamilyen

nzi

lin hax -yl = ay .
Az A(M) az eldz8 tétel miatt zért, ezért Ax € AM), és
igy
i - = I o = L '] ° .
nl_J;gleny| Axyyl ay Q.E.D
1, Megjegyzés:

A kovetkez8 Jj61 ismert tétel trividlis kdvetkezménye a méso-
dik tételnek.

Legyen X reflexiv Banach-tér és H konvex, zért részhal-
maza X-nek, tovdbbad y€X,

Ekkor létezik olyan xye H, - y-tél fiiggd - elem, hogy
iaf Ixy | = Ixg-vl
Bizonyités:

Alkalmazzuk a mésodik tételt a kdvetkezdképpen.
X=Y, és A az identikus operdtor. Az M-nek vélasszuk a



H-nak és egy y kdzéppontu, elég nagysugaru gomb nem tires
metszetét,

2. Megjegyzéss:
Az o188 példa trividlis k3vetkezménye, hogy a C[0,1] nem

reflexiv Banach=tér,
Summary

On closedness of the image of convex closed sets.
Harnos Zsolt

In the paper the proof of the following theorems is given.

Theorem 1.:

Let A be a linear continuous operator which maps a reflexiv
Banach space X into a Banach space Y. Then the image of
each closed, convex and bounded subset of X is a closed,

convex and bounded subset of Y.

Theorem 2.3

Let A be a continuous linear operator which maps a reflexiv
Banach space X into a Banach space Y, If M is a bounded,

convex and e¢losed subset of X and y an orbitrary element

of Y, then there is exist an xyel for which.

xi:i | Ax=y || = llu,-yﬂ
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Kparroe cozepxanme CTaThHH:

¥ SaMKEyTOCTH 00pASOB BHIYKIHX BAMKHYTHX MHOXecTR "

B craThe ZAHO ZOKa3aTeNBCTBO CIACAYDMHX ABYX TEODEM:

lJ, Teopewua: Iycrs A nuuelnnil HempepwBHHE omepaTop, OTO0-
pexapmuit peduaerropHoe BaHaxoBo mpocTpaHcTBo X B baHaXoBO NPOCTPaHCT=
B0 J. B aToM cayvuae o0pa3 KaxZoro 8aMKHYTOI'0 BHIIYKIOTO M OTPAHMYEHHO-
To NOAMHOXeCTBa npocTpaHcTBa X OyZeT BHIYKIHM ¥ OIPAHMYSHHHM NOZMHO=
XEeCTBOM IpocTpaHCTBa ¥,

€. Teopenas IMycrs A mueeilHHit HempepuBHH#t omepaTop, OTOG-
paxapmuil pefuexTopHoe BaHaxoBo npocTpaHCTBo X B baHaXoBO NpoCcTpaB-
crBo Y. Ecim M orpaHuuyeHHDE BHIYKIOE ¥ BaMKHYTOE NOAMHOXECTBO NPOCT=
pascrBa X u y J1n0oil amemeHT mpocTpaHcTBa ¥, TO CYWECTBYyeT OAMH
ameMeHT Xy € M y LAA KOTOPOTO BHIIOAHAETCH

inf 1Ax-yl = [Axy-4l

xeM
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