Dévid Gébor:

Az eloszlés- és siirliségfiiggvény becslésének konvergencidja.

O.§.

Bevezetés: A szerz8 [1] dolgozatéban foglalkozott olyan csoportos
mintavétel segitségével torténd eloszléds— és siiriiségfiiggvénybecs=—
léssel, amikor a csoportosités a minta alapjén tdérténik,

Az uj definiciéra azért volt sziikség, mert a Glivenké-Cantelli-
tétel alkalmazédséhoz a minta egészének ismerete sziikséges, ami a
lionte~Carlo~mbédszerek esetén a szamitdégép memériijénak nagysiga
miatt lehetetlen, Az [1] dolgozatban az 1l.Tétel, a Koévetkezmény a
véletlentdl filiggd tapasztalati sliriiség- és eloszlasfiliggvény egyen—
letes konvergencidjéra vonatkoznak, Felmeriil azonban az a kérdés,
hogy ez a konvergencia milyen gyors. Egy rdgzitett pontban erre a
2,Tétel vdlaszolt., Az irodalomban régdéta foglalkoznak ezzel a prob-

léméval, anit a kévetkezbéképpen fogalmazunk meg:
ha ®o(x) az elméleti fliggvény, owlX) a tapasztalati, akkor
lim @, sup |olx)— <) =
P (u-oon » xefo&]l i) = o) | 1) f
milyen Ry mellett 411 fent (Q, > ha N-—>wx),

Ezideig - és csak a tapasztalati eloszlésfiliggvényre - a
P( sup |Fix)—Flx)| =€)
ve [0.b]

filggvény konvergencidjéval kapcsolatban értek el eredményeket. Itt
csak Sanov [2] és Sethuramen (3] dolgozataira utalok, ahol b&séges
irodalomjegyzék taldlhatéd,.
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Az l.§~ban a minta nagységit vizsgdlom, a 2.§-ban a konvergencia
gyorsaségédval foglalkozom az [1] ~ben defini4lt siiriiség - és elosz-
lasfiggvényre, majd a 3.§~ban az egyszerii csoportositott tapaszta-
lati eloszléasfiiggvényre,

A jeldlések megegyeznek az [1] dolgozat jeldléseivel.

1.8,

Megjegyzés a tapasztalatl siirliségfiliggvény konvergencia-gyorsaségihoz,

Az 1 -ben defini&lt w(nmm,&,X)  gyorsasdgi-modulus vizsgélatéa-
val kezdjiks

Win,met,x) = -;—min ( Wy (o) w,(n,m,x))
ahol

..‘.l' 1+ n
: (1+siag

C o '
wylnat) = 75 (1 - ', fw>C>0, Ifkl<C, finso

és

alnme) = A(Lj0) (& PULMNI-P(I50) oglogm]

n
ghol L) az X -et tartalmazé, az n=-elemii rendezett minta
intervalluma. Jelslje egyenlére A(Ix) =dx) és
P(I'x)=9x. Igy

2 ol
wlomx) _ & VZ'zl'.-v}loybgm ke, ( m({—eM ¢,
h)‘. (n,ﬂ) ( ‘__ e-u(lu)logn)-i Py 2 . “_ '7) loglogm C

azaz ha
i)  2P(Ito){1=P(Ix)) ( c )2'
loglogm (juw = f2)° 1

/1/



relécidé teljesiil n és m-re, ugy

W(nm.ol,x) = 2 W, (nat) = “ “M)hg")-,

Az /1/ egyenldtlenséget még a kovetkeszéppen alakithatjuk &t:

I'tx)
liivel ’;il'l:))_’{(x) ha n -—»w egy A-O -mértékii halmaz ki-
vételével /az integrélszémités kozépértéktétele/, igy az asszippto-

tikus

_ g~ (1eadiogn
o m({ leoglogm i éZf(x)(im k—{(x))( )

relécid fenndllésa esetén is a gyorsasidgi modulus az X -t81l filiggetlen
-;_—w.('\.‘*) tag. Blénye a /2/ egyenlétlenségnek, hogy az n és nm
viszonydra viszonylag egyszeri Osszefliggést ad, hiszen a /2/ jobbol-
dalén /a C és C1 konstansokkal jol becsiilhetd £(x) silirliségfiigg-
vényen kiviil/ az n-elemii mint4b6l konnyen kiszAmithatéd i;‘_'}:
intervallumhosszak segitségével adtuk mege

1,Tétel, Ha n és m-re teljesiil az /1/, és az £(x) teljesiti az
{4kl
[1] 2. métel geltételeit, alkkor az U(n.u)z (, el Jioga)~

jeldléssel:
P (i tim wlnt) | £b0 - fin] < 1) = 1

Bizonyités: Ha /1/=ben egyenléség esetén m=g(n), akkor m=g(n)-re
méginkébdb fenndll /1/, tovabbé £> O=ra

P (lim, winal) | fy0~flx) | > 1+€) =

= Pllim wlnmetx)| fra-foal > 1+€)
Igy a

ZP(hm m(n.d)l{{x) f)| > l+£)

n=4§
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sor konvergens az [1] 2,Tétel miatt, ami a Borel-Cantelli-lemméval
bizonyitja a tételt.

248,
Egyenletes-konvergencla~-gyorsasédgl tételek a tapasztalati eloszlés-—

és siuriségfliggvényre

Legyen
~4 (2+a)logny -4
w, () =—5%7 L=t /3/

és
w'(n.m.o(,x) = —2'- min (w:(n,u) . uz(n,m,x))

tetsz8leges ®>0 -ra, n és m teljesitse a

m(l-e""(z“’bgffégP(I?x))“-me)))_{ C )z /4/

9 2
loglogm (3.5 i) WC,
egyenl8tlenséget. Bebizonyitjuk a kdvetkezd tételts
2,Tétel. Legyen [a,b] olyan intervallum, hogy az [F(a), F(b)]-ben

Fl(x) folytonos, [a,b)=ben £(x) pozitiv, differenciélhaté, deri-
valtjara f£'(x) £ 0, akkor a /3/-ban definiilt w:hnd) fliggvényre

lim lim 4+ w} (net) sup | £x) - i) | <
milim 5 i (na) sup | fut)~ o) | < 4
1 valésziniiséggel, ha n és m kielégiti /4/-et.

Bizonyités: Az [1). 2.Tétel bizonyitésihoz hasonléan elvégezve az
ott haszndlt felbontast, alkalmazzuk a



sl

(o] :- —'_- . i B é.
/5/ ..E;P(,‘;Tg..,z “’*‘"'“{ms‘[ﬁ]lf..lx) fix)] > 1+€)

< 2 nmax {Plimtom G- fi] > ve))

becslést, ahol felhasznéltuk azt, hogy

P llig 5 wllna) sup [0~ f) | > 14€) <

/6/ Sl o
& ‘Z, P (iim w (mmﬂ‘ﬁa)lﬂ (5)-107)l > t+€ )

ugyanis az £(x) monotonitésa miatt a szuprémum az osztdpontokban

vevédik fel (£'(x) £0).

Az /5/ jobboldalén 4116 valésziniiségeket mar megbecsililtiik az emlitett
tétel bilzonyitéasiban:

Az el8z8 cikk jeloléseivel:

P( fim, & @l [F7G0) — £ (3)}> 1+¢) =

<Plin,, + st )~ 51> 4

+Plm, Fwlnalf ) —f () > %)=

= P(lim wa(mm30) |f75) = f () > 45)+
+Pliin, wllnsl ol ~ £(37)] > 1 )
< Pllip wanmg’) 7 ~1,)]> 42 +
+ Pluitna) | £, 37)— fly7)] > 425 )

Az elsd tag — mint [1]./11/-ben az iteralt-logeritmus~tétel miatt O,

nig a wasodik tagot az [1l./10/ becsléséhez hasonlbéan becsiiljik meg;



- 3] -

ﬂinp(w(n:m.}’a)If:({?)—f(‘?)h ';E’) Znh (1-e ﬁ(lﬂ)b!r')] ,_z_jm —

A tétel bizonyitdsit most mdr a szokdsos médszerrel fejezhetjiik be.

Legyen a tapasztalati eloszléasfiiggvény: F, (x) =.ff () ot

[a, b] véges intervallumban,

s a2

X
NN LTS
3.Tétel, A 2, Tétel feltételei mellett, ha Q(n.d)='—r"‘)‘z 2,(_"3)
akkor

Pliimiim 2 (net) sup | F.7x) = Flx)] < 1) =1

Bizonyitas a kovetkez8 becslés-sorozattal torténik:

{ @ na) sup | P00 Fex)l> 1} =
= { 2 (nd) sup If £t~ f)at =1} =
= {2 (na supflf:(t) —f(#)lot ] >4} <

= {2 (nat) (b-0) sup| fa') x| >1]} <

= {3 «f(ow) sup | 10) - (0] >}

azaz
Plimlim,, 2 t0) sug, |2 —Fial> 1) <
= P([lgn [vln’-—gg(n)—;' w:(n,d)xsggmb]l{:'(“_{(“l> 4) =

ani a tételt bizonyitja.
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3e8e

A csoportositott tapasztalati eloszlésfiiggvény egyenletes konver-
genciéjénak gyorsaséglrol

A 3, Tételben az F:(x) egy monoton novekedd fliggvény és gyorsasigat
a siriiségfliggvény gyorsasiglbdl vezettiik le. Valdszinilileg a 3. Tétel
4l1itésa nem éles, és a feltételek is erdsek,

A csoportositott mintavétel az [1] cikkben és a jelenlegi 1.§ és
2.§=okban az el8zbleg vett n=-elemii minta alapjén tortént. Most a
szémegyenest osszuk fel ag_l i=1,...,n osztépontokkal ugy, hogy

n - esetén a,'.',—-O.'" -0 legyen. /A véletlen felosztésnil ez csak
1 valésziniliséggel 411 fent./ Végezzink m fliggetlen kisérletet és
n<m legyen, n -+ és jeldlje m, az i~edik intervallumba esd

mintepontok szémét, tovibba legyen

n n
ha XE (ij ; Qs ]
Tegyiik fel, hogy az [a,b] olyan intervallum, hogy 0<C,<F(x)< 03<1 s

Legyen —Q%"-)<F.(x)“—rlx)) minden x¢€ [a,b]=re.

Felhasznilva az F(x) monotonitésit

P{Q(m)ig&lﬁn(x) —Flx)| > 14€) = "Z': P(Q{m)l-'}::‘;,—:1 —Flog)|> 1+€ )

Ismert /Rényi Alfréd: Valdsziniiségszamités /1954/ 405, oldal/, hogyha
8 az A esemény relativ gyakorisiga és P(A) = P, akkor, ha
0<€<pli-p) , ugy
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Em
P(It,-pl =€) = 2R

Alkalmazva ezt a tételt, kapjuk, hogy

2
<! _ Lffﬁ))"’
L n 1+€ ) o 2Ffa] Yi-Flog)(,. HE 3
iRt NN PR S [ —
Mivel max F(x)(1-F(x)) = § és
{+€ 1 +€
QimzFi-Fon — 2 <1
igy
ke { "
P(Q(m) | -'Z,,,L—F(02H>4+c)s D e i
828.Z

,i. f{_ P (Q(m)| 6alaz)—Flol)] > f+)<2 5 me e 5 < voo

m
ha eI =—mm' , amib8l
s m
£ (m) v 2(2+ot) logm
és ekkor

..\i; P(Q(m)xsettlfb] | Galk)=Fx)| > {+€) < 4+

minden &£> O-ra.

Osszegezve:
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4, Tétel: Ha [a,b] olyan intervallum, hogy 0<C<Flao)<Flb)<Cy<{
és tetgzbleges o >0 =ra

Q (m) = 1’2_—(-‘“:3 lOQ- m

akkor
Pliim Qm) sup_|6alt)~Fix) =1) =1

TovAbbra is nyitott kérdés maradt az, hogy vajon ezek a gyorsaségi-

modulusok a leggyorsabbgk=—e,

4'. §.
Egy alkalmaziss

A feladatunk a

— §g| —0.392 —OJQ.Q;
? +S,:

~=8LAR _ Z+04
T 3,

valdsziniiségl vAaltozbdk slirliségfliggvényeinek becslése volt, ahol a

Q, 1ill, S csonkitott normélis eloszlésu valdsziniiségl valtozdk,
Mg,=12 111, Mg,=18 vArhaté~értékekkel és DS, = 18 111,
Dg. =27 szérassal, és a csonkitds a [11,4, 12,6] illetve a
[17.1, 18.9] intervallumokon t3rtént,
B normdlis eloszldsu valdsziniiségi valtozd, MpP= 60, DP = 45,
és a csonkitas [44, 320] intervallumon tdrtént,
¢ az [5.4, 6.6] intervallumban egyenletes eloszlédsu valdsziniiségi

véltozd,

Az 1 1ll. 2 4&bra az illetve az fliggvények két
becclését Abrézolja.
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A 3 1ll. 4 é&brén ugyanezen tapasztalati siiriiségfiliggvények szere-
pelnek, de D &, =044 é3 DG, = 0,6 szbrds mellett,

l, é&bra: a g slirliségfliggvényének becslése

n = 16, Dg. = 1,8, DSL = 2,7
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2. &bra: 1 cilriisézfliggvényének becslése

n = 16, Dg. = 1.8, Dg'_ = 2.7
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3, &bra: ; stiriiségfiliggvényének becslése

n = 16' DS. = Ooq" Dg-._ = 006
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4, abrs: " slirliségfiliggvényének beeslése

n = 16, DS‘ = 0.4, Dg'_ = 0.6
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Summary

The main results of these paper for empirical density and distribu-
tion functions defined in author’s paper [1] are the followings:
Theorem 2.let [a,b] be such an interval, in which f(x) and F"l(x)
in [P(a), F(b)] are continuous, £(x) has a first continuous
derivate £'(x), for which O 4 |£'(x)|<C;, 0<fixl<C then

A & (2+)logn -
Ii;nhm 8—C'(1~e' )

o B

whith probability one.

" A similar theorem holds forxthe empirical distribution function defi-
ned by the formula F:.m(x)=f{:(t)dt /3. Bétel/
a

In the applications of the Monte~Carlo-method it is costumary that
the empirical distribution function is defined by the following
manner: Let a? be such points of the interval [a,b] for which

af'_l( a?.‘, 1=-0,15e¢¢4n~1, and ag_l“ - aril—-'O if n—+»e for all values
of i, and let us denote by m; ‘the number of sample, which are

elemets of g and
(i' i+]J Y50

L. m; : n n
Gm(X)'—"' ‘%_‘ ‘)[ XE (Q]m , Ojr st ]
where m is the number of sample,

If O0<F(a)<PFLlbl<l then for arbitrary oL >0

P65 i 25,160~ Fnl<1) =
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TnaBHHE pe3ynbpTaTH BTo#f CTATHU AN DMNUPHYECKOM QYHKUNM MIOTHOCTH

¥ pacnpezeNenusi, onpezenénHok asTopom B craTtee / I /, =~ 3TO caepypmue:
Te eMa 2,
-1
Ecmn Qynkuum  £(x) u P (X)  HenpepHBHHE COOTBETCTBEHHO HA

orpeske [a,b] X P(a),r(b)] , 1 £(X) oGnazaer nmepseil HenpepwBHOH
npoussoyHo#t £°(X) | 1uam koropot

0 £ [£°(x)[<eyy O <f(x)<cy
_%(2+o< )logn =1

=
Torza 1 lg (x) = £(x)]| <1
I T 0 O s

C BEPOATHOCTEO I,
llonoOHsA Teopema uMeEeT MecTo AJNA 3MNuUpUueckoll (yHKIMM pacnpezene-
HUA olipezenéenHoll gopMylol s

Bix) 0 f-t)dt
rn(x =£ n( / Teopema 3 /

B MeToze CTaTUCTUUECKNX WCHHTAHMYA OCHUHO KCIONB3YETCH IMIVDPUYECKASH
( VHKUKA DacTLpeliellenusi, oNnpelLelEHEas CIeAYDIMM oGpBSO!blA:
IycTs a: TOUKH OTpe3Ka / a, B / LN KOTOPHX &4 <8y 49
1=0,1y0¢00,0=1 n aga-8—o0 , eclm
R—— © 118 Bcex 3Hauenmii L , OGo3nauum ueped My uyucio BHOOPOU=-
HHX 3HAUEEUi, NMomazanmux B O0Tpe3ok ( .}": ‘2+1] U IYyCTH OMIMpA=—

yeckas QYHKIMA pacnpenanfﬂmﬂ:
jix

n
%

- n
Gp(x) = . ECIl X € (‘J(x)' 85(x)+l )
ecru 0 < F(a) < (b)) < 1 , TOTZA IJIA IPOU3BONBHOTO &A>0
m
P (lim sup|G (x) = B(x) [0 )= 1

b | 2(2+ )logm ‘GLQ:bJ
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