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Dávid Gábor:

Az e lo s z l á s -  és  sű rű ség fü g g v én y  b e c s lé sé n e k  k o n v e rg e n c iá ja .

0 , § .

B ev eze té s : A s z e rz ő  [ l]  d o lg o z a tá b a n  f o g la lk o z o t t  o ly an  c so p o rto s  

m in ta v é te l  s e g í t s é g é v e l  tö r t é n ő  e lo s z lá s -  é s  sü rü ség fü g g v én y b ecs- 

l é s s e l ,  am ikor a c s o p o r to s i tá s  a  m inta a la p j á n  t ö r t é n i k .

Az u j  d e f in íc ió r a  a z é r t  v o l t  szü k ség , m ert a G liv e n k ó -C a n te l l i -  

t é t e l  a lk a lm azásához  a m in ta  egészének  ism e re te  sz ü k sé g e s , ami a 

L ionte-C arlo-m ódszerek  e s e té n  a  szám itógép m em óriájának nagysága 

m ia t t  l e h e t e t l e n .  Az [ i j  d o lg o z a tb a n  az 1 , T é t e l ,  a Következmény a 

v é l e t l e n t ő l  függő t a p a s z t a l a t i  sű rű sé g -  és e lo sz lá s fü g g v é n y  egyen

l e t e s  k o n v e rg e n c iá já ra  v o n a tk o zn ak . F e lm erü l azonban az a k é rd é s , 

hogy ez a k o n v e rg en c ia  m ily en  g y o rs . Egy r ö g z í t e t t  p o n tb an  e r re  a 

2 , T é te l v á l a s z o l t .  Az iro d a lo m b an  ré g ó ta  fo g la lk o z n a k  e z z e l  a p rob

lém áv a l, am it a  következőképpen  fogalm azunk meg:

ha o(.(x) az  e lm é le t i  függvény , &„(*) a t a p a s z t a l a t i ,  akkor

P lj ím &N  s y p ,  I ° U x ) -  <*(*) I * H )  =  1H-~ea xe CoAJ '

m ilyen  m e l l e t t  á l l  f e n t  ( д ^ - ^ о о  h a  Ы — ►oo ).

E z id e ig  -  és c sak  a t a p a s z t a l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y re  -  a

P ( sup lrn(x) -  Г (х ) | ^  £ )
yefo.b]

függvény k o n v e rg e n c iá já v a l k a p c so la tb a n  é r t e k  e l  e redm ényeket. I t t  

c sak  Sanov [2] és  Sethuram an [3] d o lg o z a ta i r a  u ta lo k ,  ah o l bőséges 

iro d a lo m jeg y zék  t a l á l h a t ó .
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Az l .§ - b a n  a  m in ta  n ag y ság á t v iz sg á lo m , a 2»§-ban a  k o n v e rg en c ia  

g y o rsa sá g á v a l fog la lkozom  az [1 ]-b e n  d e f i n i á l t  sű rű sé g  -  és e lo s z 

lá s fü g g v é n y re , majd a 3 .§ -b a n  az  e g y sz e rű  c s o p o r to s í t o t t  t a p a s z t a 

l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y re ,

A j e lö lé s e k  megegyeznek az [1] d o lg o z a t j e l ö l é s e i v e l ,

l . § .

M egjegyzés a  t a p a s z t a l a t i  sű rűség függvény  k o n v e rg e n c ia -g y o rsa sá g á h o z .

Az 1 -b en  d e f i n i á l t  и (n,m ,o(,xj g y o rsaság i-m o d u lu s  v i z s g á l a t á 

v a l  k e zd jü k :

a h o l l l x )  az  X - e t  ta r ta lm a z ó , a z  n -elem ü r e n d e z e t t  m in ta

a h o l

és

üli (n,m.oí) — }  (hx))[4r P U lx)b~P(hx)) log/ogm] 2

in te rv a l lu m a . J e l ö l j e  eg y en lő re  A(ííx)) =  c5(x) és

Р(Г(х))=*](*)• így

azaz  ha

/ 1 /
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r e l á c ió  t e l j e s ü l  n és m -re , úgy

(dín.rruM) =  y  bi{[n,d) — -q q -̂ ( í ~ e  )

Az / 1/  e g y e n lő t le n s é g e t  még a következőképpen  a l a k í t h a t j u k  á t:
Pl Гм) r, , л л .

Llivel J J Y f ö )  - ♦  f i x )  ha n —*■<» egy A-U -m érték ű  halm az k i 

v é te l é v e l  / a z  in te g r á ls z á m í tá s  k ö z é p é r té k té te l e / ,  ig y  az  a ssz im p to -  

t ik u s

I, -n(l**)lo9") 2m{4-e _ _ _ _ / _
/ 2/ loglogm 2f<>O f f y - H  t é , fTk-h 1«

r e l á c ió  f e n n á l l á s a  e s e té n  i s  a  g y o rs a sá g i modulus az  X - t ő i  fü g g e tle n  

-y(0, (n.et) t a g .  Előnye a / 2 /  e g y e n lő tle n sé g n e k , hogy az n  és m

v isz o n y á ra  v is z o n y la g  eg y sz e rű  ö s sz e fü g g é s t a d , h is z e n  a  / 2 /  jo b b o l

d a lán  / a  G é s  C-̂  k o n s ta n so k k a l j ó l  b e c s ü lh e tő  f ( x )  sű rű ség fü g g 

vényen k iv ü l /  az  n-elem ü m in tá b ó l könnyen k is z á m íth a tó  

in te rv a llu m h o ssz a k  s e g í t s é g é v e l  a d tu k  meg,

1 .T é te l .  Ha n  és m-re t e l j e s ü l  az  / 1 / ,  és  az  f ( x )  t e l j e s i t i  az
r í  , . Г  I , —á(í+tf)/ooo\
£ l j  2 . T é te l  ^ f e l t é t e l e i t ,  akko r az  OJ(г>,ос) =  ( 1 - &  j

j e l ö l é s s e l :

P  ( lim lim w  ( n .o í )  I C u j  -  fix) I ^  \ )  =  1

B iz o n y ítá s :  Ha / l / - b e n  eg y en lő ség  e s e té n  m =g(n), ak k o r m»gCn)-re 

méginkább f e n n á l l  / 1 / ,  to v áb b á  £> O -ra

P i l ü n  ( ü M |f * ( x) - f ( x ) |>  <+£) =
m *дИ 1

=  Pllim U) 1п,т,ы,х) I fn(x) -  fix) I >  i + £ )ff)
íg y  a

H  p  hím U ) M  j f j x ) - f ( x ) l  > l+s)0=1 miql») I I I  /
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s o r  konvergens az  [ l ]  2 ,T é te l  m ia t t ,  ami a  B o re l-C a n te lli- le m m á v a l 

b iz o n y l t j a  a t é t e l t .

2 .§.
E g y e n le te s -k o n v e rg e n c ia -g y o rsa sá g i t é t e l e k  a  t a p a s z t a l a t i  e l o s z l á s -  

é s  sű rű ség fü g g v én y re

Legyen

és

t / í a m . o í . x )  — - j - m í n  ( ü ‘ (n ,e ()  t иг (п,т,х))

t e t s z ő le g e s  Ы>0 - г а .  n  és m t e l j e s í t s e  a

^  ZPlMI C  f
/09/05 m ( f í T p 1  U c J

e g y e n lő t le n s é g e t .  B e b iz o n y ítju k  a k ö v e tk ező  t é t e l t :

/ 3/

/ V

2 . T é te l .  Legyen [ a ,b ]  o ly an  in te rv a l lu m , hogy az [ P ( a ) ,  P (b )]-b e n  

P~^(x) f o ly to n o s ,  [a ,b ] -b e n  f ( x )  p o z i t í v ,  d i f f e r e n c i á lh a t ó ,  d e r i 

v á l t j á r a  f '  (x )  0 , akkor a  /3 / - b a n  d e f i n i á l t  U)*(n,e() függvényre

limlim j -  u j  M  s ú g j  f ‘(X) I í

1 v a ló s z in ü s é g g e l ,  ha  n és m k i e l é g í t i  / 4 / - e t .

B iz o n y ítá s  : Az [ l]  . 2 .T é te l  b iz o n y ítá s á h o z  h aso n ló an  e lv ég ezv e  az 

o t t  h a s z n á l t  f e lb o n tá s t ,  a lkalm azzuk  a



/ 5 /
fl« «

-  £ П!Г2 uW ■ ̂ If-ty-ft?)I > »«)}
b e c s lé s t ,  a h o l f e lh a s z n á l tu k  a z t ,  hogy

P l  lim y  «J? (пд)дир̂  I fn"x) -  fix) I > < +£ J ^
/ 6 /  n __

Ä Г  Р (ь  W*ín1m1o( î)|f*(^f(j?j| <+£;)

u g yan is  az  f ( x )  m o n o to n itá sa  m ia t t  a szuprémum az o sz tó p o n to k b an  

vevőd ik  f e l  ( f ‘ (x)  ^ o ) .

Az / 5 /  jo b b o ld a lá n  á l ló  v a ló s z ín ű s é g e k e t  már m eg b ecsü ltü k  az e m l i t e t t  

t é t e l  b iz o n y ítá s á b a n :

Az e lőző  c ik k  j e l ö l é s e i v e l :

Az e lső  ta g  -  m int t i ] . / l l / - b e n  az  i t e r á l t - l o g a r i t m u s - t é t e l  m ia t t  0 , 

mig a m ásodik ta g o t  az [ l ] . / 1 0 /  b e c s lé sé h e z  h a so n ló an  b e c s ü ljü k  meg;
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*  Ê n f M t - e  < М ,ч " Л Ч | ^ С  + 00

A t é t e l  b iz o n y í tá s á t  most már a szokásos m ó d sze rre l f e je z h e t jü k  b e .

begyen a  t a p a s z t a l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y : Г " ( х )  ==/fn*W d t  , az

Га, b ] véges in te rv a llu m b a n .

3 .T é te l .  A 2 . T é te l  f e l t é t e l e i  m e l l e t t ,  ha  S(r>,ot)= 2 ^ ( Ь - ^ Г ~ 

akkor

Pilimlim <2(n,oO sup I — Fix)I — í) “  i
n miQl») <eCo.b] ' '

B iz o n y ítá s  a következő  b e c s l é s - s o r o z a t t a l  t ö r t é n i k :

í Q  (п,ы) sup I Fnmfr) -  FM I > \ ) ^v t  J

-  { ffi (n,d) sup

^ { s  Cri.oij sup j  I f;w  —fui id/i>i}*
о

( a  (n,u) (ь-o) sup I ffT iK j-fw M ] ~

- { i - s ' M s u ^ l f r w - f W l » }

azaz

Pilimlim Q (n,ot) sup |Cfx)~Flx)\>l) ^n nig{») xeCoib] '

“  Л ь / ю М ) = o

ami a t é t e l t  b i z o n y l t j a .
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A c s o p o r to s í t o t t  t a p a s z t a l a t i  e lo sz lá s fü g g v é n y  e g y e n le te s  konver

g e n c iá já n a k  g y o rs a sá g á ró l

A 3 . T é te lb en  az  F ^ (x ) egy monoton növekedő függvény é s  g y o rsa sá g á t 

a sű rűségfüggvény  g y o rsa sá g áb ó l v e z e t tü k  l e .  V a ló sz ín ű le g  a 3. T é te l  

á l l í t á s a  nem é l e s ,  és a f e l t é t e l e k  i s  e rő se k .

A c s o p o r to s í t o t t  m in ta v é te l  az [1] cikkben é s  a  j e l e n l e g i  l . §  és 

2 .§ -o k b an  az e lő z ő le g  v e t t  n -e lem ü  m inta a la p já n  t ö r t é n t .  Most a 

szám egyenest o ssz u k  f e l  a^ i = l , . . . , n  o sz tó p o n to k k a l ú g y , hogy
О ^

n —*oo e se té n  Q,„ —Q; ~ * Q  le g y e n . /А v é l e t l e n  f e lo s z t á s n á l  ez csak  

1 v a ló sz in ü s é g g e l á l l  f e n t . /  Végezzünk m fü g g e tle n  k í s é r l e t e t  és 

n * m  leg y en , n - * ,°o és j e l ö l j e  m  ̂ az  i - e d i k  in te rv a llu m b a  eső  

m in tapontok  szám át, to v áb b á  le g y en

3 .§ .

ha (ú jда , Qj(x)+< ]

Tegyük f e l ,  hogy az [a,b3 o ly an  in te rv a llu m , hogy 0 < z  Cg <  P (x )<  C ^ < 1  .

Legyen ^^)<Г(Х )(<-Г(х)) m inden X €  [a ,b ] - r e .

F e lh a sz n á lv a  az  F (x ) m o n o to n itá sá t

k-1

PfaHsup |6.w-Rx)l>i*c)~  £ p (c w |4 r —fWI> <*£ )
xetajb] k 'i

Ism e rt /R én y i A lf ré d : V a ló sz in ü ség sz ám itá s  /1 9 5 V  405 . o l d a l / ,  hogyha 

Ç az A esemény r e l a t i v  g y a k o risá g a  és P(A) = P, a k k o r, ha 

0 < £ <  p(<-p) , úgy
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P i l b - p l » £ )  ~ 2  e
Alkalm azva e z t a t é t e l t ,  k ap ju k , hogy

Р ( | % - Г ( о : ) | ^ ) - 2 е ' ' ^ Ц щ = = Г

M ivel max F ( x ) ( l - F ( x ) )  = ^  és

— l i & ______  ^
£1(т)2Г(х)П-Г(х)) 2

Így
к-*

P í f i ( m )  I - ^ - - Г ( О к Л > < + £ ) ^ 2е _лгГ(^
azaz

£  £  Р (2 (т ) |6 .(0 .")-Л Ь ,* Л >  f* £ )* 2  Ê m e ^ ' - ' - Ê ^Hí * 1 k*»4 /*»=4 ш * 1 ™ т а <

ha Q m V «;____ 1 ,  a m i b ő l

a ( m ) -  f r a f f b , ,

és  ekkor

Z lP(^(m )sup I бт(х)-Г(х)1 > < + £ ) < +QO
m*< x€Co.b]

minden £ >  O -ra . 

ö sszegezve  :

+ 00

3



4 , T éte l:  Ha Ca,b] olyan in terv a llu m , hogy О *Сг < ПЬ)<ПЬ) 4

és t e t s z ő le g e s  Ы  , > О - r a

Я  M  =
m

2 ( 2 + * ) l O Q m

akkor

Pl l í m  Я  l m )  s u p  I G M - F ( x ) l  -  { )  =  \m *6 í О.Ыx€ La,b]

Továbbra i s  n y i t o t t  k é rd és  m arad t a z , hogy v a jo n  ezek  a  g y o rs a sá g i-  

modulusok a le g g y o rsa b b a k -e .

4 .§ .

Egy a lk a lm azást 

A fe la d a tu n k  a

v a ló s z in ü s é g i  v á l to z ó k  sű rű ség fü g g v én y e in ek  b e c s lé s e  v o l t ,  aho l a 

3, i l l .  Sí  c s o n k í to t t  n o rm á lis  e lo s z lá s ú  v a ló s z in ü s é g i  v á lto z ó k . 

Aíg,= <2 i l l .  M§2“ ^  v á rh a tó -é r té k e k k e l  és D§, = 1 ,8  i l l .

D S i - 2 . 7  s z ó r á s s a l ,  és a c s o n k ítá s  a [ l l , 4 ,  1 2 ,6 ] i l l e t v e  a 

[1 7 . I ,  I S .9] in te rv a llu m o k o n  t ö r t é n t ,

(5 n o rm á lis  e lo s z lá s ú  v a ló s z in ü s é g i  v á l to z ó ,  M ß  = 60, D|i = 45, 

és a c so n k ítá s  [44, 320 ]  in te rv a llu m o n  t ö r t é n t ,

£ az [5 .4 , 6 .6 ]  in te rv a llu m b a n  e g y e n le te s  e lo s z lá s ú  v a ló s z in ü s é g i

- 8 .Ijß __ S + OA
1 "  8, S*

v á l to z ó .

Az 1 i l l .  2 á b ra  az i l l e t v e  az függvények k é t

b e c s lé s é t  á b r á z o l ja
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A 3 i l l *  4 áb rán  ugyanezen  t a p a s z t a l a t i  sű rűség függvények  s z e re 

p e ln e k , de D S« = 0 .4  és D § , = 0 .6  s z ó rá s  m e l l e t t .  1

1 .  á b ra : a  ^ sűrűségfüggvényének  b e c s lé s e  

n  = 16, Dg, = 1 ,8 , D ^  = 2 ,7
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-  0,05

2 . á b ra :  17 sü rü ség fü g g v én jén ek  b e c s lé se

n  = 16, D §( = 1 .8 , D§t  = 2 .7

3 . ábrás ^ sű rűségfüggvényének  b e c s lé s e  

n  = 16, Da = 0 .4 ,  Dft. = 0 .6
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0,05-

4 . ábr&: т| sű rűségfüggvényének  b e c s lé s e

n  = 16, Dg, = 0 .4 ,  D ^  = 0 .6
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The main r e s u l t s  o f  th e s e  p a p e r f o r  e m p ir ic a l  d e n s i ty  and d i s t r i b u 

t i o n  fu n c tio n s  d e f in e d  in  a u th o r ’ s p aper [1] a re  th e  fo llo w in g ss  

Theorem 2 .Let [a ,b ]  be such an  i n t e r v a l ,  in  w hich f ( x )  and F ~^(x) 

in  [F( a ), F(b )] a r e  c o n tin u o u s , f ( x )  has a  f i r s t  co n tin u o u s 

d e r iv a te  f ' ( x ) ,  f o r  which 0 ^ | f  ' (x ) |<  G^, 0 <  f  Lxl •< C th e n

_  _  C / - i f 2 + )̂logn I r "i r  I
l i m l i m  o f  ( \  -  e  )  s u p  |f„(x) -fool -  *n m om, x€Co,bl

w h ith  p r o b a b i l i ty  one .

A s im ila r  theo rem  h o ld s  f o r  th e  e m p ir ic a l d i s t r i b u t i o n  f u n c t io n  d e f i 

ned by th e  fo rm u la  £ ,(* )=  /  f „  ( i ) d i  /3»  ï é t e l /
û

In  th e  a p p l ic a t io n s  o f th e  M onte-C arlo-m ethod i t  i s  costum ary t h a t  

th e  e m p iric a l d i s t r i b u t i o n  f u n c t io n  i s  d e f in e d  by th e  fo llo w in g  

manners Let a^  be  such p o in ts  o f  th e  i n t e r v a l  [a ,b ] f o r  which 

a^C a?jj, i = 0 , l , . . .  , n - l ,  and a ^  -  a £ - * 0  i f  n -* " »  f o r  a l l  v a lu e s  

o f  i ,  and l e t  u s  denote by m  ̂ th e  number o f  sam ple, w hich a re

S u m m  а г у

where m i s  th e  number o f sam ple.

I f  0 -mF(a) c-FCbl < 1 th e n  f o r  a r b i t r a r y  Ы. >  0
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£  е з ю м e

Главные результаты этой статьи для эмпирической функции плотности

и распределения, определённой автором в статье /  I  /> -  это следующие

Т е о р е м а  2.

Если функции f ( r )  и г  непрерывные соответственно на

отрезке [а ,ъ ] и |? (а ),Р (Ъ )] , и обладает первой непрерывной
производной , для которой

О 4 ( f »(эс)/<0 1# 0 < f ( x ) < c »
r 1 (2+с< )logn  - 1

тогда: IJE -IJE  >
с вероятностью х .

| f - ( x ) . f ( x ) U l

Подобная теорема имеет место для эмпирической функции распределе

ния определённой формулой:

■(X) Л  f “ ( t ) d t
J n /  Теорема 3 /

В методе статистических испытаний обычно используется эмпирическая

сункция распределения, определённая следующим образом:
п а п
31

~л и

Пусть а̂  точки отрезка /  а, в /  для которых a i < Äi +i

a i+ l ”  * 0 , если

00 для Есех значений i  . Обозначим через число выбороч-

и пусть эмпири-ных значений, попадающих в отрезок (а?  а ? . , ]4+1-
ческая функция распределения:

GmU)
Ï ,

если X £ (а
d(x) d (x )+ i

если О < f ( a )  < ï ( b )  < 1

Р (11л
я I 2(2+  )logm *е[о,Ь]

, тогда для произвольного <*>0 

аир|аа (х ) -  Р(х) | а  )= 1
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