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Véges so rk ap acitá su  e g y k isz o lg á ló s  v á ra k o zá si- id ő

p ro b lé m á ró l

Tomkó Jó zsef

Tekintsünk egy Щ/G /l  k is z o lg á ló  r en d szer t azon f e l t e v é s  

m e lle t t ,  hogy csak v ég es  számú ig én y  várakozhat a sorban. 

R ész le teseb b en , a következő  e g y k isz o lg á ló s  várakozási prob­

lém áról l e s z  szó: e g y e t len  k is z o lg á ló  készü lékhez Лр- о 

paraméterű Poisson folyam at s z e r in t  érkeznek az igén y ek .

A k is z o lg á lá s i  időtartam  minden egyes igén yre nézve egy  

s ugyanazon konstans é r té k . Az egyszerű ség  kedvéért vá­

la sszu k  e z t  a konstans érték et " l" -n ek . Ha egy ig én y  be­

é rk ez é s i p illa n a tá b a n  a k is z o lg á ló  k észü lék  f o g l a l t , akkor 

ez az ig é n y  c sa t la k o z ik  a már e s e t le g  várakozók c so p o rtjá ­

hoz az e se tb en , ha az a d o tt p illa n a tb a n  a várakozók szá ­

ma nem é r t  e l  b izonyos "n" szám ot. Ha v isz o n t a várakozók 

száma már "n", akkor a b eérk ezett ig é n y  e lv é s z .

Tegyük f e l ,  hogy a ren d szer  üres a t  = о id ő p illa n a tb a n , 

s leg y en  az e lső  ig én y  beérk ezési id ő p il la n a ta  £ q . Az  

£0 p illa n a tb a n  elkezd őd ik  az e ls ő  ig én y  k is z o lg á lá s a .

Ha a következő igén y  b eérk ezési id e je  az egységet megha­

la d ja , akkor ennek az igénynek ism ét várakozás n é lk ü l kez­

dődhet e l  a k is z o lg á lá s a  s a készü léknek az e ls ő  igén y  

k is z o lg á lá s á v a l kezdődő fo g la l t s á g i  periódusa  csak egy­

ségn y i id e ig  t a r t .  Ha v iszo n t a második igén y  beérkéz í k ,
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m ie lő tt  az e ls ő  ig én y  k is z o lg á lá s a  b e fe jező d ö tt v o ln a , 

akkor a készüléknek az e ls ő  ig én y  k is z o lg á lá s a  k ezd eté ­

t ő l  szá m íto tt f o g la l t s á g i  p eriódusa  az egységn él hosszabb  

l e s z .  Az igények egymásután! b eérk ezésé tő l függően a ké­

szü lék  f o g la l t s á g i  periódusa v é le t le n  hosszúságú.

J e lö ljü k  a k észü lék  e ls ő  f o g la l t s á g i  periódusának h osszá t  

d | n ^ -gyel (a  f e l s ő  z á r ó je le s  in d ex  arra u t a l ,  hogy maxi­

m álisan "n" igén y  várakozhat a ren d szerb en ). Az 

£ 0 + p illa n a tb a n  a k észü lék  ú jból szabaddá v á lik

b izonyos £  ̂ időtartam ra. Majd ism ét e lkezd ődik  egy 

f o g la l t s á g i  periódusa és Így  tovább; az idő folyamán a

f o g la l t s á g i  és  az szabad periódusok v á lto ­

gatják  egym ást. F e ltev ése in k b ő l k ö v etk ez ik , hogy az £ 

fü g g e t le n , közös / ^ o  paraméterű ex p o n en c iá lis  e lo s z ­

lá s ú  v a ló sz ín ű sé g i v á lto zó k  és  hogy a S f o g l a l t ­

sá g i periódushosszak i s  fü g g etlen ek  s  azonos e lo sz lá su a k . 

Ezen utóbbi közös e lo sz lá sfü g g v é n y t &n( x ) - s z e l  fogjuk  

j e lö ln i :

/ 1 /  Gn (x) = P ( d [ n) é  x ]

Esetünkben a készü lék  f o g la l t s á g i  p eriódushossza  csak po­

z i t í v  egész érték ek et vehet f e l .  E zért az / 1 /  e lo s z lá s  

d isz k r é t  e lo s z lá s .
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A k is z o lg á ló  rendszerünknek az alkalm azások szem pontjá­

ból ig e n  fo n to s  k a r a k te r is z t ik á ja  a várakozási id ő  e l ­

o s z lá s a . J e lö l j e

/ 2/ O é. t   ̂ oo

a t  p illa n a tb a n  e s e t le g  beérkező igén y  várak ozási id e ­

j é t ,  f e l t é v e ,  hogy e p illa n a tb a n  beérkező igén y  nem vész
l")

e l .  Szokás az ^ ( t ) - t  v i r t u á l i s  várakozási időnek ne­

v e z n i. E ltérően  az n = oo e s e t t ő l ,  á lta lá b a n  a / 2 /  f o ­

lyamat nem Markov t ip u s u . Ez azt j e l e n t i ,  hogy csupán az 

7^n ^ (t)  érték  ism erete  alapján semmit sem mondhatunk az 

“7^n ^(t+ h) várakozási id ő  le h e ts é g e s  é r té k e i f e l ő l .  Csak 

az "у n̂ ^ (t) é r ték e t ism erve, még azt sem mondhatjuk 

meg, m ilyen  v a ló sz ín ű ség g e l le s z  é r te lm ez e tt  az у ^ { t + h )  

v ir t u á l i s  várakozási id ő .  Erre v a ló  t e k in t e t t e l  e lég g é  bo­

n yo lu ltn ak  lá t s z ik  a / 2 /  folyam at / v i r t u á l i s  várakozási 

id ő /

/ 3 /  W (x) = lim  P ( y ( n ) ( t )  *  x }
11 < -*00

* / 3 /  jobboldalán á l ló  ( у ^ ( t )  ^ x ]  esem ényről n y i l -
I n )ván csak akkor b eszé lh etü n k , ha az ' ; ( t )  mennyiség 

é r te lm e z e t t ,  azaz, ha a t  p illa n a tb a n  várakozó igények  
száma "n"-nél k ise b b . A rövidebb Írásmód kedvéért szán­
dékosan a m egfe le lő  v a ló sz ín ű ség  b ev eze tésén é l errő l 
nem te ttü n k  e m lít é s t ,  s a továbbiakban megállapodunk ab­

ban, hogy az £ a <  rp ^ ( t  ) í  b }  tip u su  esemény v a ló ­

sz ín ű ség én  mindig az { у n̂^ (t)  é r te lm eze tt és a 

Q<^n ^(t)  é b j  esemény v a ló sz ín ű ség é t é r t jü k .
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e r g o d ik u s  e l o s z l á s á n a k  m e g h a tá r o z á s a .

Más ig e n  f o n t o s  k a r a k t e r i s z t i k á j a  az  a d o t t  k i s z o l g á l ó  

r e n d s z e r n e k  a  v e s z t é s i  v a l ó s z i n ü s é g .  E z t  a  v a l ó s z í n ű s é ­

g e t  m e g h a tá ro z z á k  a  r e n d s z e r  ú g y n e v e z e t t  á l l a p o t v a l ó s z i -  

n ü s é g e i

/ 4 /  p [n ) ( t )  = P { ^ ( n ) ( t ) = k ]  , o á k í n + 1 .

( П )I t t  jr '  ' ( t ) - v e l  j e l ö l t ü k  a  r e n d s z e r b e n  t a r t ó z k o d ó  i g é ­

n y ek  t  p i l l a n a t b e l i  s z á m á t.  Az á l l a p o t v a l ó s z i n ü s é g e k k e l  

k a p c s o l a to s a n  i s  a  f ő  f ig y e le m  az  e r g o d ik u s  e s e t  v i z s g á ­

l a t é i r a  i r á n y u l ,  a z a z  a

/ 5 /  Pj.n ) = l im  P [ n ) ( t ) ,  o í k í n + 1
K é -г о K

h a t  á r v a l ó  sz  i n ü s é  gek m eghat á ro z  á s á r a .

kő p ro b lé m a k é n t  a  / 3 /  i l l .  az / 5 /  e r g o d ik u s  v a ló s z ín ű s é g e k  

m e g h a tá r o z á s á t  e m l í t e t t ü k ,  f ig y e lm e n  k i v ü l  h a g y v a  a z t  a  k é r ­

d é s t ,  v a jo n  l é t e z n e k - e  e g y á l t a l á n  e z e k  a h a t á r é i o s z l á s o k .

A t e k i n t e n d ő  k i s z o l g á l ó  r e n d s z e r ű n k r e  b á rm ily e n  v é g e s  n 

é s  ^ > о m e l l e t t  a  / 3 /  é s  az  / 5 /  e rg o d ik u s  v a ló s z í n ű s é ­

gek  l é t e z é s e  c sak n em  m a g á tó l  é r t e t ő d ő .  Meg k iv á m ju k  j e ­

g y e z n i ,  hogy  n = cd e s e t é n  e z e k n e k  a  h a t á r v a l ó s z i n ü s é -
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géknek a lé t e z é s e  már nem ennyire v i lá g o s ,  s e k érdésre  

p o z it ív  v á la sz  csak о - ^Я-ci  e se tén  adható, Я > 1 

esetén  p ed ig  mind a / 3 / ,  mind az / 5 /  mennyiségek azono­

san zéru sak .

Érdekes v is z o n t  m egjegyezn i, hogy mig n = oo é s  о*  А*: 1 

esetén  a / 3 /  i l l .  az / 5 /  ergodikus e lo sz lá so k r a  a L aplace- 

S t i e l t j e s  tran szform áltak  ; i l l e t v e  a generátorfüggvények  

term inológiájában ig en  egyszerű  formulák adhatók meg 

/á lta lá n o s  e lo sz lá s ú  v é le t le n  k is z o lg á lá s i  időtartam ok  

esetén  i s / ,  addig v ég es  n -re  az / 5 /  va ló sz ín ű ség ek  igen  

bon yolu lt form ulával adhatók csak meg, a / 3 /  ergodikus 

e lo s z lá s s a l  k ap cso la tosan  pedig  még nem i s  ism eretesek  

á lta lá n o s  érvényű form ulák.

Az irodalomban fők én t az ergodikus á lla p o tv a ló sz in ü sé g e k , 

többek k ö z ö tt  a v e s z t é s i  v a ló sz ín ű ség  meghatározásának 

problem atikája t i s z t á z o t t  a legnagyobb mértékben ( lá s d  

p l .  [1] ) .  A f o g la l t s á g i  periódushossz e lo sz lá sá n a k  

v iz sg á la tá v a l a je le n  do lgozat sz e r z ő je  fo g la lk o z o t t .  

Többek k ö zö tt [2] -ben  ig a z o lta ,  hogy t e t s z ő le g e s  n 

és 7\> о m e lle tt  Gq ( co )  -  1 é s  hogy a

A  - Má(n)
várható értékek v é g ese k , s m eghatározta a /■ ( ’ > ■

® Ír= Ai z generátorfüggvényt i s .  Ebben a d o lg o z a té -



ban a szerző  ig a z o lta  az alább i h a tá r e lo s z lá s  t é t e l t  i s ;  

1« T é t e l .  T e tsz ő le g es  n 2 1 -re

l im  P
A-»00 < é ]  = 1 - é *

É szrev e tte  a szerző  a z t i s ,  hogy ha a b e s z é lg e té s i

időtartam ok fü g g e t le n , azonos e lo s z lá s ú , véges MX  ̂ = 1 

várható értékű és v ég es  Jb*(Xi) =  szórásn égyzetű

v a ló sz ín ű sé g i v á lto z ó k , akkor az t )  várak ozási

id ő v e l kap cso latosan  a s ta c io n á r iu s  esetb en  érvén yes az 

alább i

2 . T é t e l .  A >1 esetén

lim
n -*oo

p  Г V% )  -  n
I s  f n

E t é t e l  b izo n y ítá sá v a l a szerző  egy későbbi dolgozatban  

szándékozik fo g la lk o z n i.

Fordítsuk most figyelm ünket a k i in d u lá s i  f e l t é t e l e in k  

e s e té r e , azaz azon e s e t r e ,  amikor a b e s z é lg e té s i  id ő ta r ­

tamok nem v é le t le n e k , hanem konstans egységnyi érték ű ek . 

Erre az e se tr e  a 2 . t é t e l  nem érvén yes. V iszont a z , hogy 

a b e s z é lg e té s i  időtartam ok konstansak, bizonyos m értékig  

e g y s z e r ű s ít i  a h e ly z e t e t  s le h e tő sé g  n y í l ik  a Wn (x)  

e lo sz lá sfü g g v én y re  e lé g  egyszerű form ulát ad n i. Dolgozatunk
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c é l j a  é p p e n  ennek  a  b e m u ta tá s a .  R á m u ta tu n k  m ajd  a r r a  i s ,  

m ily e n  p ro b lé m á k  m e rü ln e k  f e l  a  k ö z ö l t  e l j á r á s n a k  az  á l ­

t a l á n o s  e s e t r e  t ö r t é n ő  a lk a l m a z á s á n á l .  M ie lő t t  r á t é r n é n k  

e f e l a d a t u n k  v é g r e h a j t á s á r a ,  k ö z lü n k  n é h á n y  -  a  to v á b b ia k  

s o rá n  f e l h a s z n á l á s r a  k e r ü l ő  -  e redm ény i: az u n . f e l ú j í t á s i  

e l m é l e t b ő l .

L eg y en ek  1 ^ ,  Yn > . . .  f ü g g e t l e n ,  nem n e g a t i v ,

e s e t l e g  a  Y -j_-tő l e l t e k i n t v e  a z o n o s  e l o s z l á s ú  v a l ó s z í n ű ­

s é g i  v á l t o z ó k .  T együk  f e l ,  h o g y  ez  a  k ö z ö s  e l o s z l á s  nem 

r á c s o s ,  a z a z  n i n c s  o ly a n  d  , a m e ly re  a  P [ = / d ]

( / = o , l , 2 , . . . )  v a ló s z in ü s é g e k  ö s s z e g e  1 - e t  a d n a . É r t e l ­

m ezzük a z  ( o í t  í ( “ ) f o ly a m a to t  a  k ö v e tk e z ő k é p p e n :

N. = max n 

1

R é s z le te s e b b e n

Nt  =

0 ,  h a  > t ,

n ,  h a  Ë  Xi -  t  < Z  Yi 
1 1

Az Nt  ( o ^ t  c « )  f o ly a m a to t  s z o k á s  a  Xj »***» Yn ****

v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  s o r o z a t  á l t a l  m e g h a tá r o z o t t  (g e n e ­

r á l t )  f e l ú j í t á s i  fo ly a m a tn a k  n e v e z n i .  S z e m lé le te s e n
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j e l e n t i  a ( o ft ]  időközben v é g r e h a jto tt  f e lú j í t á s o k  szá ­

mát, ha a Yj_“k et valam ely objektum élettartam ak én t in ­

te r p r e tá lju k , s f e l t e s s z ü k , hogy az objektumokat az é l e t ­

tartamuk le já r tá v a l  (elrom lásuk p illa n a ta ib a n ) újakkal 

h e ly e t t e s í t j ü k .  Egyik leg fo n to sa b b  je llem ző  mennyisége a 

f e l ú j í t á s i  folyam atnak a

H(t) = M {Nt }

várható é r ték , m elyet f e l ú j í t á s i  függvénynek szok ás ne­

v e z n i. A legegyszerűbb úgyn evezett "elemi f e l ú j í t á s i  t é ­

t e l"  a z t á l l í t j a ,  hogy M = yu < cd e se tén

lim  
t  -> oo

H(t)
t

1

Számunkra az ennél jó v a l nehezebben ig a zo lh a tó  un. 

B la c k w e ll- té te l  já t s z ik  majd fo n to s  sze r ep e t. E t é t e l  

s z e r in t  = yu < cd e se tén  t e t s z ő le g e s  h > o  mel­

l e t t

lim
-fc -»00 H (t+h)-H (t) = £

E t é t e le k  b iz o n y ítá sá t az o lvasó  m egta lá lh a tja  több d o l­

gozatban, könyvben ( p l .  [3] -b a n ).

Térjünk most á t ezek után a k it ű z ö t t  feladatunk végre­

h a jtá sá r a . Vezessük be e lő sz ö r  a következő v a ló sz ín ű sé ­

geket :
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a  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  a l a t t  k -n á l  tö b b  k i s z o lg á lá s  

megy végbe s  eközben a k - a d lk  k i s z o lg á lá s  b e fe je z ő ­

d é s é t  követő  p i l l a n a tb a n  l ig én y  marad a várakozók 

sorában

T e k in tsü k  a  ^ n ^ ( t )  ( a  re n d sz e rb e n  ta r tó z k o d ó  igények  t  

p i l l a n a t b e l i  számát j e l e n tő )  f o ly a m a t ta l  k a p c s o la to s  úgyne­

v e z e t t  b eá g y az o tt M a rk o v -lán co t, a

/ 6 /  J rW-  f V r + O )  , í г = 1,2, ... )

s o r o z a t o t .  I t t  6 r az egym ásután! k is z o lg á lá s o k  b e fe je z ő d é -  

s i  p i l l a n a t a i t  j e l ö l i k ,  ^ n ^(G r + 0 ) ped ig  a ren d sz e rb e n

ta r tó z k o d ó  igények szám át k ö z v e tle n ü l  egy i ly e n  p i l l a n a t  

u tá n .  A b e v e z e te t t  v a ló sz in ü sé g e k  nem mások, m int a

/ 6 /  Markov- lá n c  k - lé p é s e s  á tm enet v a ló s z ín ű s é g e i ,  ah o l 1 

a kezdő  á l l a p o t ,  s  f e l t é t e l e z e t t  még, hogy a k -a d ik  lé p é s ig  

a lá n c  e g y e tle n  e g y sze r sem j u t  a o - á l la p o tb a .  Ezek sz e ­

r i n t

= í " ’* 0 ' *A Í * * - " J

A j e l ö lé s e k k e l  k a p c so la to sa n  még h o z z á te ssz ü k , hogy a f o g l a l t ­

s á g i p e r ió d u s t  a t= o  p i l l a n a tb a n  kezdődőnek t é t e le z z ü k  f e l ,  

s ^ n) az e p i l l a n a tb a n  b e é rk e z e t t  s azon nyomban k is z o lg á lá s  

a lá  k e r ü lő  eg y e tlen  ig é n y t  (azaz  ennek szám át) j e l e n t i .  Egy­

s z e rű  m eggondolásokkal b e lá th a to k  a következő  r e k u r z iv  ö ssz e ­

fü g g ése k :
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Pm ho 0±l<n-1

rn , ho l = n-1

hi
£  TTk-î.s P/-,w , ho 0±l<n-1

X-n ÏÏ/,-1.» r n-s , ho /»n-/iaß ‘ 4

I t t  p , , r t ; ( Ы m ennyiségek a k ö v e tk ező k e t j e l e n t i k ;  

p ( = P { egy k i s z o lg á lá s  a l a t t  I ig é n y  é rk e z ik  b e ]

r ,  = P { egy k i s z o lg á lá s  a l a t t  le g a lá b b  / ig é n y  b e é rk e z ik ]  

F e lte v é s e in k b ő l k i fo ly ó la g

to v á b b á , v i lá g o s ,  bogy

s«/
Képezzük most a  1Tr (z)= f t  IT,r z k (o « r< n - /)  g e n e rá to r -

fü g g v én y ek e t. R ögz ítsük  r  é r t é k é t ,  majd ennek m eg fe le lő en  / 7 /

szegezzük  az Íg y  k a p o tt  e g y e n lő sé g ek e t k & l  é r té k e k r e ,  majd 

f e l c s e r é lv e  a k ^ 2  é r té k e k  m e l l e t t  a  jo b b o ld a lo n  e lő fo rd u ló  

k e t tő s  ö sszeg  ö s s z e g z é s i  s o r r e n d jé t ,  az a lá b b i eg y en le te k h e z  

ju tu n k :

V
i l l .  / 8 /  m indkét o ld a lá t  szo rozzuk  meg z i l l .  z - v a l .  ő sz ­
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/ 9 /

0 ^  г < n -f - re

Ur U) =  z  prti + z Z  P r .„ J jz )  s*o
'

r =  П - 1  - r e

n~1
. ÏÏn.,(z) = zrn + z L  г„_ Д (2)SrO

Ezek az ö ssze fü g g é se k  a  ÏÏ0(z), lT,(z), -  ... lfn.t Í2j g e n e rá to r -

fü g g v én y ek re  egy l i n e á r i s  inhomogén e g y e n le t- r e n d s z e r t  s z o lg á l ­

t a t n a k ,  am elyből ezek a  függvények egyértelm űen  m eg h a táro zh a tó k .

É rte lm ezzü k  most a k é s z ü lé k  szabad  és a <ú; f o g l a l t s á ­

g i p e r ió d u s h o s s z a iv a l  a

=  C.

í i  =  eff” + £  , i * 1

v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k  s o r o z a tá t  és te k in ts ü k  e s o ro z a t  á l t a l  

m e g h a tá ro z o tt  f e l ú j í t á s i  f o ly a m a to t.  A to v áb b iak b an  H(t)

e fo ly a m a t f e l ú j í t á s i  függvényét f o g ja  j e l ö l n i .  Az e m l í t e t t  

B la c k w e ll t é t e lb e n  e lő fo rd u ló  f i  s z e re p é t  most az

M { é !n) + £;} = + T

v á rh a tó  é r t é k  v e sz i á t .

Legyen ezeku tán  t  > о é s  t e k in ts ü k  az e s e t le g  e p i l l a n a tb a n  

é rk e z ő  é s  e l  nem vesző  ig é n y  v á ra k o z á s i  i d e j é t ,  ; ( t ) - t .

Az * ^ n ^ ( t )  = о esemény e k v iv a le n s  a z z a l ,  hogy a t  p i l l a ­

n a tb a n  a  r e n d s z e r  ü r e s .  Tehát

P { ^ ) = o J =  P0'n)u)
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[ bl
M inthogy mind M o^, mind M C; v é g e s , e lé g  e g y sze rű  meggon­

d o lá so k k a l k ap ju k , hogy

lim P [ 4  \i)  =  0 ]  =
<-»00 J

M ii >
Mii+Md?' 1+Ti/u n

Á lta lá b a n  0 ^  ^ ^ n ^ ( t ) ^ n .  Ha T ^ n ^ ( t ) > o ,  akkor a t  p i l ­

la n a tb a n  egy f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  f o ly ik ,  to v áb b á , h a  e p i l l a ­

n a tb an  i ig én y  v á ra k o z ik  a  re n d sz e rb e n , akkor 7 ^ n ^ ( t )  é r t é ­

ke / é s  t +1 közé e s ik .  F e lad a tu n k  m egoldo ttnak  t e k in th e ­

t ő ,  ha meg tu d ju k  adn i minden l < n ,  o - y < l  - r e  a

/ 10 /  P { i + у  <  7 { n ) ( t )  *= I + у  + d y j

v a ló s z in ü sé g  h a tá r é r t é k é t  t  —» m e l le t t .  E c é lb ó l  az e lőző

z á ró je lb e n  á l l ó  eseménynek b izonyos más esem énnyel v e t t  együ t­

t e s  b ek ö v e tk e z és i v a ló s z in ü s é g é t  h a tá ro zzu k  meg e lő b b . Az 

/ + у < 7 ^  ( t )  ^  / + у  + dy esemény maga u tán  v o n ja ,  hogy a 

t  p i l l a n a tb a n  egy f o g la l t s á g i  p e rió d u s  f o ly ik .  L e h e tsé g e s , 

hogy e p e rió d u sb an  már t ö r t é n t  néhány k i s z o lg á lá s .  A könnyebb 

k ife je z é sm ó d  k e d v é é rt vezessünk  be egy V ( t )  k é t-d im e n z ió s  

v e k to r t ,  melynek e ls ő  komponense j e l ö l j e  az e lőbb  e m l í t e t t  

k is z o lg á lá s o k  számát (az a z  a t  p i l l a n a tb a n  fo ly ó  f o g l a l t ­

s á g i  p e r ió d u s  a l a t t  e t  p i l l a n a t i g  b e fe je z ő d ö tt  k i s z o lg á lá ­

sok s z á m á t) , a második komponense p e d ig  azon igények  szám át, 

amelyek ezen k is z o lg á lá s o k  k ö zü l a le g u to ls ó  b e fe je z ő d é s é t  

k öve tő  p i l l a n a tb a n  a várakozók  so rában  m arad tak . E lő fo r d u lh a t ,  

hogy a V>(t) v e k to r  e ls ő  komponense o . Ekkor a m ásodik kom-
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ponensét d e f in ic ió s z e r ü e n  zérusnak  é r te lm e z z ü k . Meg fo g ju k  k e ­

r e s n i  a

P { l + y  < 7( n ^ ( t )  é í + y  + dy,  V ( t )  = ( k , r ) ]

v a ló sz in ü sé g  f ő r é s z é t ,  a h o l о ^ к ^  [ t - (  1-y)] , o í t í ! .

Hasznos l e s z  szám unkra az a lá b b i  á b ra :

Ebből az á b rá b ó l l e o lv a s h a t ju k ,  hogy ha  t  e lé g  nagy, akkor 

kezdetben  néhány  f o g l a l t s á g i  p e rió d u s  b e fe je z ő d ik ,  majd a 

t - k - ( l - y )  p i l l a n a tb a n  e lk e z d ő d ik  egy ú jab b  f o g la l t s á g i  p e r ió ­

dus, mely a  t  p i l l a n a tb a n  még t a r t  s  közben már k - k is z o lg á -  

l á s  l e f o l y t .

A m ondottakból l á t h a t ó ;  ahhoz, hogy az 

Д 1 /  { U y  < r j ln\{) ^  l+y+dy  , V (t) = [ k , r )  }

esemény b e k ö v e tk ezzen , k e l l ,  hogy a t - k - ( l - y )  é s  a t - k - ( l - y ) + d y  

p i l l a n a to k  k ö z ö t t  e lk ezd ő d jö n  egy f o g l a l t s á g i  p e r ió d u s , melyben 

fo lyam atosan  k - n á l  tö b b  k i s z o lg á lá s  t ö r t é n i k  és hogy a k -a d ik  

k i s z o lg á lá s  b e fe je z ő d é s e  u tán  r  ig é n y  m aradjon a várakozók 

so ráb an . Ezen események b ek ö v e tk ezés i v a ló sz ín ű sé g é n e k  fő ré s z e

[ H ( l - k - U - y ) + d y ) - H l i - k - t l - y ) ) ]
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a h o l k=o e se té n  1Гоо = 1 .  Továbbá k e l l ,  hogy a fo lyam atban  

le v ő  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  u to ls ó  (k -a d ik )  k is z o lg á lá s á n a k  be­

fe je z ő d é s e  u tán  a so rban  maradó r  igényhez az ( l -у )  id ő  

a l a t t  még to v áb b i l - r  ig é n y  c s a tla k o z z é k . Ezek fig y e lem b ev é­

t e l é v e l  k a p ju k , hogy

P { í + У < 7 ( n ) ( t )  ^ /+  у + dy, ^ ( t )  = (k,r) ]  =

= [h( t - k - (  l -у ) +dy) -  H ( t - k - ( l - y ) ) j  в 1íkir+ Ofdy)

Ha most t  ig en  nagy , akkor a B la c k w e ll - té te l  é r te lm é b e n  

H (t-k - ( l-y )+ 'd y )  -  H ( t - k - ( l - y ) j  k ö z e l d y / ( l /^  + , e z é r t

/ 12/
/ ,nL < 7 fr) *  l+y + dy , vft) =(k,r) J =

V ilá g o s , hogy

P { í + У ^ ( t )  — / + y  + d y ]  =

ÍH t-y )]  I
= ^  P (  ̂ + У < 7 ( n ) ( t )  á  / + у  + dy,  V ( t ) = ( k , r ) J

k=o r=o

M ie lő tt  most i t t  á t té rn é n k  a t  —»oo h a t á r e s e t r e ,  vegyük
CD .

é s z r e ,  hogy a  Z1 ^utr =  1Tr (/), ( o ^ r é n - 1 )  so rok  v é g e s  ő s z -k"«
szegüek  é s  hogy a H (T +dy)-H(T) kü lönbség  minden 7  Ss о m el-

4
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l e t t  egy s  ugyanazon k o r l á t  a l a t t  m arad . Ezek és / 1 2 /  f e lh a s z ­

n á lá s á v a l  most már könnyen m egm utatható , hogy

Æ  4 l n> (t> -  / ♦ 7  .  a j  ] =

d y e
>('-y)

i  + /u„

oo /

E  Г
L  - Г \ rsO (l - r )! X ,  + 0 (d y )

Eredményünket a következőképpen f o g la lh a t ju k  ö ssze :

3 .T é t e l .  T e tsz ő le g e s  n ^ l ,  Л>о m e l l e t t  a ( v i r t u á l i s )  v á ra ­

k o z á s i id ő  / 3 /  e rg o d ik u s  e lo s z lá s á n a k

wn (y)
d Wn (y)

3y у >  о

sű rű ség fü g g v én y é t az l + J  — ( / + 1) , / = o , l

pontokban  a

//3/ W„(Ay)= e
r=o

ÍA(<-y)]/ r
(l-r)! V

, n - l ,  у > о

fo rm u la  s z o l g á l t a t j a ,  aho l ÍT* =  d0,r + ï r(*)y ÍTr(/j (r = 0 , n-l)

p e d ig  a  / 9 /  e g y e n le tre n d s z e r  z= l e s e t é r e  vonatkozó m egoldása. 

Továbbá, a Wn (y) függvény , é r te lm e z é s é b ő l k i fo ly ó la g  y-*o - r a  

z é ru s ,  az у  = о h e ly e n  sz a k a d á ssa l re n d e lk e z ik  s u g rása

Wn (h) 1

4  +A *
l im  

h ->  + о
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Eredményünket f e lh a s z n á lh a t ju k  a

lim  M i7( n ) ( t )  = w 
t  -*co '

v á rh a tó  é r t é k  m eghatározásához. K apjuk , hogy

Л 4 /  u - " t  t  V ( I „ * I )  ,í=0 гзО /

aho l

/1 5 / /
1

f (O^ s * п - 1  j

Eredményünk i l l u s z t r á l á s á r a  te k in ts ü n k  ezek  után  k é t  p é ld á t .  

Legyen e lő s z ö r  n = l .  Ekkor /9 /-n e k  c sa k  egy e g y e n le te  v an .

Ebből

TT0 (z) =  zr1 + z r1ílalz)

azaz

TloU) = J Z ^ r =  2Г, £  ízr,)“I Z'i ksO

Innen

( * * / )  .irM= r<\
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Egy ig é n y  m ost csak akkor m aradhat a re n d sz e rb e n , ha a b e é rk e ­

zéskor n in c s  más várakozó ig é n y  a s o rb a n . A v á ra k o z á s i id ő  most 

a ( o , l )  szakaszon  o s z l ik  e l ,  sű rűség függvénye /1 3 /  a la p já n

w,íy)= * -Á(t-y) ( о <y — ij

Szám ítsuk k i  most y u ^ -g y e t. M egjegyezzük e lő b b , hogy a  f é l r e -

Í T k r  v a ló sz in ü sé g e k e t i s  c é l ­é r té s e k  e lk e r ü lé s e  v é g e t t  a 
ггszerű  Jl , H iel j e l ö l n i ,  u ta lv a  a f e l s ő  z á r ó je le s  in d e x s z e l  к , r

a r r a ,  hogy  ezek a m ennyiségek o lyan  re n d s z e r re  vo n a tk o zn ak ,
r ( n )

amelyben a  s o rk a p a c itá s  " n " . Bármely "n" m e l le t t  a 0* fo g -
(n)

l a l t s á g i  p e r ió d u s  h osszának  e lo s z lá s a  a TI k Q v a ló s z ín ű ­

ségekkel a  következő k a p c so la tb a n  á l l ;

P { d i<n,=  Ь / j  =  JT^ pa ' ( k ^ o )

E m egjegyzésünkből v i l á g o s ,  hogy a / 9 /  e g y e n le tre n d s z e r  megol­

d ásáv a l e g y ú t ta l  m eghatároz tuk  a f o g l a l t s á g i  p e rió d u s  h o s s z á ­

nak e l o s z l á s á t  i s .

A te k in te n d ő  n=l e s e tb e n

ÍT™A.= r,V- ) A
Г fű

azaz e lo s z lá s a  p Q-p á rá m é te rű  g e o m e tria i e l o s z l á s .  Mivel

p0 = e_> , k ap juk , hogy

г dl A
Mi =  A /o) =  e
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A / 3 /  e rgod ikus e lo s z lá s fü g g v é n y  ennek m e g fe le lő e n ,

Л
1 + AeX +

, л Ae
f t Ae *

О

, е*1
1 + Ае* 1 +Аех

E lső  p i l l a n a t r a  e llen tm o n d ásn ak  l á t s z i k ,  hogy W ^ ( l ) < l .  Ennek 

azonban az az oka, hogy az { 7̂  ^n ^ ( t )  -  x }  esemény csak  az 

e se tb e n  é r te lm e z h e tő , ha  a  t  p i l l a n a tb a n  b eérkező  ig é n y  nem 

vész  e l .  Ha a / 3/  a l a t t  é r te lm e z e t t  Wn (x) fü g g v én y t e lo s z t ­

ju k  annak a v a ló s z ín ű s é g é v e l,  hogy egy beérkező  ig é n y  nem vész 

e l ,  akkor már v a ló d i  e lo sz lá s fü g g v én y h e z  ju tu n k . E m egjegyzés 

a la p já n  l á t h a t j u k ,  hogy eredményünk f e lh a s z n á lh a tó  á' v e s z té s i  

v a ló sz ín ű sé g  m eg h a tá ro z á sá ra  i s .  N y ilv á n v a ló , hogy a v e s z té s i  

v a ló s z in ü s é g e t  az / 5 /  a l a t t  l e v e z e t e t t  P^+£ m ennyiség a d ja ,  

m elyet most már f e l í r h a tu n k

p( n)
ii+l = 1 W_(n)

a lak b an  i s .  Sőt a P .̂ ' ,  ( o s k ^ n )  v a ló s z ín ű sé g e k e t  i s  megadhat­

ju k  a Wn (x) függvény s e g í t s é g é v e l .  U gyanis az { l< rf  (*)— 1+1} 

esemény e k v iv a le n s  a { =  / } esem énnyel s ebbő l k i ­

fo ly ó la g

pfn) = Wn(/+1) -  wn< n , (L —0 , .  « • ,n—1) «

A t e k i n t e t t  n= l e se tb e n

1 + A e*p^  = 1-  wx(i) = 1 -
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Innen  le o lv a s h a tó ,  hogy  nagy X -Jera a v e s z t é s i  v a ló sz ín ű sé g  

ig e n  j ó l  b e c sü lh e tő  1 — - va l .  M egjegyezzük, hogy ez az 

a s z im p to t ik a  b á rm ily en  "n" s o rk a p a c i tá s  és  t e t s z ő le g e s  e lo s z ­

l á s ú  v é le t le n  id ő ta r ta m ú  k is z o lg á lá s o k  e s e té n  i s  é rvényes 

( l d .  [ l ]  (6.8) f o r m u lá j á t ) .

T érjü n k  most á t  az n=2 e s e t  v i z s g á l a t á r a .  H atározzuk  meg e lő ­

s z ö r  a ff (*) é s  a  J / ^ z )  g e n e rá to r fü g g v é n y e k e t. A / 9 /  

e g y e n le tre n d s z e r  a la p já n

(1-  p,z)l[Jz) -  Zpoïï'tz) = zp, 

- r 2 z Tl0 (Z) + ( 1 -  zr< ) ÏÏJz) = zrt

Innen

ïï0(z)=

zp, -  z Po
zr2 l - z r , _  z a U - z p , )  + z2p0rz
1-p.z
- V

- Z P o

1-zr ,
d-P'ZlU-nz) —z2p0rz

i-pzz

-V zrt

1-PlZ - zp,
- r 2z 1 -zr ,

[ \ - р ? ) г гг  + 2 груГг 
( l -p ,z ) [1 -r iz ) -z ip0r2

Számunkra elegendő csupán  a J r ; - < L  +• K « ) m ennyiségek

is m e r e te .  Esetünkben
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JT*_  j I Pi(l-Pi) + РоГг
(У -р ,) ( /-Г ,) -Д ,Г г

Ч[*= H-Pt)  b  + Pir2 
(/-p ,)if-r ,)-p0r2

Ezek f e lh a s z n á lá s á v a l  a Wg(x) sű rű ség függvény  /1 3 /  a la p já n  

könnyen f e l í r h a t ó .  /1 4 / - b ő l  a v á ra k o z á s i id ő  á t la g é r té k e

/1 6 /  ÍT.*7« + ÏÏ*li+I,)+ÏÏ?(i*I,}

aho l I Q, 1^ a / 1 5 /  s z e r i n t  é r te lm e z e t t  m ennyiségek . Szem léle­

te s e n  v i lá g o s ,  hogy ha  ^  ig en  nagy , akkor to é rté k én e k  

k ö ze l 2 -nek  k e l l  l e n n i e .  Ugyanis ez e s e tb e n , h a  egy b e sz é lg e ­

t é s  b e fe je z ő d ik , akko r a m egüresedett v á ra k o z á s i  h e ly re  nagy 

v a ló sz ín ű sé g g e l nyomban b e é rk ez ik  egy ig én y  s ez k ö z e l í tő le g  

2 egységnyi i d ő t  k é n y te le n  v á ra k o z n i. E té n y  /1 6 / - b ó l  könnyen 

be i s  l á t h a t ó ,  csupán  a z t  k e l l  észrev en n ü n k , hogy

llm (ТТГ-<)= Um g(l) =  О
Х-ven >—.«О

Il-
l im  ТГ, =  4 
Л-^оо
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és  hogy

lim  íj = 0  , (j = 0,1)

Végül r á  sz e re tn é n k  m u ta tn i  azokra  a p ro b lém ák ra , amelyek a vá­

z o l t  e ljá rá s u n k n a k  t e t s z ő le g e s  e lo s z lá s ú  v é l e t l e n  id ő ta r ta m ú  

k is z o lg á lá s o k  e s e té r e  tö r t é n ő  a lk a lm a z á sá v a l k a p c s o la to s a k . 

Döntő s z e re p e t  j á t s z i k  az a té n y ,  hogy mig k o n s ta n s  id e jű  k i ­

s z o lg á lá s o k  e s e té n , h a  i s m e re te s ,  hogy már к  k i s z o lg á lá s  t ö r ­

t é n t  egy fo lyam atban  lé v ő  f o g la l t s á g i  p e r ió d u s  s o rá n , akkor 

e g y ú tta l  ism e re te s  ezen  к számú k i s z o lg á lá s  ö s s z id e je  i s ,  ad­

d ig  v é l e t l e n  id ő ta r ta m ú  k is z o lg á lá s o k  e s e té n  ez már n in c s  Íg y . 

Kézenfekvőnek l á t s z i k  e z é r t  a Tfkj  v a ló sz ín ű sé g e k h e z  ha­

son ló  j e l e n té s ű  JTk / [u)du v a ló sz ín ű sé g e k  b e v e z e té s e , meg­

k ö v e te lv e ,  hogy a l e f o l y t  k-szám u k i s z o lg á lá s  ö s s z id e je  u és  

Ufdu közé e s se n . Ha a  k i s z o lg á lá s i  id ő ta r ta m  e lo s z lá s a  sima 

s f ( t )  j e l ö l i  a sű rű sé g fü g g v é n y é t, akkor a  függvé­

nyek re  le v e z e th e tő k  az  a lá b b i  r e lá c ió k :

r p„( (u) f lu)  , ho 0 ^ 1  <  n - i
V u )  =  -

Гп[и) f(u) , hú l — n — i

ha l=n-1
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ahol

rju)=j_p,(u) (k*o)

E g y en le te in k  á tte k in th e tő b b é  v á ln a k  a 

о о

L a p la c e - tr a n s z fo rm á lta k  te rm in o ló g iá já b a n . (M egjegyezzük, hogy 

a p / ( t ) f ( t )  é s  az r k ( t ) f ( t )  függvények L a p la c e - t r a n s z f o r -  

m á l t ja i  k i f e je z h e tő k  az f ( s )  d e r i v á l t j a i  s e g í t s é g é v e l ) .  Most a

F/fs.z) =  £3 TTk/ (s )z k ( o ± l é n - l )
le-« I

g en e rá to rfü g g v én y e k re  kapunk /9 / - h e z  h a so n ló  e g y e n le t r e n d s z e r t .  

További m eggondolások a r r a  engednek k ö v e tk e z te tn i ,  hogy a kö­

z ö l t  e l j á r á s  lé p é s e in e k  a lkalm as m ó d o s ítá sa i s e g í t s é g é v e l  l e ­

v e z e th e tő  egy fo rm u la  a / 3 /  e rg o d ik u s  e lo s z lá s  sű rű ség függvé­

n y é re , amely t a r ta lm a z n i  fo g ja  most a ÎT ^  { ( u) függvényeken 

k iv ü l  az f ( t )  függvény  f ( t ) “ ^  = f ( t ) * . . , * f  ( t ) , ( k > o )  

i t e r á l t j a i t  i s .  A fo rm u la  nagyon b o n y o lu l t ,  a a lk a lm a z á s i l e ­

h e tő ség e  a  g y a k o rla tb a n  ig en  c s e k é ly .  E z é r t  i s  l á t s z i k  a 2 . t é ­

t e l ,  mely a / 3 /  függvény  k ö z e l í té s é v e l  k a p c s o la to s ,  ig e n  h asz ­

nosnak.

M egem lítjük még, hogy v é le t le n  id ő ta r ta m ú  k is z o lg á lá s o k  e se té n  

a f o g l a l t s á g i  p e r ió d u s  hosszának  e lo s z l á s a  Gn (x) fo ly to n o s  

e lo s z lá s  s a  ÍT jc J (u ) függvényekkel a köve tkező  k a p c s o la t­

ban á l l :



-  58 -

P{df'< *}= f f  ÏÏk<0 (и) pjv) dudv
О* u+v <t  
О* и 
Q& V

Tehát а Я*,/ (u l függvények  m eg h a tározáséva l a GQ( t )  e lo s z ­

lás fü g g v é n y  i s  i s m e r t té  v á l i k .  Azonban a GQ( t )  függvény  ezen 

u tón  tö r t é n ő  tanu lm ányozása  ig en  körülm ényesnek l á t s z i k  s  vé­

leményünk s z e r in t  e lő n y ö seb b  e c é lb ó l  a [2 l d o lg o z a t módsze­

r e i t  k ö v e tn i .  E m e lle tt  s z ó l  még az i s ,  hogy e m ódszerek a lk a l ­

m azhatók nem sima e lo s z l á s ú  k i s z o lg á lá s i  id ő ta r ta m o k  e s e té n  i s .
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S_u_m_m_a_r_y

An Ж /G / l  s e rv ic e  system  i s  c o n s id e re d  under th e  assum ption  

t h a t  th e  c a p a c i ty  o f  queue i s  f i n i t e .  More d e t a i l e d l y  t h i s  

assum ption means t h a t  a custom er w i l l  g e t  l o s t  i f  i n  th e  

i n s t a n t  o f i t s  a r r i v a l  th e  queue s iz e  i s  equal to  "n" (h e re  

n d e n o te s  th e  c a p a c i ty  o f q u e u e ) .

L et us deno te  by th e  le n g th  o f  th e  busy p e r io d ,  *^n ^ ( t )

th e  v i r t u a l  w a it in g  tim e a t  th e  i n s t a n t  t .  I t  i s  p roved  by 

th e  a u th o r  in  an a n o th e r  p ap e r t h a t  f o r  ev e ry  n 3s 1

I t  i s  d e riv e d  by th e  a u th o r  a ls o  t h a t  f o r  any > >  1 , in  th e  

s ta t io n a r y  case

pov ided  th a t  th e  v a r ia n c e  o f th e  s e rv ic e  tim e  i s  eq u a l to  

(5 ( о < C ^  00 ) .  The average  s e rv ic e  tim e  i s  supposed  to  be 

f i n i t e  and i s  tak e n  f o r  1 .

T his p ap er d e a ls  w ith  in v e s t ig a t io n  o f th e  e rg o d ic  d i s t r i b u t io n  

o f th e  v i r t u a l  tim e

where = E ( à i s  th e  param et e r  o f a r r i v a l  p ro c e s s .
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in  the  c a se  o f  th e  c o n s ta n t  (=1) s e rv ic e  tim e  (when th e  

s ta tem en t (ж) i s  n o t t m e )  . The a u th o r  p o in ts  ou t t h a t  th e  

ergod ic  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  queue s iz e  can be d e te rm in e d  by 

th e  l a s t  d i s t r i b u t i o n .
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