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Véges sorkapacitésu egykiszolgilés varakozdsi-ids
problémirol
Tomk$ Jézsef

Tekintsiink egy MI/G/1l kiszolgalé rendszert azon feltevés
mellett, hogy csak véges szému igény vArakozhat a sorbane.
Részletesebben, a kovetkezd egykiszolghdléds varakoziasi prob-
1émarél lesz szbd: egyetlen kiszolgald késaziilékhez A>0
paraméteri Poisson folyamat szerint érkeznek az igények.

A kiszolgdléasi idétartam minden egyes igényre nézve egy

8 ugyanazon konstans érték. Az egyszeriiség kedvéért va-
lasszuk ezt a konstans értéket "l"-nek. Ha egy igény be-
érkezési pillanatdban a kiszolgalé késziilék foglalt, akkor
ez az igény csatlakozik a mAr esetleg varakozék csoportjé-
hoz az esetben, ha az adott pillanatban a varakozék szé-
ma nem ért el bizonyos "n" szémot. Ha viszont a varakozdk
széma mar "n", akkor a beérkezett igény elvész.

Tegyiikk fel, hogy a rendszer iires a t = o idépillanatban,
s legyen az elsé igény beérkezési iddpillanata Co. Az
(2% pillanatban elkezdddik az elsd igény kiszolgaléasa.

Ha a kOovetkezd igény beérkezési ideje az egységet megha-
ladja, akkor ennek az igénynek ismét vArakozas nélkiil kez-
dédhet el a kiszolgadlasa s a késziiléknek az elsd igény
kiszolgilasaval kezd6dd foglaltsigl periddusa csak egy-
ségnyl ideig tart, Ha viszont a masodik igény beérkezik,
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mieldtt az elsd igény kiszolgilésa befejezb6dott volna,
akkor a késziiléknek az elsd igény kiszolgalisa kezdeté-
t0l szadmitott foglaltségi peribddusa az egységnél hosszabb
lesz. Az igények egymasutani beérkezésétdl tiiggben a ké-
sziilék foglaltsagi periédusa véletlen hosszusagu,
Jeloljik a késziilék elsd foglaltsagi periddusénak hosszét
din)-gyel (a telsd zardjeles index arra utal, hogy maxi-
malisan "n" igény varakozhat a rendszerben). Az

€, + 0" pillanatben e késziilék ujbél szabadda valik
bizonyos € 1 idétartamra. Majd ismét elkezdddik egy
foglaltsagi periédusa és igy tovabb; az id8 folyamén a

) in) foglaltsigi ¢és az €, szabad periédusok valto-
gatjék egymést. Feltevéseinkbdl kovetkezik, hogy az C , -k

i
fliggetlen, kozos A>o paraméteri exponenciilis elosz-
lasu valédsziniiségi valtozdk és hogy a cgin) foglalt-

sagli periddushosszak is fliggetlenek 8 azonos eloszlésuak.
Ezen utébbl kozos eloszléasfiiggvényt Gh(x)-szel fogjuk
jelolnis

/1/ Gn(x) =P( d{n) < x}

Esetiinkben a késziilék foglaltsagl peridédushossza csak po-
zitiv egész értékeket vehet fel. Ezért az /1/ eloszlés
diszkrét eloszléas.



A kiszolgédld rendszeriinknek ez alkalmazisok szempontja-
b6l igen fontos karekterisztikéja a vérakozédsi idd el-
oszléasa., Jeldlje

/2/ 0<t <@

a t pillanatban esetleg beérkezd igény varakozéasi ide-
jét, feltéve, hogy e pillanatban beérkezd igény nem vész
el. Szokés az qh)(t)-t virtuadlis varakozasi idének ne-
vezni. Eltérden az n = @ esettdl, 4ltaldban a /2/ fo-
lyamat nem Markov tipusu. Ez azt jelenti, hogy csupén az
q(n)(t) érték ismerete alapjan semmit sem mondhatunk az
7(0)(t4h) vérakoz&si 1d8 lehetséges értékei felsl. Csak
az 7 (n)(t) értéket ismerve, még azt sem mondhatjuk
meg, milyen valésziniiséggel lesz értelmezett az 7 (n)(t+h)
virtudlis véarakozési 1idé. Erre valé tekintettel eléggé bo-
nyolultnak latszik a /2/ folyamat /virtudlis varakozasi
1a8/

/3/ W(x) =um P { p{®() « x]

t»+o

# /3/ jobboldalan 4116 { n (n)(t) = x} eseményrsl nyil-
van csak akkor beszélhetiink, ha az 'z(n)(t) mennylség
értelmezett, azaz, ha a t pillanatban varakozé igények
széma ''n"-nél kisebb. A rovidebb irasméd kedvéért széan-
dékosan a megfeleld valdsziniiség bevezetésénél errdl
nem tettiink emlitést, s a tovAbbiakban megillapodunk ab-
ban, hogy az {'a < 7(n)(t) = b} tipusu esemény valé-
sziniiségén mindig az { U] (n)(t) értelmezett és a

o<szn)(t) = b} esemény valdsziniiségét értjiik.
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ergodikus eloszlasdnak meghatdrozasa.

Mas igen fontos karakterisztikédja az adott kiszolgald
rendszernek a vesztési valédsziniiség. Ezt a valdsziniisé-
get meghatarozzék a rendszer ugynevezett dllapotvalészi-

niiségei
/s BR(e) =P 'g(n)(t) =k} , 0<k<n4+l.

Itt g(n)(t)—vel jeloltik a rendszerben tartézkodd igé-
nyek t pillanatbeli szamAt. Az 4llapotvalésziniiségekkel
kapcsolatosan is a £6 figyelem az ergodikﬁs eset vizsgi-

latara iranyul, azaz a

/5/ P](Kn) = 1lim Pl((n)(t) . o= k%<n+l
¢t »0

hatarvalésziniségek meghatarozaséra.

F6 problémaként a /3/ ill. az /5/ ergodikus valésziniiségek
meghatarozasat emlitettiik, figyelmen kiviil hagyva azt a kér-
dést, vajon léteznek-e egydltaldn ezek a hatareloszlisok.

A tekintendd kiszolgadld rendszeriinkre barmilyen véges n
és A>o0 mellett a /3/ és az /5/ ergodikus valésziniisé-
gek létezése csaknem magiatdl értetddd. Meg kivanjuk je-

gyezni, hogy n = esetén ezeknek a hatarvalészinilisé-
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geknek a létezése mar nem ennyire vilagos, s e kérdésre
pozitiv vdlasz csak o0 <A<l esetén adhaté, xS
esetén pedig mind a /3/, mind az /5/ mennyiségek azono-

san zérusak.

Erdekes viszont megjegyezni, hogy mig n = és o0<Ac 1
esetén a /3/ ill. az /5/ ergodikus eloszlésokra a Laplace-
Stieltjes transzformaltak; illetve a generdtorfiiggvények
terminolégidjdban igean egyszeri formulék adhaték meg
/4ltalénos eloszlasu véletlen kiszolgalasi iddtartamok
esetén is/, addig véges n-re az /5/ valésziniiségek igen
bonyolult formuldval adhaték csak meg, a /3/ ergodikus
eloszléssal kapcsolatosan pedig még nem is ismeretesek

4ltalénos érvényii formulék.

Az irodalomban f8ként az ergcdikus &dllapotvalésziniiségek,
tobbek kozott a vesztési valésziniiség meghatirozésanak
problematikédja tisztézott a legnagyobb mértékben (1lésd
ple [1] ). A foglaltsagi periédushossz eloszlésénak
vizsgdlataval a jelen dolgozat szerzdje foglalkozott.
Tébbek k6zéts [2] —ben igazolta, bhogy tetszéleges n

és A>0 mellett G (o) =1 és hogy a

/5 =M 6(n)
varhaté értékek végesek, s meghatérozta a /(x(z) =

= ) A 2% generatorfiiggvényt is. Ebben a dolgozaté-
[}
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ban a szerz8 igazolta az aldbbi hatareloszlas tételt is;

l, Tétel. Tetszb8leges n zl-re

1im P{ <£}=1—e't

A—>®

Eszrevette a szerz8 azt is, hogy ha a X; beszélgetési
idétartamok fiiggetlen, azonos eloszlasu, véges Mxi =1
varhaté értékii és véges oD [ X;) = 6°>0  szérésnégyzetii
valésziniiségl valtozék, akkor az v(n)(t) varakozési
iddvel kapcsolatosan a stacionarius esetben érvényes az

alébbi

2. Tétel. A>1 esetén

E tétel bizonyitésaval a szerzd egy késdbbi dolgozatban
széndékozik foglalkozni.,

Forditsuk most figyelminket a kiindulési feltételeink
esetére, azaz azon esetre, amikor a beszélgetési idétar-
tamok nem véletlenek, hanem konstans egységnyi értékiiek.
krre az esetre a 2. tétel nem érvényes. Viszont az, hogy

a beszélgetési idétartamok konstansek, bizonyos mértékig
egyszeriisiti a helyzetet s lehetéség nyilik a Wh(x)
eloszlasfiiggvényre elég egyszerii formuldt adni. Dolgozatunk
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célja éppen ennek a bemutatasa. Ramutatunk majd arra is,
milyen problémiak meriilnek fel a kozolt eljarédsnak az 4l-
taldnos esetre torténé alkalmazisénél. Mieldtt ratérnénk
e feladatunk végrehajtiasara, kozliink néhany - a tovabbiak
sordan felhasznalidsra kerild - eredaményt az un. felu’.jitési

elméletbdl.

Legyenek ¥, XZ’”" Xn"" fiiggetlen, nem negativ,
esetleg a Xl-tél eltekintve azonos eloszléasu valodszinii-
ségli valtozdk. Tegylux fel, hogy ez a koz6s eloszlas nem
r4csos, azaz nincs olyan d °, amelyre a P { ¥ = L4}
(l=0,1,24+..) vVvalOsziniiségek &sszege l-et adna. Ertel-

mezziik az N, (o=t <o) folyamatot a kévetkezlképpen:

Nt = max n
ixiéf

Részletesebben

Az Ng (o=t <o) folyamatot szokas a ‘61, Yoseres Xn”"
valésziniiségli valtozé sorozat altal meghatérozott (gene-

ralt) felti,jitési folyamatnak nevezni. Szemléletesen N
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jelenti a (o,t] 1d8kdzben végrehajtott felujitasok szé-
mat, ha a ¥ -ket valamely objektum élettartamaként in-
terpretdljuk, s feltessziik, hogy az objektumokat az élet-
tartamuk lejartaval (elromlidsuk pillanataiban) ujekkal
helyettesitjiik. Egyik legfontosabb jellemz$ mennyisége a
felujitasi folyamatnak a

H(t) = M{N}

varhaté érték, melyet feluj{tasi fiiggvénynek szokés ne-
vezni. A legegyszeriibb ugynevezett "elemi feldjitasi té-
tel" azt 4llitja, hogy M Ki = M < egsetén

1lim M = l'-

t —»>o t /u

Szémunkra az ennél jéval nehezebben igazolhatd un.
Blackwell-tétel jatszik majd fontos szerepet. E tétel
szerint MYi = M <w esetén tetszdleges h >0 mel-
lett

lim

h
t »© T

H(t+h)-H(t) =/u .
E tételek bizonyitésat az olvasd megtaldlhatja tobb dol-

gozatban, kdnyvben (pl. [3] -ban).

Térjiink most 4t ezek utén a kitiizétt feladatunk végre-
hajtésara. Vezessikk be elészdr a kovetkezd valésziniisé-

geket:



a foglaltségl periddus alatt k-ndl tobb kiszolgaléas
megy végbte 8 ekdgben a k-adik kiszolgilas befejezb-
dését kovetd pillanatban ( igény marad a varakozbk

soriban

Tekintsiik a ?(n)(t) (a rendszerben tartézkodé igények +t
pillanatbeli sz&mdt jelentd) folyamattal kapcsolatos ugyne-
vezett beagyazott Markov-léncot, a

6/ 3= 3‘”’(s,+0) A2, )

sorozatot. Itt G, az egymisutani kiszolgalasok befejezsdé-
si pillanatait jelolik, '3(n)(6r*-0 ) pedig a rendszerben
tartézkodéd igények szémat kozvetleniil egy ilyen pillanat
utdn. A bevezetett ﬁkJ valészinliségek nem masok, mint a
/6/ Markov-lénc k-lépéses Atmenet valésziniiségei, ahol 1

a kezdé éllapot, s feltételezett még, hogy a k-adik lépésig
a lanc egyetlen egyszer sem jut a o-allapotba. Ezek sze-
rint

T[” = P{ .:n)=1+1 5:-",+O, 1<i<k-1 ,50""=,}

A jelolésekkel kapcsolatosan még hozzatesszikk, hogy a foglalt-
s4gl periédust a t=o pillanatban kezddddének tételezziik fel,
8 3:” az e pillanatban beérkezett s azon nyomban kiszolgalds
ald keriild egyetlen igényt (azaz ennek szamat) jelenti. Egy-
szeri meggondoldsokkal belAathaték a kovetkezd rekurziv Ossze-

fliggések:



2;, Tr"".s Prset ho 0<l<n-{
n-1

. MNes Tas , ho [=n-{

Itt p,, v, 3 (l=0,1,...) mennyiségek a kovetkezlket jelentik;

p, = P{ egy kiszolg4lés alatt [ 1igény érkezik be }

r, =P { egy kiszolgilés alatt legalabb | igény beérkezik}

Feltevéseinkbdl kifolyblag

tovabb4&, vilagos, hogy

Sul
Kepezziik most a T, (z)= = M.,z (osrén-1) generdtor-
k=4 . !

flggvényeket. Rogzitsik r értékét, majd ennek megfelelden /7/
ill. /8/ mindkét oldaldt szorozzuk meg 2z 1ill. z¥-val. Osz-
szegezzikk az 1gy kapott egyenldségeket k=1 értékekre, majd
felcserélve a k=22 értékek mellett a jobboldalon eldforduld
kettds Osszeg Osszegzési sorrendjét, az alabbi egyenletekhez
Jutunk:



f- 0<r<n-1 -re

red
m(2)= ZDryy +2 Z pr-sﬁﬂ;{z)
9/ 4 =

r= n-1 S

L T 2)=2ry+2 :Zg: roe I (2)

Ezek az Osszefiiggések a (2), ﬂ,lz), e o Daldl generator-
fiiggvényekre egy lineédris inhomogén egyenlet-rendszert szolgil-
tatnak, amelybdl ezek a fiiggvények egyértelmien meghatirozhatédk.

(n)
fErtelmezziik most a késziilék 61 szabad és a C‘.‘ foglaltsi-
gl periédushosszaival a

K‘=Co

x‘_'_—'. d.i-(n,'fei i=1

valdésziniiségl vAltozdk sorozatit és tekintsiik e sorozat Altal
meghatarozott Nt felt’l;]itési folyamatot. A tovabbiakban H(t)
e folyamat felujitdsi fiiggvényét fogja jelolni. Az emlitett
Blackwell tételben eldforduld Ve szerepét most az

u{d{" v&} = pot

varhaté érték veszi 4t.

Legyen ezekutan +t >0 és tekintsilk az esetleg e pillanatban
érkez8 és el nem vesz§ igény varakozéasi idejét, v(n)(t)-t.
Az q(n)(t) = 0 esemény ekvivalens azzal, hogy a t pilla-

natban a rendszer ilires. Teh4t

P{n"W=0}=R"W)
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Minthogy mind Méi, mina ME&; véges, elég egyszerii meggon-
doléasokkal kapjuk, hogy

: Moy oY - MEE X
l[TZoP{? (t)—o}~M€;+Mdf"_4*7\/‘n

Altaldban o= "](n)(t)én. Ha n(n)(t)>o, akkor a t pil-
lanatban egy foglaltsagi periédus folyik, tovabba, ha e pilla-
natban | igény varakozik a rendszerben, akkor 7(n)(t) érté-
ke [ és [ +1 x6zé esik. Feladatunk megoldottnak tekinthe-
t6, ha meg tudjuk adni minden o= [ < n, 0<€y<1l -re a

/10/ P{l+y< q(n)(t)él+y+dy}

valésziniiség hatdrértékét +t — ® mellett. E célbbdl az eldzd
zadrbjelben allé eseménynek bizonyos mas eseménnyel vett egyiit-
tes bekovetkezési valédsziniiségét hatédrozzuk meg elébb. Az

l+ y< 'q(n)(t)é l+y + dy esemény maga utén vonja, hogy a
t pillanatban egy foglaltsagl peridédus folyik. Lehetséges,
hogy e periédusban mar tortént néhény kiszolgdlas. A kdnnyebb
kifejezésméd kedvéért vezessiink be egy Vv (t) két-dimenzids
vektort, melynek elsé komponense jelSlje az eldbb emlitett
kiszolgadlasok szamat (azaz a t pillanatban folyé foglalt-
sédgli periddus alatt e t pillanatig befejezédott kiszolgalé—~
sok sz&mAt), a mdsodik komponense pedig azon igények szamat,
amelyek ezen kiszolgalasok kozul a legutolsd befejezbdését
kévetd pillanatban a varakozdék sordban maradtak. Eléfordulhat,

hogy a Y(t) vektor els komponense o. Ekkor a masodik kom-



ponensét definiciészerien zérusnak értelmezziik. Meg fogjuk ke-

resni a

P{l+y < ‘7(n)(t)él+y+dy, v (%) =(k,r)}

valésziniiség £8részét, ahol o<k < [t=(l-y)] , osr=l .,
Hasznos lesz szémunkra az alidbbi &bra:

& &
/&\ 7N N N W N k § md
6 , = e
df") d; t-k-(ty) beriery

Ebb6l az &brabdl leolvashatjuk, hogy ha t elég nagy, akkor
kezdetben néhany foglaltségl periédus befejezddik, mejd a
t-k-(1-y) pillanatban elkezdédik egy ujabb foglaltsagi perio-
dus, mely a t pillanatban még tart s kdzben mér k-kiszolga-
léas lefolyte.

A mondottakbbl lathatéd; ahhoz, hogy az
n)
o {ly<n") < lrysdy v ig)=1kr) }

esemény bekdvetkezzen, kell, hogy a t-k-(l=y) és a t-k-(l-y)+dy
pillanatok koézott elkezdddjon egy foglaltsagl periédus, melyben
folyamatosan k-nédl tobb kiszolgdlés torténik és hogy a k-adik
kiszolgadlds befejezb8dése utén r igény maradjon a varakozdk

sordban. Ezen események bekovetkezési valésziniiségének férésze

[H(t-k—({—y)+dy) = Hit-k-f —y))] T,
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ahol k=0 esetén Troo = 1. Tovabba kell, hogy a folyamatban

levd foglaltségi periédus utolsé (k-adik) kiszolgélésének be-
fejez6dése utén a sorban maradé r igényhez az (l-y) 1d§
alatt még tovabbi [(-r igény csatlakozzék. Ezek -figyelembevé-
telével kapjuk, hogy .

P{ley<7™(e) €lsy+ay, »(8) = (0] =

’ F l-r
= [H(t-k-(l-y)+dy) - H(t=k~(1-y) )] gllﬂ)%}.}—- ﬂ;.r+ O(dg)

Ha most t igen nagy, akkor a Blackwell-tétel értelmében
H(t-k—-(1-y)#dy) - H(t-k-(1i-y)) kdzel ay/(1A + /un), ezért

Jim P{i+y< 0 t) < Lsy+dy , v(t) =fer) }=

__dy MY -yl
%+/‘" e _W ﬂ;',_‘f'O(dy)

Vilagos, hogy

/12/

P{ l+y<12(n)(t).‘.l+y+d.y} =

[tf-y)]
=y Yy P{l+y <7(“)(t) €[+3+dy, V() = (k)]
k=0 r=0

Mielétt most itt Attérnénk a t —@ hataresetre, vegylk
<KD
észre, hogy a ;Z‘ﬂ'k,=ﬂ, (), (o=r<n-1) gorok véges G5z~

szegliek és hogy a H( 7 +dy)-H(T) kiilonbség minden T = o0 mel-
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lett egy s ugyanazon korlat alatt marad. Ezek és /12/ felhasz-
nélasaval most mar konnyen megmutathatéd, hogy

lim P{l+y< 'q(n)(t)‘—‘l+y+dy} =

t—.w

=A(1-y)

_ dye” v Z Du-gn"" T, +0(dy)

-1
i7\“/"" k=0 r=0 e

Eredménylinket a kovetkezdképpen foglalhatjuk ossze:

3oTétel, Tetszb8leges n>1, A>o0 mellett a (virtuilis) vara-
kozasi 1d8 /3/ ergodikus eloszléasénak

d Wn(y)

Wn(y) = T ’ y>o0

siriiségfiiggvényét az [+ y = ((+1), (= o0,1,..0,n=1, y>0

pontokban a

“x(iy)
/13l w,ly= & paed 7‘(“,-3;')] (M

formula szolgdltatja, ahol T'=d, +T.l1) (1) (r=0d,..,n-)
pedig a /9/ egyenletrendszer z=1 esetére vonatkozé megoldésa.

TovAbba, a Wn(y) fliggvény, értelmezésébidl kifolyblag y <o -ra

zérus, az y = 0 helyen szakadassal rendelkezik 8 ugréisa

L
lim Wn(h) = —

h—>+o0 16\ +/qn.
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Eredményiinket felhasznadlhatjuk a
m M p®(t) = w
t »>@

varhatd érték meghatarozéséhoz. Kapjuk, hogy

n-{
/14/ W = t "T: (](-,-*”
(=0 r=0 !
ahol
/ !t DA(1-y)T°
/15/ —_;—T;‘—"fye. & —s!i-d : {OéSén—”
4]

Eredményiink illusztraléséra tekintsiink ezek utan két példat.
Legyen elodszdr n=l. Ekkor /9/-nek csak egy egyenlete van,
EbbSLl

M, (z)= zr, + zr,Tl, (z)

azaz
cr Z. 1 S k
 — _—!_. —
”,,(Z) T—zr, Zry ;o (zr,)
Innen

k
1Tmo—- ry

(k=1) .

1
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Egy igény most csek akkor maradhet a rendszerben, ha a beérke-
zéskor nincs mas varakozd igény a sorban. A varakozisi 1dd most

a (0,1) szakaszon oszlik el, siiriiségfiiggvénye /13/ alapjan

Wi ly) = { e—M"U)

(o<y=1)
Szamitsuk ki most /J.l-g-yet. Megjegyezzik elébb, hogy a félre-
értések elkeriilése végett a T K,r valésziniiségeket is cél-
szeri. J[ 1(:?1): -nel jelolni, utalva a felsd zardjeles indexszel
arra, hogy ezek a mennyiségek olyan rendszerre vonatkoznak,
amelyben a sorkapacitds "n". Barmely "n" mellett a Jin) fog-
laltsagil periddus hosszénak eloszléisa a T ::l valészinii-

ségekkel a kovetkezd kapcsolatban 411:

P { d;‘"’= k+l} = ]Tk": [N (k=0)

I

E megjegyzésiinkbsl vilagos, hogy a /9/ egyenletrendszer megol-
ddsaval egyuttal meghatidroztuk a foglaltsagi periédus hosszé-

nak eloszlasat is.
A tekintendd n=1 esetben

P{d"=k#t} = Ty p= o= (1=p)'p,

)
azaz 5‘- eloszlasa po—paraméterii geometrial eloszlas. Mivel

- X
Py = © s kapjuk, hogy

1, - MC;,'{”= el
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A /3/ ergodikus eloszléasfiiggvény ennek megfelelden,

A
A g Ae A—1 + e
{+2e* 1+>\e’° 1+2e*  1+)re*

E186 pillanatra ellentmonrdésnak latszik, hogy Wl(l) <1l. Ennek
azonban az az oka, hogy az { n (n)(t) < x} esemény csak az
esetben értelmezhetd, ha a t pillanatban beérkezd igény nem
vész el. Ha a /3/ alatt értelmezett W (x) fiiggvényt eloszt-
juk annak a valésziniiségével, hogy egy beérkezd igény nem vész
el, akkor mar valbédi eloszlasfiliggvényhez jutunk. E megjegyzés
alapjan lathatjuk, hogy eredményiink felhaszndlhat$ a’ vesztési
valdsziniliség meghatarozésara is., Nyllvanvald, hogy a vesztési
valésziniiséget az /5/ alatt levezetett P(n) mennyiség adja,

n+l
melyet most mAr felirhatunk

P =1 - W (n)

alakban is. S8t a P](:n), (o=k«n) valésziniiségeket is megadhat-
W

juk a W (x) fiiggvény segitségével. Ugyanis az {l<p (&)= (+1}

esemény ekvivalens a { 7“{!)= l } eseménnyel s ebbdl ki-

folyéblag

PP = W (le1) - W(l), (l=0ye.esn-l).

A tekintett n=1 esetben

e+r-1{

(1) _ 4. o i =
P27 = 1=-W(1) =1 TET
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Innen leolvashaté, hogy nagy A -kra a vesztési valédsziniiség
igen j6L becsiilheté 1 -LA -val. Megjegyezziik, hogy ez az
aszimptotika barmilyen "n" sorkapacitas és tetszdleges elosz-
ladsu véletlen idétartamu kiszolgédlasok esetén is érvényes

(1a. [1] (68) formuldjat).

Térjink most &t az n=2 eset vizsgalatara. Hatarozzuk meg eld-
szor a ﬂ'o(z) és a ﬁl(z) generatorfiiggvényeket. A /9/
egyenletrendszer alapjén

(1- pz)T(2) — zp, T, 12) = zp,

—-r2Jl,@) + (1= zr, )l (z)=zr,

Innen
zp, — zp.
Mugm 22 17201 _ 2p(1=2p)+ Zpors
I-pz  —2pe (-p21-rz) - 2p,ry
4"ng Zp,
Mo L~ % | _ U-p2nz +2°p,r
i 1-pz  —2p (1-p,2)1—ryz)=2"polz
ol £ 4 I—ZI',
Szamunkra elegendd csupén a ﬁ:=dor =+ 77,.(4) mennyiségek

ismerete. Esetiinkben
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n:= § 4 Pill-p,) + PoT2
(1=p )1 =rs) = por?

ﬂ"z (1-p)rz + Buls
" l-p)i-r)— por,

Ezek felhasznidlasaval a wa(x) siiriiségfiiggvény /13/ alapjén
konnyen felirhaté. /14/-b6l a varakozési 1d8 atlagértéke

nes/  we= I+ T (1+1)+ M (1+1,)

ahol I, Il a /15/ szerint értelmezett mennyiségek. Szemléle~
tesen vilégos, hogy ha A igen nagy, akkor W értékének
kozel 2-nek kell lennie. Ugyanis ez esetben, ha egy beszélge-
tés befejezddik, akkor a megiresedett varakozdsi helyre nagy
valészinliséggel nyomban beérkezik egy igény s ez kozelitdleg

2 egységnyi 1dét kénytelen vérekozni. E tény /16/-b6l kiénnyen
be is lathaté, csupan azt kell észrevenniink, hogy

1im (T[:—4)=Alim L=o

A=~ 0

1im ﬂ',*=1

A—+>00
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és hogy

um [;[=0, (j=01)

A—w» Q0

Végiil r4 szeretnénk mutatni azokra a problémékra, amelyek a vé-
zolt eljarésunknak tetszdleges eloszlasu véletlen iddtartamu
kiszolgalasok esetére torténd alkalmazhslval kapcsolatosak.
Dont§ szerepet jatszik az a tény, hogy mig konstans ideji ki-
szolgdlasok esetén, ha ismeretes, hogy mir k kiszolgilds tor-
tént egy folyamatban 1év8 foglaltsagi periddus soran, akkor
egyuttal ismeretes ezen k szému kiszolgdlas Osszideje is, ad-
dig véletlen idétartamu kiszolgalédsok esetén ez mAr nincs igy.
Kézenfekvének latszik ezért a ﬂ;_z valésziniiségekhez ha-
sonlé jelentési I, (u)du valésziniiségek bevezetése, meg-
kovetelve, hogy a lefolyt k-szamu kiszolgélas Osszideje U és
urdu kozé essen. Ha a kiszolgélédsi idétartam eloszlisa sima

s £(t) jeldli a siiriiségfiiggvényét, akkor a J,(U)  figgve-
nyekre levezethetdk az alédbbi relacidk:

plul flul,  ho o0=/<n-f

m,l(“} i

r,(u) flu), ha [=n-1

(#1 Y

> [Mosla-tp e, @ f0ck | ho  0=(<n
kaJ{U)= e,

Z—jfﬁk—«,s‘“ ~t) o () f()ct ho l=n—-1{
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ahol
{
pluj=e™ 24l (1=0)
() = ;'Zk pu) (k=0)

Egyenleteink 4ttekinthetdubé valnak a

— @ = ©

Mo lo)=[E M@t | fro= | &f lt)ot
Laplace~transzformiltak terminolégidjéban. (Megjegyezziik, hogy
a p(t)2(t) és az r (t)f(t) fiiggvények Laplace-transzfor-
maltjai kifejezhetdk az f(s) derivaltjal segitségével). Most a

=) (=)
Mesz) =) T, (52" ' (0=(<n-1)

=

generatorfiiggvényekre kapunk /9/-hez hasonld egyenletrendszert.
Tovabbi meggondolésok arra engeanek kovetkeztetni, hogy a ké-
z61lt el jaras lépéseinek alkalmas mbédositéasai segltségével le-~
vezethetd egy formula a /3/ ergodikus eloszlis siiriiségfiiggvé~
nyére, amely tartalmazni fogja most a T k,l(u’ filiggvényeken
kivil az £(t) figgvény £(6)*X) - 2(t)m...x2(t), (X >0)
iter4dltjait is. A formula nagyon bonyolult, s alkalmazési le-
hetésége a gyakorlatban igen csekély. Ezért is latszik a 2. té-
tel, mely a /3/ fiiggvény xdzelitésével kapcsolatos, igen hasz—

nosnak .

Megemlit jik még, hogy véletlen iddétartamu kiszolgalasok esetén
a foglaltsagli periddus hosszénak eloszlésa Gh(x) folytonos
eloszlés s a [ X, (u) Piiggvényekkel a kovetkezd kapcsolat—
ban &ll:
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P{dim< £} = [[ Molw) potv) dudv

0% ysvet
0% u
o0&V

Tehat a th,(U) figgvények meghatérozésével a G (t) elosz-
lasfiiggvény is ismertté valik. Azonban a Gh(t) fiiggvény ezen
uton torténd tanulminyozésa igen korilményesnek latszik s vé-
leményiink szerint elénybsebb e célbél a [2] dolgozat mbdsze-
reit kévetni. Emellett sz6l még az is, hogy e médszerek alkal-
mazhaték nem sima eloszlésu kiszolgdléasi iddétartamok esetén is.
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An MI/G/1 service system is considered under the assumption
that the capacity of queue is finite. More detailedly this
assumption means that a customer will get lost if in the

instant of its arrival the queue size is equal to "n" (here

n denotes the capacity of queue).

Let us denote by d(n) the length of the busy period, ’7(n)(t)
the virtual waiting time at the instant t. It is proved by

the author in an another paper that for every n=1

n)
1m P{ i: <t})=1-¢*

A+

where m, = E ( J(n))’ A is the parameter of arrival process.
It is derived by the author also that for any 2> 1, in the

stationary case

X 2
(n)
t)=n i 3
") g PLAE L0 4 g }===/é% o
( b { G\Vn \lzif_l
povided that the variance of the service time is equal to

G(o < G <® ), The average service time is supposed to be

finite and is taken for 1.

This paper deals with investigation of the ergodic distribution
of the virtual time

W (x) = ‘]._j;n}n P{"]M(t)é X]
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in the case of the crustent (=1) service time (when the
statement (#) is not trne). The author points out that the

ergodic distribution of the queue size can be determined by
the last distribution.
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