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Egy k lazolK & lé r e n d s z e r r e l  k a p c s o la to s  

o p t im a l iz á lá s i  p ro b lé m áró l 

G ergely  J ó z s e f
I» B evezetés

Az [ l ]  é s  [2 ]  cikkekben  a k ö v e tk ező  s o r b a n á l lá s i  m o d ellt 

v iz s g á l tu k :  egy k is z o lg á ló  berendezéshez  i l l .  a2 p a ra 

m éterű  P o isso n  fo lyam at s z e r in t  A i l l .  В t ip u s u  egységek 

é rk ezn ek . A k é sz ü lé k  e g y sz e rre  csak  egy  eg y ség e t s z o lg á lh a t  

k i .  A k i s z o l g á l t  egységek azonnal e lh a g y já k  a r e n d s z e r t .  Ha a 

k é sz ü lé k  egy A t ip u s u  u tán  В t i p u s u t  s z o lg á l  k i ,  vagy f o r 

d í tv a ,  szüksége  van egy T^2 i l l .  á tk a p c s o lá s i  id ő re .

A k i s z o l g á lá s i  id ő k  T.̂  é s  T2 , v a la m in t az á tk a p c s o lá s i  

idők  T12 és  I 21 fü g g e t le n  v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k , f ü g g e t le 

nek a bem eneti á ram tó l é s  k ü lö n -k ü lö n  azonos e lo s z lá s u a k , e l 

o sz lá s fü g g v é n y e ik : B ^ t ) ,  B2 ( t ) ,  C12 ( t )  é s  C21( t ) ,  v á rh a tó

é r té k e ik :  |  ß^$ U^2 é s  'll 2^ .

Ha egy A i l l .  В t ip u s u  egység é rk e z é s é n é l  a k é sz ü lé k  szabad  

és az u t o l j á r a  k i s z o l g á l t  egység i s  A i l l .  В t ip u s u  v o l t ,  

akkor azo n n al megkezdődik a  k i s z o lg á lá s a ,  kü lönben  v á ra k o z ik  

az A i l l .  В t ip u s u  so rban  a k i s z o lg á lá s a  m egkezdéséig . Ha 

egy A i l l .  В t ip u s u  egység k i s z o lg á lá s a  u tán  m aradt a re n d 

szerb en  A i l l .  В t ip u s u  v á rak o zó , akkor azonnali megkezdődik 

az é rk e z é s i  so rren d b en  következő  A i l l .  В t ip u s u  egység 

k i s z o lg á lá s a ,  ha  v is z o n t  A i l l .  В t ip u s u  s o rb a n á l ló  n in c s ,  

akkor csak  abban az e se tb e n  k ap cso l á t  В- r e  ( i l l .  А -г а ) , ha  a 

В ( i l l .  A) so rban  le g a lá b b  n2 ( i l l .  n^) várakozó van 

(n 1 3s 1 , n2 ü ) .
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Je lle m e z z e  a k is z o lg á ló  r e n d s z e r  egy k i s z o lg á lá s  b e fe je z é s e  

u tán i á l l a p o tá t  az ( i ,  k ^ ,  k2) sz án  hárm as, ah o l i = l  

( i l l ,  1 = 2 ), ha az u to ls ó  b e f e j e z e t t  k i s z o lg á lá s  egy A ( i l l .B )  

t ip u s u  egység  k i s z o lg á lá s a  v o l t  és  a k i s z o lg á lá s  b e fe je z é s e  u tán  

k^ A é s  k 2 В t ip u s u  egység  m aradt a re n d s z e rb e n . J e l ö l j e  

p , . . annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy az N -ik  k i s z o lg á lá s  b e fe -

je z é s e  u tá n  a re n d s z e r  á l l a p o ta  ( i ,  k , , k ^  v o l t .

A z t i ]  é s  [ 2 ]  c ikkekben  b e b iz o n y í to t tu k  az ß ^

f e l t é t e l  m e l le t t  a Markov lá n c o t  a lk o tó  ( i ,  к ^ ,к 2 )

e r g o d l c i t á s á t  és ö s s z e fü g g é se k e t v e z e ttü n k  l e  a

P i ,k l f k 2 = ^  P i . ^ . ^ . N  v a ló sz ín ű sé g e k  ^ ( z
r á to r fü g g v é n y e ir e .  Az ti!) cikkben  n^ = = 1 , a

n . ^ 1 ,  n 0 ^ l  e s e te k re  ad tunk  e l j á r á s t  a p. . .1 c.
gek m eg h a tá ro zásá ra .

♦ &? ß 2 <1
á l la p o to k

L,z 2 ) gene- 

[ 2 ] -ben  p ed ig  

v a ló s z in ü s é -

J e le n  c ikkben  fo g la lk o z u n k  az [ l ] - b e n  f e l v e t e t t  o p t im a l iz á lá s i  

p ro b lé m áv a l, v a g y is , hogy a d o tt  a ^ a g . B ^ t ) ,  B2 ( t ) ,  C12( t )  és 

C21( t )  m e l le t t  hogyan k e l l  n^ és n2- t  m e g v á la sz tan i ahhoz, 

hogy a  rendszerünk  leg h a ték o n y ab b  le g y e n . A re n d s z e r  ha tékony

s á g á t  a ren d sze rb e  é rk e z ő  egységeknek id ő eg y ség re  eső  s ú ly o z o tt  

v á ra k o z á s i  id e jé v e l  je l le m e z z ü k . K eresendő t e h á t  az az n^ és 

n? , am ely m e l le t t  az id ő eg y sé g re  ju tó  s ú ly o z o t t  v á ra k o z á s i  idő  

a l e g k is e b b .  A z o p t im á l i s  m egoldást a [3 ]-ban  i s m e r t e t e t t  mód

s z e r  s e g í ts é g é v e l  k e re s s ü k  meg.
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Az o p t im a l i z á lá s i  f e l a d a t  m eghatározásához szükségünk l e s z  az 

á tm e n e tv a ló sz in ü sé g e k , az á tm enetek  á t l a g o s  id e jé n e k  é s  egy á t 

m eneti id ő re  ju tó  á t la g o s  v á ra k o z á s i időr.ek a m e g h a tá ro z á sá ra . 

E x p o n e n c iá lis  B ^ ( t ) ,  B2 ( t ) ,  C^2 ( t )  é s  C2^ ( t )  e se te k b e n  

e x p l i c i t  k é p le te k e t  adunk ezek k isz á m o lá s á ra , v a la m in t e l j á r á s t  

a  s t a c i o n á r i s  á lla p o tv a ló s z in ü s é g e k  m e g h a tá ro z á sá ra . Végül i s 

m erte tü n k  néhány sz ám p é ld á t.

I I .  A r e n d s z e r t  je lle m z ő  f é l -Магкоу fo ly am at

V iz sg á lju k  az [ l ]  és [2 ] cikkekben  é s  a b ev eze tésben  l e i r t  k i 

s z o lg á ló  ren d sz e rb e n  le já ts z ó d ó  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to t .  Le

gyenek a k is z o lg á lá s o k  b e fe je z é s i  id ő p o n t ja i  re n d re  t 1 , t 2 , . . .  

Je llem ezzü k  a re n d s z e r  á l l a p o tá t  t e t s z ő le g e s  t  id ő p i l la n a tb a n  a

v e k to r r a l ,  aho l i= l  i l l .  i= 2 , ha t  t  < t „  ,  é s  a t  -benm m+i m
A i l l .  В t ip u s u  egység k i s z o lg á lá s a  f e je z ő d ö t t  b e , k^ i l l .  

k g -v e l  p e d ig  a t m i d ő p i l l a n a t  u tán  a  ren d sz e rb e n  m aradó A 

i l l .  В t ip u s u  egységek szám át j e l ö l t ü k .

Az [ l ]  é s  [2] c ikkekben  b e b iz o n y i to t tu k ,  hogy a

á l la p o to k  e rg o d ik u s  Markov lá n c o t  a lk o tn a k . Az á tm enetek  k ö z t i  

z m = ^m+l ”  ^m á tm e n e ti  idők  a k i s z o l g á l á s i ,  á tk a p c s o lá s ! ,

f ( t )  = ( i ,  kx ,k 2 ) / 2 .1 /

/ 2 .2/
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v a lam in t az egységekre v a ló  v á ra k o z á s i  id ő k b ő l tevődnek  ö s s z e , 

amelyek t e l j e s e n  fü g g e tle n e k  és a d o t t  e lo s z lá s u a k . íg y  is m e r t 

nek t e k in th e tő k  a

Tm(x ) = P {Zm — x ) , mäsi  / 2 . 3 /

e lo sz lá s fü g g v é n y e k . A f e n t i e k  a la p já n  a k is z o lg á ló  re n d sz e rb e n  

le já ts z ó d ó  íj ( t )  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a t fé l-M arkov  fo ly a m a t. 

(A fé l-M a rk o v  fo ly a m a to k ró l lá s d  f 3 j - a t  és [ 3] i ro d a lm i u t a l á 

s a i t . )

Ha t^ - b e n  ism erjük  a r e n d s z e r   ̂ á l l a p o t á t ,  akkor T^(x) 

e lo s z lá s n a k  m egfe le lő  z^ id e ig  m arad ez az á l l a p o t ,  majd 

/ 2 . 2 /  Markov lán c  á tm e n e tv a ló sz in ü sé g e in e k  m egfele lően  átmegy 

a  ̂ á l l a p o tb a .  H asonló módon ^ 2^-bő l megkapjuk

^ ^ - a t  é s  Íg y  to v á b b . Vagyis ^ ism ere téb en  a / 2 . 2 /

M arkov-lánc átm enet v a ló s z ín ű s é g e i  é s  az á tm eneti id ő k  / 2 . 3 /  

e lo s z l á s a i  m eghatározzák a  ̂ ( t )  fo ly a m a to t.

A / 2 . 1 /  é s  / 2 . 2/-b e n  k ^  0 , k2 =^0, mig k^ és k2 e lv i l e g  

ak á rm ily en  nagy l e h e t .  Azonban azok az á l la p o to k , amelyekben 

k^ vagy  k2 nagy, k i s  v a ló s z in ü s é g g e l  fo rd u ln ak  e lő .  A to v áb 

b i v iz s g á la ta in k b a n  megadunk s^ é s  s 2 számokat é s  azokat 

az á l l a p o to k a t ,  am elyekben k ^  s-̂  vagy k2 “ 82 összevon juk  

egy_egy á l l a p o t t á ,  é s  ezekben k^ = s^ i l l .  k2 = s 2 j e l ö 

l é s t  h a s z n á l ju k . E z á l t a l  a / 2 . 2 /  v é g es  á l la p o tú  Markov lá n c  

l e s z ,  a / 2 . 3 /  p e d ig  a véges á l la p o to k  k ö z ö t t i  v a la m e ly ik  á t 

menet id e jé n e k  e lo s z l á s a .
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I I I .  Az á tm e n e tv a lé sz in ü sé g e k  m á trix án ak  m eg h a táro zása . 

Rendezzük az

(i,k^,k2)« i=l)2í k^=0919•••9ŝ  $ k2=0919••.9s2 /3 .1/

á l la p o to k a t  k^ és k2 növekedésének m egfele lően  a következő  

c s o p o r to s í tá s  é s  azon b e lü l i  s o r re n d  s z e r i n t :

1 . c s . : ( 1, 0, 0) , ( 1, 0, 1) , ( 1 , 0 , 2 ) , . . • , ( 1 , 0 , 8 2 )

2 . c s . : ( 2 , 0 , 0 ) , ( 2 , 1 , 0 ) , ( 2 , 2 , 0 ) , . . . , ( 2 , 8 i , 0 )

3 « c s . : ( 1, 1, 0) , ( 1 , 1 , 1 ) , ( 1 , Í , 2 ) , . . • , ( l » l , s 2 ^ , ( 1 , 2 , 0 ) . ( 1 , 2 , 1 ) , .

( 1 , 2 , s 2 ) , ( 1 , 3 , 0 ) , , ( 1 , 3 , 1 ) , . • • ,  ( 1 ,  s^ , 0 ) ,1 ( 1 »s  , 1) t • • • t

( l . S j ^ s ^

4 . C S . : ( 2 , 0 , 1 ) , ( 2 , 1 , 1 ) , ( 2 , 2 , 1 ) , . . • » ( 2 , a ^ , l ) , ( 2 , 0 , 2 ) , ( 2 , 1 , 2 ) , .

( 2 , s ^ , 2 ) ,  ( 2 9 0 , 3 ) 9  ( 2 , 1 , 3) 9 . . .  9 ( 2 9 0 , 8 2 ) ,  ( 2 9 1 9 s 2 ) 9 • • • 9

( 2 9 s 1 9 s2 )

Az á tm e n e tv a ló sz in ü sé g e k  P m átrix án ak  m eghatározásához t e k i n t 

sük az

( i . k ^ k ^  — ► ( j , / 1 , / 2) / 3 . 2 /

á tm e n e te k e t. A f e n t i  c s o p o r to s ítá s n a k  m egfe le lően  leg y en  a P 

m á tr ix  f e lb o n tá s a

R11 R12 R13 r 14

R21 R22 R23 R24

R31 R32 R33 R34

_ Rh l R42 R43 R44

P = / 3 . 3 /
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ahol Ruv j e l e n t i  az u -a d ik  c s o p o rtb ó l a v -ed ik b e  v a ló  átm ene

te k  v a ló s z ín ű sé g e in e k  m á t r ix á t .  A /3 .3 / - b a n  s z e re p lő  m á tr ix o k n á l 

az l_ e s  ind ex h ez  s-^+1, a  2 -hez  S g + l ,  a 3 -ashoz s ^ í s g + l ) ,  mic 

a A-hez s 2 (s^ + l)  so r i l l .  o sz lo p  t a r t o z i k .

A k i s z o l g á l á s i  szab á ly  f ig y e le m b e v é te lé v e l  azonnal m e g á l la p í th a tó ,  

hogy

R j2 = 0 , = 0» = 0* ^45 ~ ® )

valam in t n , > 1 i l l .  a 2 > 1 e s e té n  az R12 = 0 i l l .  Rg^ * 0 

i s  t e l j e s ü l ,  m inthogy ezen  m átrixoknak  m eg fe le lő  á tm enetek  nem 

le h e ts é g e s e k .  H asonlóképpen b e lá th a tó ,  hogy a tö b b i  Ruv m á tr ix  

i s  sok 0 - t  ta r ta lm a z .  Íg y  p é ld á u l  az R ^  és R-^ i l l .  Rg2 

és Rg^ m átrix o k  ^ 2 ~ п2 i l l .  k ^ ^ n ^ -n e k  m eg fe le lő  s o r a i  

0 -ékbó l á l l n a k .  A P m á tr ix  azon e le m e i, am elyekre a to v á b b ia k 

ban nem adunk ö s s z e fü g g é s t ,  0-ok  le s z n e k . K é p le te in k e t az 

( l ,k ^ ,k g )  — * ( j » ^ » ^ 2 ) t ip u s u  á tm en etek re  Í r ju k  f e l ,  mig a

( 2 , k^ , kp )  ----> ( j , / ^ , / 2 ) á tm e n e te k re  h a so n ló  módon, a m eg fe le lő

indexek  f e l c s e r é l é s é v e l  k a p h a tju k  meg az eredm ényeket. Mindezek 

f ig y e le m b e v é te lé v e l  P e lem einek  m eghatározásához négy  e s e t e t  

k e l l  m egkülönböztetnünk .

Ha k2 < n 2 , akkor az ( 1 , 0 , kg) á l l a p o t  u tán  k ö v e tk e z h e t

( i » ^ * ^ 2 ) ^ í “ 0 » / г - к 2 5 vasy  ( 2 , ^ . / 2 ) • ^ í ^ 0 » 2̂ ~ n2-1
á l l a p o t ,  a s z e r i n t ,  hogy egy A t ip u s u  vagy n2-kg В t ip u s u  

egység é rk e z ik  előbb az ( 1 , 0 , kg) á l l a p o t  k ia la k u lá s a  u tá n .  

F e lh a s z n á lv a , nogy az é rk e z é s  homogén P o isso n  fo ly am at s z e r i n t
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t ö r t é n i k ,  t e t s z ő le g e s  id ő p il la n a tb a n  annak v a ló s z in ü sé g e , hogy 

A i l l .  В t ip u s u  l e s z  a következő  é rk e z ő , of+ö2 ”57^5, •

íg y  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy egy A t ip u s u  egység e lő b b  é rk e z ik ,  

m int n2- k 2 В t ip u s u ,  az

k i f e je z é s  a d ja .

A / 3 .2 / - v e l  j e l ö l t  á tm enet i d e j e  a l a t t  j * l  e se tb e n  az A t ip u s u  

egységekből k2+ l é r k e z e t t ,  egy p e d ig  k i s z o lg á ló d o t t ,  а  В 

tip u s u a k b ó l / 2“^2 é r k e z e t t .  A j=2 e s e tb e n  / ^-k^  A és  

/ 2-к 2+1 В t ip u s u  é rk e z é se  és  egy В t ip u s u  k i s z o lg á lá s  t ö r t é n t .  

Közben á tk a p c s o lá s r a  i s  szükség  v o l t ,  h a  1 / j .

F e lte v é s e in k  s z e r i n t  az A é s  В t ip u s u  é rk e z é sek  egym ástól fü g 

g e tle n  P o isso n  fo ly a m a to t a lk o tn a k . E z é r t  annak v a ló s z in ü s é g e , 

hogy valahogyan k i v á l a s z t o t t  t  id ő  a l a t t  m. A és  tm, В t ip u s u  

é rk ezés  t ö r t é n i k

[ о Л Г  (Qit)™1 -1°<+°гЛ
m , ! m2 ! ^ / 3 . 5 /

1 . A k2 c n 2 e se tb e n  az ( 1 ,0 ,kg) — * • ( 2 , / ^ , / 2 ) ,  / ^ -  0 , l2 ~ n2- l  

á tm enet v a ló sz in ü sé g e  / 3 . 4 /  é s  / 3 . 5 /  s e g í t s é g é v e l  a következőkép

pen i r h a tó  f e l s
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/ 3 . 6 /

1, * Ь - Я г*1 _(0 ,*Ot)x; е

ahol

X

T( x ) =f c j x - i )  dB,«J / 3 . 7 /
о

a Tg + Ti2  k i s z o lg á lá s i  é s  á tk a p c s o lá s i  idők  ö sszeg én ek  e lo s z 

lá s fü g g v é n y e .

2* A 1^2^ ^2 e se tb e n  az (1 ^ 0 t k^) * ^  ^ ^  / 2 ^  ^2

á tm e n e tn é l figyelem m el k e l l  lennünk  a r r a  i s ,  hogy a  k is z o lg á la n 

dó A t ip u s u  egység  h ányad ik  В t ip u s u  u tán  é r k e z ik .  Ennek meg

f e l e lő e n  ezen á tm enetek  v a ló s z ín ű sé g e t

тиit/t./k-br')

/ 3 . 8 /
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3« A k2 ^ n 2 e se tb e n  a le h e ts é g e s  (1 * 0 ,kg) —*- ( 2 , ^ , / g ) ,

/ ^ -  0 ,  /g— k g - l  á tm enetek  v a ló s z ín ű sé g e  / 3 . 7 /  s e g í t s é g é v e l :

/| + l oo
Qi О г_______ f  -(o,+0,)x
/,/ J x e dTfxj /3.9/

о

4 .  к 1 e se tb e n  csak  ( l .k ^ .k g )  — ► ( 1 , ^ , / g ) ,  k i*  ^ 2 ~ ^ 2

t lp u s u  á tm enetek  le h e ts é g e s e k , amiknek a  v a ló s z ín ű sé g e :

leb*1 _ <«-*.
Q»_____  Qi_____

(l,-k,*D! Ui-kJ!

f  ■ е ' м ‘ 'х d ß M  . / 5 -1 0 /
О

А / 3 . 6 / ,  / 3 . 8 / ,  / 3 - 9 /  é s  / З .Ю /  k é p le te k  f e l í r á s á n á l  figyelm en  

k ív ü l  hagytuk  a / 2 . 2 /  Markov lá n c  / 3 . 1 /  s z e r i n t i  véges á l l a p o t 

t é r r e  v a ló  l e s z ű k í t é s é t .  A P m á tr ix  azon e le m e i t ,  amelyekhez 

ta r to z ó  / 3 . 2 /  t ip u s u  átm enetekben a k^ = s ^ ,  kg=Sg, ^ =sl  

vagy / 2=s2 s z e re p e l  a  / 3 . 6 / ,  / 3 . 8 / ,  / 3 . 9 /  és  / 3 .1 0 /  k i f e j e z é 

sek v a lam ily en  k ^  e ^ , k g ^ S g ,  vagy  / g 5* Sg “r e  v e t t

ö sszeg ek én t k ap juk  meg. íg y  p é ld á u l az 1 .  e se tb e n  a  kg<cng, 

( 1 ,0 ,kg) — *• ( 1 , / ^ ,  S g ) , 0 — l ^  á tm en eth ez  t a r to z ó  v a ló s z í 

n ű ség ek e t a /3 .6 / - b a n  s z e re p lő  v a ló sz ín ű sé g e k  /g S s S g -re  v e t t

ö sszeg e  a d ja  meg
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IV , Á tm eneti Idők

F e lte v é s e in k  s z e r in t  a  k i s z o lg á ló  re n d sz e rb e  az eg y seg ek  a^ 

é s  &2 i n te n z i t á s ú  P o is so n  fo lyam at s z e r i n t  é rk e z n e k . Ism ere

t e s ,  hogy ebben az e s e tb e n  az é rk e z é sek  k ö z ö t t i  id ő  exponenciá

l i s  e lo s z lá s ú

-o ,x  -o,x
0 , e  és Ог е  А . 1/

sű rű ség fü g g v én y ek k e l, v á rh a tó  é r té k e ik  p e d ig

~ k  “ ~ár / 4 . 2 /

A k is z o lg á lá s o k  b e fe je z é s e  k ö z ö tt  e l t e l t  id ő k , azaz  a /2 .3 /-b a n  

s z e re p lő  z m = t ^ ^  -  t m á tm en e ti id ő k  k i s z o l g á l á s i ,  á tk a p c so -  

l á s i  id ő k b ő l, v a la m in t az érkező  egységekre  v a ló  várak o záso k b ó l 

tevődnek  ö s s z e . E z é r t  a  z ffl v á rh a tó  é r té k e  M [z ffl] k i f e je z h e tő  a 

f e l s o r o l t  egym ástól f ü g g e t le n  v é le t l e n  idők

OO oo
ßi = J  xdft(x) X(J.=JxdCij(x) ' i . j=1 .2  i + j  /4.3/

о 0

v a la m in t a k é t  P o isso n  fo ly am at é s  v á rh a tó  é r t é k e i 

v e l .

J e lö l jü k  az á tm enetek  k ö z t i  idők  v á rh a tó  é r té k e in e k  m á tr ix á t  

A -v a l. A azon e le m e i, amelyekhez nem t a r t o z i k  le h e ts é g e s  á t 

m enet, legyenek  О- o k .  Ezek h e ly e i  megegyeznek a P átm enetm át

r i x  0 elem einek h e ly e i v e l .
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A / 4 . 2 /  é s  / 4 . 3 /  s e g í ts é g é v e l  az A m á tr ix  O -tó l különböző 

e le m ei, a I l l - b a n  v i z s g á l t  négy e se tn e k  m e g fe le lő e n , a k ö v e t

kezőképpen adhatók  meg:

1 . A k2 < n 2 e se tb e n  az ( l , 0 , k 2) — ► ( 2 , / ^ , / 2 ) á tm enetek  k ö z t i  

Idő  v á rh a tó  hossza»

ni~ ki
Ог + У12

2 . A k2 <:n2 , ( l , 0 , k 2 )

3 . A

_±
OÏ

— n

- + ß i  .

2* ( 1 ,0 ,k2 )

( 1 s / ^ , /p) e s e tb e n

[2 ,1-^ , /p)  á tm en e tek n é l

У12 + ß l )

mig a 4 . k ^ l  e se tb e n  az ( l , k ^ ,k 2 ) — >  ( l ,  /^ , l^)  á tm enetek re  

vonatkozóan /3 ^ l e s z .

A /2 ,k l f k 2/  — ► / d , /х , /2/  t ip u s u  á tm en etek  k ö z t i  id ő k  v á rh a tó  

é r t é k e i  a k a p o tt  eredm ényekből a m eg fe le lő  indexek  f e l c s e r é l é s é 

v e l adódnak.

V. V árakozási idők

A k is z o lg á ló  re n d sz e rb e  é rkező  egységek a  re n d s z e r  á l l a p o t á t ó l  

függően vagy azonnal a k is z o lg á ló  b e ren d ezésh ez  k e rü ln e k , vagy 

az A i l l .  В t ip u s u  so rban  várakoznak a k is z o lg á lá s u k  megkez

d é s é ig . Az é rk e z é s tő l  a k i s z o lg á lá s  m egkezdéséig  e l t e l t  id ő  az
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i l l e t ő  egység  v á ra k o z á s i  i d e j e .  A to v áb b iak b an  k is z á m ít ju k  egy 

átm enet i d e j e  a l a t t  a re n d sz e rb e n  le v ő  egységek v á ra k o z á s i  id e je  

növekedésének  v á rh a tó  é r t é k é t .  Ehhez b e v e z e tjü k  a  v i r t u á l i s  v á ra 

k o z á s i id ő  fo g a lm á t. J e l ö l j e  y ^ ( t )  i l l »  7 2^ ^  a z t  az 

am it az A i l l .  В t i p u s u  egységnek v á rn ia  k e l le n e  a k i s z o lg á lá 

sa  m egkezdéséig , ha a t  időpontban  é rk e z n e . ^ j ( t ) ,  j= l ,2  s z a 

k aszo n k én t k o n stan s  vagy  -1  m eredekséggel csökkenő l i n e á r i s  függ

vény. Legyenek az A i l l .  В t ip u s u  egységek é r k e z é s i  p o n t ja i  

re n d re  t j ^ »  t ^ 2 \ . . . ,  ^ 2 ^  * t ^ 2^ , . . . ,  akkor az ^ j ( t ) ,  j= l ,2  

függvények szak a d á s i p o n t j a i  a t ^ , é s  a k is z o lg á lá s o k  b e -

f e je z ő d é s i  t  i d ő p i l l a n a t a i .

J e lö l jü k  d j n - e l  a ^n^ n=1»2 id ő p i l la n a tb a n  az y . j ( t ) ,

j =l , 2  függvény v é l e t l e n  növekedésének m eg fe le lő  v a ló s z ín ű s é g i
r (i) г Ш

v á l to z ó t  é s  legyenek  C^n -nek  t n -b en  f e l v e t t  é r t é k e i  °  •

T ek in tsü n k  egy á tm enet ( i d ő i n t e r v a l l u má t .  Könnyen be

l á t h a t ó ,  hogy l é t e z i k  o ly an  T ^  p o n t ,  am elyre t e l j e s ü l ,  hogy 

Vj , j= l ,2  k o n s ta n s  a t m< t < T ^ ^  szak aszo n , mig 

T ^ <  t  < t m+1-ben szak aszo n k én t l i n e á r i s a n  csökkenő . T ^  megegye

z ik  y ^ ( t )  v a lam ely ik  sz ak a d á s i p o n t já v a l .

T e ts z ő le g e s  t  i d ő p i l l a n a tb a n ,  m elyre t mé  t  < t ffl+1 az -y ^( t ) 

a következőképpen i r h a t ó :

, ( ( )  =  ,  ( í . . o ) t  г  d " 1 + K - 7 W) 6 ( 0  / 5 . 1 /

n  e 1,2
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ahol

S(t) =
0 , h a  t  < t < T ( ^’ ш

1, ha T{^ < t < t m+1

mig a z m = -  t m időközben é rkező  A ( i l l .  B) tip u su a k

v á ra k o z á s i id e jé n e k  növekedése j= l  ( i l l .  j=2) m e l le t t

A tovább iakban  m eg k ü lö n b ö z te te tt je le n tő s é g e t  tu la jd o n í th a tu n k  

az A ( i l l .  В) t ip u s u  egységeknek olymódon, hogy a v á ra k o z á s i 

id e jü k e t  sú ly o z o tta n  v esszü k  f ig y e lem b e . Legyen 0 ^  1»

0 ä «̂ 2 ^ 1  és te k in ts ü k  az o(2**vel  s ú ly o z o tt  t e l j e s  várako

z á s i  időnek  a z„ id ő re  eső  n ö v ek ed ésé t: m

/ 5 . 2 /  az / 5 . 1 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  a következőképpen i r h a t ó  á t :

/ 5 . 2 /

V l z J  =  o ^ v /z j +ü2v2(z„) ' / 5 .5 /

/ 5 Л /

r * 1.2

Az á tm enetek re  a / 5 . 2 /  j e lö lé s e k e t  h a sz n á lv a  legyen
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R + г . n
/• 'Л . H

J
in kn

ha n=j 

ha n>fj ( n , 3=1,2)

J e lö l jü k  /5*4-/ e ls ő ,  m ásodik  és harm adik ta g já n a k  v á rh a tó  é r t é 

k é t  és  - a l ,  akkor v .( z _ )  v á rh a tó  é r té k ejm ’ jm jm • j  m

M  [  Vj (Z„)] = Mjm -  Mjm + Mjm . 

/ 5 .3 / - b ó l  p e d ig

/ 5 . 5 /

/ M[vUm)] = tiLtM[v, UJ]  + ыгМ& ит)] / 5 .6/

Egyszerűen ad ó d ik , hogy

Mjm = TjM[ T}j (tm + 0)J . / 5 .7 /

/ 5 . V  m ásodik t a g j a  = О ese té n  0 .  r^  ^  1 - r e  az k i s z á 

molásához f e lh a s z n á l ju k  a P o isson  fo ly am at köve tkező  s a já to s s á g á t .  

É rkezzenek egységek eg y m ástó l f ü g g e t le n ü l ,  P o isso n  fo lyam at sz e 

r i n t .  Annak v a ló s z ín ű s é g e , hogy egy é rk e z é s ,  amely a (0 ,T ) i n t e r 

vallum ba e s ik ,  annak ( 0 , 7 )  részében  k ö v e tk e z ik  be ^ /T -v e l 

egyenlő é s  fü g g e tle n  a t t ó l ,  hogy a tö b b i  é rk e z é s i  pon t hogyan 

o s z l ik  e l  a  (0 ,T )-b e n . íg y  minden egyes (0 ,T )-b e n  b e k ö v e tk e z e tt 

é rk e z é s re  v o n a tk o zó lag  T /2  az é rk e z é s i  p o n t ig  e l t e l t  id ő  v á rh a tó  

é r t é k e . Az k iszám o lásáh o z  a T s z e re p é t  a t m+̂  -

v e sz i á t  é s  m inthogy ez id ő  a l a t t  éppen darab  a^ i n te n z i 

tá s ú  P o is so n  fo lyam at s z e r i n t  érkező egység é rk e z é s é t  k e l l  f ig y e 

lem bevennünk, e z é r t
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== О т / х  d .P Í U  - 7 W— XJ = - 2 -  M j ü  y /5 .8 /
О

aho l a t m+^ -  ^  id ő  v á rh a tó  é r té k e .

A zm id ő  a l a t t  R egység é r k e z e t t  a re n d s z e rb e . Az 

m eghatározásához t e k i n t e t t e l  k e l l  l e n n i  a r r a  i s ,  hogy m ilyen 

so rrendben  é r k e z e t t  az r^  A és г 2 В t ip u s u  eg y ség . U gyanis 

minden egyes é rk e z é s n é l  az a z t  m egelőző é rk e ző k n é l f e l l é p ő  v á ra 

k o z á s i  id ő  n ö v ek ed ésé t figyelem be k e l l  v e n n i.  íg y  az l —e d s z e r 

r e  érkező  h a tá s a  R- i  - s z e r  s z e re p e l  az ö sszeg b en .

Legyen h ^ ,h 2 , . . . , h g  egy é rk e z é s i  s o r r e n d . Könnyű b e b iz o n y í ta n i ,  

hogy az é rk e z é s  P o isso n  j e l l e g e  m ia tt  minden egyes so rre n d  f e l 

lé p é s e  egyen lően  v a ló s z in ü . M inthogy a  le h e ts é g e s  különböző s o r -
R 1rendek  száma r  ,■ r~ — , e z é r t  t e t s z ő le g e s  s o rre n d  fe l lé p é s é n e k  

v a ló sz ín ű sé g e  r ^ ! r 2 ! /R ! .  Az / 5 . 4 /  harm adik  ta g já n a k  v á rh a tó  é r 

té k e  ezeku tán

Mj
,s,_  rt!rt !

R! У  У  ÍR-l )  M[djhL ]
/ 5 . 9 /

Az e ls ő  51 az ö s s z e s  R elemű is m é tlé s e s

p e rm u tá c ió ra  v o n a tk o z ik .

Az /5 * 7 /  é s  /5 .9 / - b e n  sz e re p lő  M j(" tm+o)] é s  M fJjhJ 

v á rh a tó  é r t é k e k e t ,  v a la m in t az /5 .8 / - b a n  a  P ( t m+^ -  T ^ ^ x )
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e lo s z lá s fü g g v é n y t az á tm en e t k e z d e t i  ( i , k l t k2 ) és

v é g á l la p o ta  h a tá ro z z a  meg. Ezek f e l í r á s á t  az ( l , k ^ , k 2 ) — *■ ( j , / ^ , / 2 ) 

t ip u s u  á tm en e tek re  végezzük e l ,  a ( 2 ,k ^ ,k 2) — *• ( d , / ^ , / 2 ) t íp u s ú a k ra  

p ed ig  a  m eg fe le lő  Indexek  f e l c s e r é l é s é v e l  kap juk  az eredm ényeket.

A k^ = 0 ,  k 2 < n2 és  az ö s s z e s  k ^ > 0  e se tb e n  egyszerűen  adódik

M [  Vi (lm+0)] =  k ' f i i  . / 5 .Ю /

Azonban a  t m p i l l a n a tb a n  a ren d sz e rb e n  ta r tó z k o d ó  В t ip u s u a k -  

nak nemcsak a már a re n d sz e rb e n  lev ő  A típ u s ú a k  tá v o z á s á t  k e l l  

m egvárn i, hanem mindazon A t ip u s u a k é t  i s ,  ak ik  közben é rk ezn ek . 

De e z u tá n  i s  csak ak k o r kezdődhet meg а В t ip u s u a k  k i s z o lg á lá s a ,  

ha már t e l í t ő d ö t t  а В t ip u s u a k  s o r a .  E z é r t  az M [rj 2 ( t  +0)] 

függ  az n2-k 2 k ü lö n b s é g tő l  i s .  Éhnek m egfe le lően  а k ^ > 0 ,

■2 -  k 2 ^ l  é s  k^ я 0 n ? -  k2 = 1 ese tek b en

Mfyittv+O) J =  ï ,2 + k2ßt + k1ßi + k,ß,(Q,ßi) + k,ß, (0,pf+ .... =

-  + k2ß 2 + k'fh. __ i___
/ -  0 ,/3 ,

/5 .1 1 /

Az n 2 -  k 2 ^ 2  e se te k b e n  a t m-ben e s e t l e g  é rkező  В t ip u s u  

egységnek  még n2 -  k2 -  1 В t ip u s u  eg y ség e t be k e l l  v á im ia , 

ahhoz, hogy a k i s z o lg á lá s a  m egkezdődhessen. Ehhez á tla g o s a n  

idő  k e l l .  Ha

k i  ß i  .  n2- k 2~]
f -  o,/3f ^ O z

/ 5 .12 /
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t e l j e s ü l ,  akkor ebben az e se tb e n  i s  / 5 .1 1 /  é rv é n y e s . Ha v is z o n t  

/ 5 .1 2 /  nem t e l j e s ü l ,  akkor a k é sz ü lé k  á tk a p c s o lá s á ig  á t la g o s a n

id ő  a l a t t  é rkező  A tip u su a k  ebben az időszakban  e l  i s  h agy ják  

a r e n d s z e r t .  V iszon t am ennyivel később hagy ják  e l ,  a n n y iv a l k é 

sőbb kezdődhet meg az á tk a p c s o lá s ,  v a g y is  an n y iv a l nagyobb а В 

t ip u s u a k  v á ra k o z á s i i d e j e .  I t t  ennek az időnek  a p o n to s  m eghatá

ro z á s á v a l  nem fo g la lk o zu n k  és az / 5 .1 2 /  nem t e l j e s ü l é s e  e se té n  

a jó  k ö z e l í t é s t  adó

k é p le te t  h a s z n á l ju k .

A k^ = 0 , k g ^ n 2 e se tb en  a t m id ő p i l la n a tb a n  m egindul a k é 

sz ü lé k  á tk a p c s o lá s a  A -ró l а В t ip u s u a k  k i s z o lg á lá s á r a .  íg y  a 

k ö z v e tle n  t  i d ő p i l l a n a t  u tán  é rk ező  В típ u su n k n ak  az á tk a p 

c s o lá s  u tán  csak  а В t ip u s u  so rb a n á lló k  k i s z o lg á lá s á t  k e l l  

m egvárn i, azaz érvényes k^ = 0 m e l le t t  / 5 .1 1 / .  A k ö z v e tle n  t  

u tán  é rkező  A t ip u s u  egységre  vonatkozó  á t la g o s  v á ra k o z á s i  

id ő  a f e n t i  meggondolásokhoz h ason lóan  a k^ = 0 , k 2 “ n 2 e se tb e n

t ip u s u  á tm en e tek re  vonatkozóan a köve tkező  e s e te k e t  k ü lö n b ö z te t

jük  meg:

^ ^ _ j
—— id e ig  k e l le n e  v á r n i ,  ha az

И Ш и + о )  ] = l 2 + k*/i i+ - 0Lö r / 5 .1 3 /
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k ^ 1 e se tb e n T ^  = t  , mF "jm  = < V  i - 1 -2

:^ = 0 , kg^*ng e se tb en T{;3)= t  , m * j í  = ^ 1 2 + h ’

:  ̂ = 0 , k g < n 2 " tö b b  le h e tő s é g  van .

a . /  ( 1 ,0  ,k g ) — * ( 1 , / ^ , / g )  á tm en e tn é l = az e ls ő  A t ip u s u

egység é rk e z é s i  p o n t ja  é s  Íg y  mig = t m, k i -
f 2)véve az n2 = 1 , k2 = 0 e s e t e t ,  am ikor Tv ' i s  az e ls ő  A 

t ip u s u  é rk e z é s i  p o n t ja .  A k é t  leh e tő ség n e k  m egfe le lően

4 ?  = i j -  + ß i  Gi 

bt /  Az ( 1 , 0 , kg) — > ( 2 , / ^ , / g ) ,  к г <; n2 á tm en etek n é l v a la -
( 2 )m int n2 = 1 ,  kg = 0 e se tb e n  T' ' i s  az n g -k g -e d ik  В 

t ip u s u  é rk e z é s i  p o n t ja  é s  Íg y  = Mg^ = /3g + "У12> kü_

lönben  p e d ig  T(2) = t m, + X 12 + 02 ‘

Az /5 .9 / - b e n  sz e re p lő  M ^  J m ennyiség d e f in íc ió  s z e r i n t  a 

t m- t ő l  s z á m íto t t  / - e d ik  é rk e z é s i  pontban  az ^  ^ ( t )  függvény 

ugrásának  v á rh a tó  é r té k e .  E zt az u g rá s t  h (=l e se tb e n  A , h ( = 2 

ese tb en  В t ip u s u  egység é rk e z é se  i d é z i  e lő .  Az roeny-

n y isé g e k e t i s  az ( l , k l f kg) — ► ( j , / j _ , / g )  t ip u s u  á tm en e tek re

v iz s g á l ju k .

1 . k ^ ^ l  e se tb e n  é s  az ( 1 ,0 ,kg) —> ( 1 , / ^ , / g )  átm ene

te k n é l

ML<5"]= M[di4] = ß \ , M[óu~\ = 0 , M[é2l)=[}>1

2 . Па k^ = 0 , k g ^ n g ,  akkor

MÍCU=pi, M[â»1-Q, M[cfJ= M[ d22] = ßl / 5 .1 6 /



-  105 -

5 . A = 0 , k 2 < n 2 ese tb en  L - t ő i  i s  függ  az M f d ^ ]  .

Az ( 1 ,0 ,kg) — * ( 2 ,  l^ ,  l2) t k 2 < n 2 á tm e n e tn é l h / = 2 , l ^ n g - k g .  

Ezek k özü l 1^/< ^п2-к 2~ 1-ге  /5 .1 5 /  á l l  fe n n , mi g / = n2~k2~re

Mid,,] -  Ï .  * í2, + raox , ^ г ~ 1 а) , MßO-ß, /5-17/

A to v á b b i / > л ., -  k g - re  p e d ig  /5 .1 6 /  é rv é n y e s .

V I. A re n d s z e r  o p t im a l iz á lá s a  e x p o n e n c iá lis  e lo s z lá s o k  e s e té n

A I I I . ,  IV . és V. pon tok  k é p le te i  l e h e tő s é g e t  adnak a ren d 

szerb en  le já ts z ó d ó  fé l-M ark o v -fo ly am at á tm enet v a ló sz ín ű sé g e k  

P = { ^ i j}  m átr ix á n a k , az á tm e n e ti  idők  A = á s  a sú

ly o z o t t  v á ra k o z á s i idők  V = m á tr ix a in a k  a f e l í r á s á r a ,

ha megadjuk a B ^ x ) ,  B2 ( x ) ,  C12(x) és  C21(x) e lo s z lá s fü g g v é 

n y e k e t. A P , A és  V m átrixok  függnek az n^ és n2 param é

t e r e k t ő l .  R ö g z ítv e  v a lam ily en  n.  ̂ és n2 é r té k e k e t  a 

P = | P i j ]  » A = {ai j }  á s  а V = m átrixok  s e g í ts é g é v e l

a [3 ]- •oan le í r ta k n a k  m egfe le lően  m eghatározzuk а В = ^ b ^ j  »

U = { ui j}  » majd a Q^, B  ̂ é s  m á tr ix o k a t úgy, hogy

legyen

bi j  = p i j  ai j ; ui j  = p l j  vi j »

a %  ás U, m á tr ix o k a t p ed ig  úgy k ap ju k  a P , В és  U

m á trix o k b ó l, hogy azok i - e d i k  so ráb a  0 -o k a t Í ru n k . J e l ö l j e  

£ i»  b ï és  u^ a P , B, é s  U m átrixok  i - e d i k  s o r v e k to r á t .
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A k is z o lg á ló  re n d sz e rü n k  m űködését az id ő eg y sé g re  eső  sú

ly o z o t t  v á ra k o z á s i  id ő v e l  je l le m e z tü k , am it az i - e d i k  á l la p o tb ó l  

k i in d u ló  c ik lu s o k ra  vonatkozóan  szám olva [3 ]  a la p já n  a

A re n d s z e r  o p t im a l iz á lá s a  az a^ , bem eneti p a ra m é te re k , B ^(x), 

B2 ( x ) ,  C12 (x ) é s  C2 1 'x  ̂ e lo sz lá s fü g g v én y e k  és /5 .3 / - b a n  sz e 

r e p lő  d l t  (^2 su lyok  m egadása m e l le t t  azon n^ és  n 2 paramé

te r e k  m egkeresésé t j e l e n t i ,  am elyekkel / 6 . 1 /  m in im á lis  l e s z .  Az 

optimum m eg h a tá ro zásá t e x p o n e n c iá lis  e lo sz lá s fü g g v é n y e k re  végez

tü k  e l .  Legyen a to v áb b iak b an

/ 6 .1/

hányados ad meg, ahol

A M )  =  u f e  + ß i  { I - Q i í  W i e ) 

ß i  к л )  =  ö, e + Í7-Q,)  1 i B i e ) / 6 . 3 /

/6 .2/

v á rh a tó  é r té k e ik  p ed ig

i j= i ,Z  i Ф] / 6 . 5 /

/ 6 . 4 /  függvényeket h e ly e t t e s í t v e  a / 3 . 8 / ,  / 3 .1 0 / ,  m ajd /3 * 7 /  

f e lh a s z n á lá s á v a l  a / 3 . 6 /  é s  / 3 . 9 /  k é p le te k b e  a k i j e l ö l t  in te g 

r á lá s o k  könnyen e lv é g e z h e tő k . A / 3 . 6 / ,  / 3 * 8 / ,  /3 * 9 /  é s  /3 .1 0 /
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k é p le te k b ő l  a P m á tr ix  e lem einek  k isz á m o lá s á ra  r e n d re  kap juk  

a köve tkező  k i f зje z ó s e k e t :

[1- 0«
0,Юг

0» )') o!'
o,+o2'-l í j

Oz
(Iz-nz + lV. / 6.6/

y/,-n1*1

1=0 /o f+o2 +>,)«* ‘ (0 '+ C b * W b "b * * -‘

J_  _A_ [ Qi | /,и
o,+q,l Qf+Oi +>t/

я (U~̂ i.
f - M
l o , + o , //=o

U A -b z - i) ! (  o, 
lU-кг-О!  ' Q,+ű,+>J

/ 6 . 7 /

/ 6 .8/

, *
/=T fû,+ûi+/2),f‘ (о , + 02 + V1)'*^-',í*i -'

( h + l i - k i - k t+ l l !  I Q, ! Qi ,/,-** ^
(1,-к,*1)Щг ~кг)1 [ û ^ O j  + l , /  ( q. + O ^ J  0Г 75Г 71,

/ 6 . 9 /

Az á t la g o s  á tm e n e ti idők  A m átrix án ak  m eghatározásához a  IV-ben 

s z e re p lő  k é p le te k b e , v a la m in t / 5 . 8 /  m eghatározásához f e l i r t  ö s z -  

szefüggésekbe  a / 6 . 5 /  s z e r i n t i  h e l y e t t e s í t é s t  k e l l  e lv é g e z n i .

Hasonlóan / 6 . 5 / - ö t  h e ly e t t e s í t v e  / 5 .1 0 / ,  / 5 .1 1 / ,  / 5 .1 3 / ,  /5 .1 4 -/, 

/ 5 .1 5 / ,  / 5 .1 6 /  é s  /5 .1 7 /- b e  ezek s e g í t s é g é v e l  kapjuk  meg az / 5 . 7 /  

é s  / 5 . 9 /  m enny iségeke t. Az / 5 . 7 / ,  / 5 . 8 /  é s  / 5 . 9 /  m ennyiségeket
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/ 5 .5 / - b e ,  m ajd a z t  / 5 .6 / - b a  h e l y e t t e s í t j ü k .  Egy-egy á tm e n e tre  

szám olt / 5 . 6 /  a d ja  а V m á tr ix  m eg fe le lő  e le m é t.

Numerikus szám o láso k a t a k ö v e tk ező  ada tok  m e l le t t  v ég ez tü n k :

=  1

\  =  \  =  1

O, =  Ox = 0 1  / 6 .1 0 /

0,2, 0,1

A /3 .1 /- b e n  s z e re p lő  é s  82 k o r lá to k a t  5-nek v á la s z to t tu k .

À / 6 . 10/  a d a to k k a l  n^ = n2 = 1 , 2 é s  3- r a  szám oltuk k i  a / 6 . 1/  

h án y ad o st. A k a p o t t  eredm ényeket az 1 . t á b l á z a t  4 . ,  5 .  é s  6 . o sz 

lopában  f o g la l t u k  ö s sz e . A t á b l á z a t  3« osz lopában  f e l t ü n t e t t ü k  

a z t  az á l l a p o t o t ,  am elyből k i in d u l  a szám olás a la p já u l  s z o lg á ló  

c ik lu s .

Az 1 . t á b l á z a tb ó l  m e g á l la p í th a tó , hogy ^ ^  = 1 e s e té n

nx = n2 = 1 , 'Û1 = ^ 2  = *2 és  ^ 1  = Nl)2 = . 1- r e  nx = n 2 = 2

s z o l g á l t a t t a  az o p tim á lis  m eg o ld ás t.

Azonos b em en e ti adatok  e s e té n  különböző á l la p o to k r a  vonatkozó  

c ik lu s s a l  szám olva a c ik lu s  á t la g o s  h o ssz a  ß> é s  az e r r e  ju tó  

á t la g o s  v á ra k o z á s  ^u te rm é s z e te s e n  más l e s z ,  de a § é r t é k e i  

k e v e se t kü lö n b ö zn ek . = ^ 2  csö k k en ésév e l azonban egyre  na

gyobb e l t é r é s e k  lépnek  f e l .



-  107 -

A / 6 . 2 /  é s  /6 .3 / - b a n  s z e re p lő  ( I -Q ^ )“'^ v e k to r t  az i t e r á c i ó 

v a l  szám olható

Eĵ  + Ej_ + (e _̂ Qj_) Qj_ + • • •  / 6 .1 1 /

s o r r a l  á l l í t o t t u k  e lő .  Majd az e lő r e  szám olt é s  o sz

lo p v e k to ro k k a l szo rozva  é s  u^je h o zzáad ásáv a l k a p ju k  ^u^

és fij_ é r t é k e i t .

A szám o lást a [3] -ban k ö z ö lt  m ásodik m ó d szerre l i s  e lv é g e z tü k . 

Ehhez m eghatároztuk  a / 2 . 2 /  Markov lá n c  e rg ó d ik u s  e l o s z l á s á t ,  a 

][ v a ló s z in ü sé g i v e k to r t .  Ennek s e g í t s é g é v e l  a re n d sz e rü n k  h a té 

k o n y ság á t a

8 -
n (Ue) / 6 .1 2 /
JT ífle)

k i f e j e z é s  s z o l g á l t a t j a .  E redm ényeinket az 1 . t á b l á z a t  7 » , 8 . és 

9 . o sz lo p a  ta r ta lm a z z a . Az 1 .  t á b l á z a tb ó l  l á t h a t ó ,  hogy a re n d s z e r  

h a ték o n y ság á t k i f e je z ő  / 6 . 1 /  é s  / 6 .1 2 /  jó  k ö z e l í té s b e n  ugyanazt 

az eredm ényt a d ja ,  de 'O ^ = ^ 2  csö k k en ésév e l ez az egyezés 

egyre ro m lik .

A ÏÏ v e k to r t  a

E i P° = i z L F*"1 ) P / 6 .1 3 /

v e k to r  m á tr ix  sz o rz a to k  s o ro z a tá v a l  k ö z e l í t e t t ü k  meg, ah o l 

a P i - e d ik  s o ra .  Az i  in d e x e t  az 1 . t á b l á z a t  3 . o sz lo p áb an  

f e l t ü n t e t e t t  á lla p o tn a k  m eg fe le lő en  v á la s z to t tu k  meg.
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If n l_ n 2 Kezdő
á l l a p o t

/ 6 . 1 /  eredm ényei /6 .1 2 /  eredm ényei

/3 / и S
neve

ző
szám it

ló l_ S

1 1 (1 ,0 ,0 ) 24-. 20 4 .81 0 .1988 8.53 1 ,6 9 0 .1988

2 И 48 .31 17.93 0 .3712 7 .93 2 .9 4 0.3712

(1 ,0 ,1 ) 61 .39 22.79 0 .3712 7 .93 2 .9 4 0.3712

(1 .1 ,0 ) 69 .17 25-67 0 .3712 7 .93 2 .9 4 0.3712

(1 ,1 ,1 ) 240.99 89.44 0 .3711 7 .93 2 .9 4 0.3712

3 (1 ,0 ,0 ) 68 .18 60.71 0 .8905 8.71 7 .7 6 0.8905

.2 1 t» 34 .49 26.95 0 .7 8 1 6 7.12 5 .5 6 0 .7819

2 fl 65.25 41.21 0 .6315 7.33 4 .6 3 0 .6318

3 и 92.83 101.81 1 .0968 8.33 9 .1 4 1.0968

.1 1 и 52.76 83.06 1 .5742 6.96 11 .01 1.5806

(1 ,1 ,0 ) 144.78 226.68 1 .5656 6.76 10 .73 1 .5869

2 (1 ,0 ,0 ) 87 .17 95.67 1 .0975 7.17 7 .9 3 1.0611

3 и 89.42 120.78 1 .3507 4.47 6 .0 6 1.3542

(1 ,0 ,1 ) 76 .72 Ю З.Ю 1.3438 4.47 6 .0 6 1.3542

1 . t á b l á z a t
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A Jf s t a c io n á r i s  v a ló s z ín ű sé g  v e k to r t  az f i]  é s  [2] a la p já n  

k ö z v e tle n  i s  k isz á m o lh a tju k . Néhány e s e t r e  e l  i s  v ég e z tü k  ez ek e t 

a sz ám o láso k a t, am elly e l k o n t r o lá l tu k  a / 6 .1 3 / - a l  szám o lt 

v e k to r  néhány e le m é t. A k ö v e tk ező  pon tban  a s t a c i o n á r i s  e lo s z lá s  

k ö z v e tle n  m eghatározásáva l fo g la lk o z u n k .

V II . S ta c io n á r iu s  v a ló sz ín ű sé g e k  m eghatározása

Az [ l]  és [2] -ben  b e b iz o n y í to t tu k ,  hogy a r e n d s z e r  á l 

l a p o tá r a  je lle m z ő  / 2 . 2 /  e rg ó d ik u s  Markov lá n c ,  Pi,ktlkt - v e i  

j e l ö l t ü k  annak v a ló s z ín ű s é g é t ,  hogy s t a c io n á r i s  e s e tb e n  egy k i 

s z o lg á lá s  b e fe je z é s i  id ő p i l la n a tá b a n  az ( i , k ^ ,k 2) á l la p o tb a n  ma

r a d  a r e n d s z e r ,  mig Р^( z ^ . z ^ - v e l  Pi,k,Mt v a ló sz ín ű sé g e k

g e n e rá to rfü g g v én y é t (1 = 1 ,2 ) . ö s sz e fü g g é se k e t i r tu n k  f e l  P ^ (z^ z2) 

és  ? 2 ( z 1z 2) függvényekre , a [2 ]-ben  p e d ig  e l j á r á s t  ad tunk  a 

P /,ki.kj v a ló sz ín ű sé g e k  m e g h a tá ro z á sá ra .

Ebben a pontban  a / 6 . 4 /  f e l t e v é s  m e l le t t  a m -  P]_ 0 m’ 

p2 m = P2 m 0 v a ló sz ín ű sé g e k  k isz á m o lá sá ra  adjuk meg az a lg o 

r i tm u s t  és a szükséges k é p le t e k e t .  M eggondolásaink é s  a k é p le te k  

az [l] é s  (2] c ik k b ő l n y e rh e tő k .

J e lö l jü k  a P1(z-Lz2) i l l .  P2 ( z l t z2 ) függvények n -e d ik  d i f f e 

ren c iá lh á n y a d o sá n a k  z^ = 0 ,z 2 = 1 i l l .  z ^ = l, z 2=0 h e ly en  

v e t t  h e l y e t t e s í t é s i  é r t é k e i t  P^n  ̂ [ l ]  i l l .  P^n  ̂ [ l j - e l .  [ l ]
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és  [2] a la p já n  b e v e ze tjü k  a köve tkező  függvényeket é s  j e l ö lé s e k e t  

( i , j = l , 2  i jé j)  :

2 l J .
Oj Z Oj Z +  Oj

/ 7 . 1 /

Jn) ha n=0
/ X.I l j [ ' V j ~ i l hű n > 0

/ 7 . 2 /

/ 7 0 /

d í u ) =
' 0 

Ч ы Л '

/ю к >1 

ho к - 1
/ 7 0 /

F e lh a sz n á lv a  / 7 . 1 / ,  / 7 . 2 / ,  /7 * 3 /  é s  / 7 . 4 / - e t ,  f e n n á l ln a k  a k ö v e t

kező l i n e á r i s  e g y e n le te k í

/ 7 . 5 /

------- g
>2

_1_ pí°) r i ] +  _ í _  p (0) г j  I _   *i 
V4 MJ ^  2 MJ Q« + 02

4

s’ ~ Ч г ) ,
valam in t

/ 7 . 6 /

n > 1 ,  i , j  = 1 ,2 i / j - r e
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és  hason lóan  f e je z h e tő  k i  Q,. i s .  A / 7 .8 / - b a n ,  v a la m in t /7 .7 /-b e n  
r n l H  ^*n

sz e re p lő  

k isz á m o lh a tó k .

r n y rni
ífi(z) L d e r iv á l ta k  / 7 . 1 /  f e lh a s z n á lá s á v a l  könnyen

Legyenek a P1>m m = 0 , 1 , . . .  ,n 2- l  ; P2fra» m = 0 , 1 , . . .  » n ^ l  v a ló sz í

nűségek k ö z e l i tő  é r t é k e i  és • Ezeket / 7 . 3 / - b a  h e ly e t te 

s í t v e  /7 * 5 /  és  / 7 .6 / - b ó l  k is z á m íth a t ju k  p j j^  [l] é s  í l]~ ® t.
Ezután n = l- e l  in d u lv a  n n ö v e lé sé v e l l é p é s r ő l - l é p é s r e  / 7 .7 / - b ő l

kap juk  a [ l ]  é r t é k e i t .  A p[n ^ [ l ]  s e g í ts é g é v e l  k is z á m ít ju k  még a z

r,j(C)  L I -1 )"р '"Л п /7.9/

/  =  / , 2 ,  1=0,1, . . . .  nj j  =  1,2, i± j
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m ennyiségeket;, aho l mQ a k í v á n t  p o n to sság o t b i z to s í t ó  in d e x  k o r lá t .

A / 7 . 5 / ,  / 7 . 5 / ,  / 7 . 6 / és / 7 . 7 / —b ő i  l á th a tó ,  hogy  a p [n) f i ]  é s  Így

az R. « m ennyiségek a p , é s  p ,  v a ló sz in ü sé g e k  l i n e á r i s
1,1 L* ’ U\ Hl

fü g g v én y e i. A l in e á r i s  fü g g v én y b en  sze rep lő  a. , b, _ e g y ü tth a tó -X I ш  X • ГП

k á t  é s  a c dl konstans t a g o t  a  következő l i n e á r i s  e g y e n le t- re n d s z e 

re k b ő l h a tá r o z h a t ju k  meg:

/7 .Ю /

ami r ö g z í t e t t  / mellett s  = 0 , 1 , . . .  ,n .+ n 2~ re  f e l í r v a  s z o l g á l t a t

egy e g y e n le tr e n d s z e r t .  A / 7 . 1 0 / —e t  f e l í r v a  az / = 0 , 1 , . . . , n . ;
J

1 ,3 = 1 ,2 , j / i  imdexértékek m e l l e t t  n^+n2 e g y e n le tr e n d s z e r t  kapunk.

M ásrészt / 7 . 9 /  jobboldala f i ]  é s  [2]-ben t á r g y a l t a k  s z e r in t  a p ^  

v a ló s z ín ű sé g  numerikus s o rá n a k  egy r é s z le tö s s z e g é t  ad ja  és  ig y  a 

/7 .1 0 / - b ő l  k a p o t t  n^+nj d a r a b  e g y ü tth a tó re n d sz e r  s e g í t s é g é v e l  f e l i r t

ÍZ  ûi.» P v  + ÍZ b!li  p2,m + с ,  = p u

e g y e n le t r e n d s z e r  s z o lg á l ta t ja  a  k e re s e t t  m m =0,l, . . . ,n 2 ;

p 2 ffl, m = 0 , 1 , . . . , n  ̂ v a ló s z in ü s é g e k  num erikus é r t é k e i t .  A to v á b b i

, nj_ =í m :mQ v a ló sz ín ű sé g  é r té k e k e t p e d ig  ap l,m* n2 ~ m ~ mo* p2,m 
/ 7 . 9 /  jo b b o ld a lá b ó l  a m e g fe le lő  I * n( in d e x e k  m e lle t t  k a p ju k .

A /7 .1 0 /  eg y e n le tre n d sze r  m á t r i x a  minden I - r e  ugyanaz, é s p e d ig  az
( s ')  (s)s -e d ik  s o rá b a n  rendre a ^  , m = 0 , 1 , . . .  , n 2~ l ; q2 ^ , m = 0 , 1 , . . . ,n ^ - l
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számok á l ln a k ,  a s o r  u to ls ó  eleme p e d ig  1 . A q j k i i n d u l á s i  ada tok1 , m
m eg v á lasz tásán á l ü g y e ln i  k e l l  a r r a ,  hogy a / 7 .1 0 /  r e n d s z e r  m átrix a  

ne leg y en  s z in g u l á r i s ,  m ásrész t hogy -  1 t e l j e s ü l j ö n .
í,m ’

Numerikus szám olásokat r ö g z í t e t t  ^ = 3 2 = . ! ,  >1̂ = >2=1 é s  v á l to z ta 

t o t t  = ^2 m e l le t 't  végeztünk  n .^ 1 ,2 ,3 ,  n2= l ,2 ,3  p a ra m é te ré r 

té k e k k e l .  Néhány eredm ényt közlünk  az a lá b b i  2 . tá b lá z a tb a n  (szám olá

sa inkban  a /7 .9 / - b e n  s z e re p lő  mQ- a t  6 -nak  v á l a s z to t tu k ) .

n  ̂  —-П 2 *■* 1

--------------------

.5 .8 1 2 5 10

P1 ,0 =p2 ,0 .5067 .3405 .3521 .3758 .3903 .3951

P1 , l =p2 , l .0675 .0576 .0542 .0466 .0419 .0406

p l , 2 =p2 ,2 .0191 .0174 .0157 .0134 .0119 .0107

n^=n2- 2

p l , 0 =p2 ,0 .1425 .1591 .1642 • 1743 .1800 .1816

pl , 1 ^ 2 ,1 .1374 .1304 .1290 .1261 .1251 .1252

p l , 2 =p2 ,2 .0193 .0321 .0313 .0306 .299 .0289

2 . t á b l á s a t
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M egjegyzések

A s ta c io n á r iu s  á l l a p o t  v a ló s z ín ű s é g e k e t  а V I. pon tban  az á tm e n e t-  

v a ló s z in ü sé g  m átrix b ó l i t e r á c i ó v a l ,  а V II . pon tban  p e d ig  g e n e rá to r  

függvények s e g í ts é g é v e l  h a tá ro z tu k  meg. A k é tfé le k é p p e n  szám olt 

eredmények ^ 1 = ^ 2  =^ ’ np=n 2=^ ,2 - r e  a n e sy e<ü k t i z e d e s  je g y ig  meg

egyeznek.

А V II. po n tb an  i s m e r t e t e t t  m ódszer h a sz n á lh a tó sá g a  a é s  ^ 2

csö k k en ésév e l ro m lik , e z é r t  ^ ^ < 0 . 5  ^ 2  ^  0 .5  e s e te k re  k a p o tt

szám olások eredm ényei p o n ta t la n o k . V iszon t 'O ^ és  2 n ö v e lé sé  

v e i  a r e n d s z e r  k ö z e le d ik  az á tk a p c s o lá s  n é lk ü l  működő k is z o lg á ló  

re n d s z e rh e z . A — ► o° , S>2 — ► 00 - r e  k a p o tt  h a tá r é r té k e k

megegyeznek az E rlang  m o d e lle l szám olható  m eg fe le lő  v a ló sz ín ű sé g e k  

k e l .

Az 1 . t á b l á z a tb ó l  l á th a tó a n  a ^  i = "^2 c sö k k en ésév e l a különböző 

á l la p o tb ó l  k i in d u ló  szám o lások , továbbá  a k é t  m ódszer eredm ényei 

egyre nagyobb e l t é r é s t  m u ta tn ak , lnnék  oka a z , hogy a véges á l l a 

p o t t é r r e  v a ló  r e d u k á lá s n á l  egy re  nagyobb h ib á t  követünk  e l .

A c ikkhez  kapcso lódó  num erikus szám olások az U ra l-2  t ip u s u  e le k tro  

n ik u s  szám ológéppel t ö r t é n t e k .  A szám olások j e l e n tő s  r é s z é t  Koszó 

Gábor v é g e z te .



Irodalom:

[1] G ergely  J ó z s e f :  Egy s o rb a n á l lá s i  f e l a d a t  m egoldása, MTA Szá

m ítá s te c h n ik a i  Központ Közlemények 2 . /1 9 6 7 / 

3 -2 5 .

[2] -  : Szisztém a a b s z lu z s iv a n y ija  az p e re k lju c s e n y ie m ,

M egjelen ik  a " S ta d ia  S c ien tia ru m  M athem aticarum  

H ungarica" f o ly ó i r a tb a n .

[3] -  : Eél-M arkov fo ly am ato k  v e z é r lé s e ,  MTA S zám ítás

te c h n ik a i  Központ Közlemények 3« /1 9 6 7 / ЬВ-èh

S_u_m_ra_a_r_2_

The papéi* d is c u s s e s  th e  o p tim iz a tio n  o f  th e  queuing model d e a l t  

w ith  in  [ l ]  and [2 ] .

Two s o . t s  o f custom ers a r r iv e  to  th e  s e rv in g  system  a c co rd in g  th e  

P o isson  p ro c e s s .  The d e v ic e  must sw itc h  over i f  i t  s e rv e s  a f t e r  

a u n i t  o f one ty p e  a u n i t  o f an o th er t y p e .  The t im e s  o f  s e rv ic e  

and sw itc h in g  a re  in d e p e n d e n t. S w itch ing  te k e s  o n ly  p la c e  i f  u n i ts  

o f one ty p e  in  th e  system  have been f u l l y  se rv e d  and th e r e  i s  of 

th e  o th e r  ty p e  queuing s u rp a s s in g  a c e r t a i n  th r e s h o ld  v a lu e .  Let 

th e s e  th r e s h o ld  v a lu e s  be n^ and n g . The e f f e c t iv e n e s s  o f th e  

system  i s  c h a r a c te r iz e d  by th e  w a itin g  tim e  f o r  th e  tim e u n i t .  The 

o p tim al n^ and n^ w ith  th e  minimum w a i tin g  tim e i s  to  be found .

A sem i-M arkovian p ro c e s s  ta k e s  p la c e  in  th e  system . The p r o b a b i l i t i e s  

o f  t r a n s i t i o n ,  th e  tim e s  o f  t r a n s i t i o n  and w a itin g  a re  com puted.

The com puta tion  o f s t a t i o n a r y  p r o b a b i l i t i e s  a re  d is c u s s e d . The 

optimum i s  d e f in e d  by a method d e s c r ib e d  in  [3 ]•  Some num erica l 

r e s u l t s  a re  g iven  i s  c a se  o f e x p o n e n tia l d i s t r i b u t i o n s .
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