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Szelezsan Janos:

Egy disztribuciés paraméteres optimalizalasi feladat

megoldasa

Tegyiik fel, hogy a rendszer viselkedését olyan két-
valtozés u(x,t) fiiggvény irja le, amelyet Volterra

tipusu operatorral
t
alx,t) = Kf = S K(x,t,8) 2(s)ds /1/
o
alakban &4llithatunk elé. Vegyiik ugy, hogy f(s) a
vezérléfiggvény; e fliggvény hauaséra a rendszer a K

operator altal meghatdrozott &4llapotba jut.

Ismeretes, hogy 1/ alaku példaul az

l).t = 32%
u(x,0) = O
ulo,t) = £(t) 0 £%<7,

hévezetés differencialegyenletének megoldédsa t.i. itt

t
ulxyt) = g K(x,t-s) f(s)ds
o
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2
X

K(x,t-8) = s C o (-

s)-%&

Ebben az esetben azt mondhatjuk, hogy a folyamatot a
tartomdny hataran vezéreljik.

Legyen g(t)>Oegy adott g€ L, fliggvény. Legyen
10‘> o adott pont.

Tekintsiik a
T 2
L) = g[g+u (xo.t)]dt 2/
o]

funkcionalt, ahol T adott szam.

Jelol jik u(xo,t)—t Af-vel. Ekkor a 2/ funkcionél
alakja

J(£)

(Af +g, Af"?)

ahol (,) a skalarszorzat jele.

Legyen F a kovetkezd fiiggvényhalmaz.
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F = {f(t): 1/ £(t) szakaszonként folytonos
[0,T] -ben

T
2/ g £(t)r(t)dt = q
o

3/ o<alt) £ £(t) “b(t)
ahol a{t)<b(t) t€ [0,T] tetszdleges integrdlhaté

fiiggvények, r(t) > o szigoruan monoton névekvd, absz.f., q

pedig adott konstans, melyre

a(t)r(t)dt <q <

© ~e 3

(e U |

b(t)r(t)dt }

Feladat: Keressiik meg az F halmaznuak azt az
elemét, amelyre a J(£) funkcionil minimumot vesz fel.

Tétel: Tegyik fel, hogy K(x_ ,8,t) * 0, &5 t-ben monoton
csokken.,

Akkor a feladat egyetlen megoldésa

ha 0%¢ ¢
;g)(t) B {a(t) a $
b(t) ha S(t £ T

ahol é) az

2 (X)
g £ (t)r(t)dt = q
(o]
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egyenlet gyoke.

Bizonyitas:

El6sz6r megmutatjuk, hogy az

e
F(%) = g £ (t)r(t)dt = q
o

egyenletnek egyetlen valés gyoke van.

Ugyanis pajdnem mindenutt

T (®) 5
oF, .4 ( Sr({)f (t)dt = -3—[ g b(t)r(t)at +
aF 4f% o L Sl :
T
. a(t)z()at]= =(§)[ b(g) - alE )]>o
S : 0% <1

52:1Q.

9
vagyls F(§) “monoton névekvé. Vilagos, hogy F(S)
folytonos is. Mivel ezenkiviil

T T
Plo) = ( alt)r(t)ds <q<g b(t)r(t)dt = F(T)
o] . (o]

ezért egyetlen i valés gyoke van a (0,T) interval-
lumban az F( S) = q egyenletnek.
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()
Most megmutatjuk, hogy £ g(t) optimalis megoldas.

()
Mindenekelétt vildgos, hogy f S(t) megengedett meg-
oldas, azaz f(g)(t)GF.

R})
Ugyanis a(t) éf(p(t) £b(t), és £ S(1:)1‘(1:)0.1; % e

O\Ae

&)

Most megmutatjuk, hogy £ (t) minimalizalja a /3/ funkcion&lt.

Funkcionélunkat a kovetkez8képpen alakithatjuk at:

J(£) = (A£, Af) - 2(Af,g) + (g,8) =

= (A® Af, £) - 2(f, A%g) + (g,&)

(itt A™ az A operadtor adjungiltjat jelenti.)
Az A¥ A =B, -2A™g = h jeléléssel

J(£) = (Bf, £) + (h,2) + (&,8).

A (g.g) szorzat elhagyhaté, igy & tovabbiakban elegendd a
1) (2) = (B£,2) + (n,2)

funkciondlt vizsgalni.

A "duélis" funkcional

Az eredeti feladatot ugy oldjuk meg, hogy megszerkesztink egy
"duilis" lineadris funkcionalt.

Tétels

Az f® e P elem akkor és csak akkor minimalizalja J(l)(f)
funkcionalt, ha minimaliz4lja (az F halmazon) a
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72 (2) = (2B£* + b,f)

"linearis" funkcionéalt.

Bizonyitas:

A bizonyitésban ugyanazt a mbédszert alkalmazzuk, amit [3]-ben

alkalmaztunk,

Tegyiik fel, hogy f" minimalizilja a JU2)(£) funkciondlt as

F halmazon. Legyen f€F egy £* _t4l kiilonbs5z8 elem. Vegyiik az
= (1=2f"+Xf 0= A <1

fliggvényt.

Az F halmaz konvex. Ugyanis, ha fle F és £2€ F, akkor

1s A +(f‘-A)ﬂ szintén szakaszonként folytonos

24 f[(x{.{t)+{1—A)f,(f))r(t)]df

[} ¢
= 2 [ r)f () at +(1=2) [rit)folt) ot ~

Ag+(1—2g =g
3. qltl= Kok +(1=))alt) =

= A +(1=Q)f(t) = Nb&) +(1=2)b(t) = bit).
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- Ez viszont azt jelenti, hogy £, (t)€ F.
Tekintsik a

000 = 3V(h) = (BLU=XF"+ M), (1-0f"2f ) +
+ (B =A)f* +2f)

funkciondlt mint a A vAltozé fliggvényéts A Bzorzésokat elvégez-
ve P(A) a xévetkezd alakban is felirhaté:

P = I (F*) + (2Bf b, f~F*)N +
+(Bf-f", F-f*)X

A P()) figgvénya O = A =1 jintervallumban a feltétel sze-
rint A= o mellett vesz fel minimumot, mert a feltevés szerint
t™cF optimilis megoldés.

Ezért

0 = P(0) = (28f"+h, f~f") i
De mivel (Bf,f) = (A™ Af,£) = (Af,Af)> 0, ezért
J(£® =¢P(o) <P(1) = J(£).

Ez viszont /4/ alapjén azt jelenti, hogy 2£® az egyetlen olyan
F=beli elem, amelyre

(2B£™ + h,t*) = (2™ 4+ n,f).

De ez éppen azt jelenti, hogy £* minimalizalja a (23£* 4+ h,t)
lineAdris funkcionélt.
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Most az elegenddséget bizonyitjuk.
Tegyiik fel tehdt, hogy f™€F minimalizdlja a (2BE® + h,f)
funkciondlt, azaz

(2B2™ « h,f-f’)—*— o, ahol f£EF tetszbleges megengedett fiiggvény.

A J(D( ¢ ) funkciondlra felirhatjuk a kovetkezdket:

I (f z) = (B (f"ez), f"+2) + (f"+2,h) =
= 3" +(2Bf*+ hz) + Bz, z)

Legyen 2z = Put™,
Ekkor:

1) = 1)+ (28F"+h, £-F7)+ (BEf) £-F) .

Viszont a feltevés szerint (2Bf™® + h, £-£*)x0 és
(B(£-£%), £-£%) >0, ezért fenndll az

(7)
# ey - sz“)> o

azaz
(7)
J D ey > a(e®

egyenldtlenség.
Ezzel tételiinket bizonyitottuk.

Az 1. tételt a fenti tétel felhaszndlasaval bizonyitjuk.

Vezessiik be a
0Lty = 2B + h
jelclést.

Irjuk ki 20(t) jelentését.
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A () = 28%AL™ + 24%g = 2A%(A2* + g) =

T 8
=2 { Klxys,t) [ [ Klxgys D) £4T) ars g(s)]ds
t o

Mivel a feltevés szerint K(xo,e,t) 2o, gl8)=0
E(T) 203 (0<8=T, 0<t<T, 0 «T*T), ezért

A(t)>0; (04t <T) és A (t) monoton csdkken.

®)
Most megmutatjuk, hogy £ i (t) optimalis megoldas.

Az eldbbi tétel értelmében a J(l)(f) funkcionéil

helyett elegendd az

L (2) = (2B£® 4+ h,2) = (€,2)

linearis funkciondlt minimalizalni az F halmazon,
ahol f£* - f(S) az eredetl feladat optimalis megol-
ddsa.

Tegyliik fel, hogy létezik olyan £°(t) €EFP tiiggvény,
melyre
2« 72V
azaz
(2t,2° < (ot §)

vagyls, kiirva a skalérszorzat jelentését és rendezve

o ¢ ? ’at’.(t)[ f(i)(t) - fo(t)) at 4/

L]

Megmutatjuk, hogy £°(t) = f(g)(t).
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A 4/ egyenldétlenséget

b T

o ¢ (A(e)[ alt)- £2()] at + (e [ote) - £00)(¢)] at
; i

azaz
kS T

{’aﬁ(t)[ £°(t) - a(t)] at £ gaﬁ(t)[ b(t) -£°(t) | at
o

L4

alakban is felirhatjuk.

Alkalmazzuk a fenti egyenldétlenség mindkét oldaléra
a kozépértéktételt, azt kapjuk, hogy bizonyos
O'L‘S*"-S) Oégzér mellett

3, 2
X(o)f (£°(t) - a(t))at +A(X) f (£°(t)- alt))at <
i iz S,!
<g) ([o0)-22)] at +R(m | [ote) - £2(6)] at
X 22
Mivel 2 (t) >0 monoton csikken és £°(t) - a(t) 20
b(t) - £92(t)> 0 ezért
£ | i 9

neg) Jleon - aw)] e e §[ote) - 20)] av

o
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azaz
b4 ¥
3[1’°(t) - a(t)] at < g[b('k) - f°(t)] at
(&)
X
vagyis
X T
o ¢ S [alt) - £°(t)] at + S[b(t) - f°(t)] at =
o
2 ® 3
= g[ti(t) . i'o(t)] at 5/

o

X
Mivel alt) - £9(t) € o, azaz S[a(t) - £9%(t)] at £ o

T
és blt) - £°(t) 20 ezaz { [b(t) - £2(£)] at 20
At

ezért
¢ )
fl £ Oy - 20w Jav2 o 6/
€

Ebbél azonban kovetkezik, hogy
®
£ 31t) = £9(¢).
® e
Ugyanis £ °(t) és £°(t) Iis megengedett
megoldas, ezért
T

S [tz v - £2(t)] r(t)at = o

o
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Integraljunk a fenti integralban parcidlisan, azt kap-
Juk, hogy

2 ) i ¢ Fanil s ()
r(o) ([£318) - 2°(t)] at + ”E,c-(j[f (8)=£°(s)] ds] dt=o
o o~ t

77

Mivel a feltétel szerint r(o)> o és %% > o ezért

felhaszndlva az 5/ és 6/ egyenldséget azt kapjuk, hogy
)

7/ csak ugy teljesiilhet, ha i‘(S (£) = £9(t).

Ezzel dllitasunkat bebizonyitottuk.
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Solution of an Optimal Control Problem in a

Distributed-Parameter System
Szelezsén Jénos

Let us assume that the behaviour of the system is
described by a state function ul(x,t) wich can be
expresséd as

t
u(x,s) =K £ = f K(x,t,s8) £ (8) ds, where K(x,t,s) Z 0

faK(x,t,s}<O °
s

Let us assume that £(s) is the control function.

Let g(t)?0be given function.

Let us consider the functional:

T 2
J(L) = f[g @)rulx,,t)] at

o

Let P be the following control function set.

F = [f(t) g Is pice-wise continuaaus

T
£(t) r(t) dt = q
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where 1r(t)> o 1is monotonously 1ncreasin5’ q a given

constant

3. ofalt) “£(t) “b(t); alt) <blt)

Problem: It is required to minimize J(£) subject
to the constraint f&F

Theorem: The solution of the problem is

f(gm):{“”’ it & %G 5]
SR U P

where f\ is the root of the equation

& ey 24y a8 = 4

(o B
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