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S z e le z s á n  Jánosi

Egy d i s z t r ib ú c ió s  p a ra m é te re s  o p t im a l iz á lá s i  f e l a d a t

m egoldása

Tegyük f e l ,  hogy a r e n d s z e r  v i s e lk e d é s é t  o lyan  k é t ­

v á l to z ó s  u { x ,t)  függvény  Í r j a  l e ,  am elyet V o l te r r a  

t ip u s u  o p e rá to r ra l

t
u ( x , t )  = Kf = K ( x , t , s )  f ( s ) d s  / 1 /

о

a la k b a n  á l l í th a tu n k  e l ő .  Vegyük úgy, hogy f  ( s) a 

v e z é r lő fü g g v é n y ; e függvény  h a tá s á ra  a re n d s z e r  а К 

o p e r á to r  á l t a l  m e g h a tá ro z o tt  á l l a p o tb a  j u t .

I s m e r e te s ,  hogy 1 /  a la k ú  p é ld á u l az

ut  = a2uxx  

u (x ,o )  = 0

u ( o , t )  = f ( t )  O - t ^ T ,

h ő v e z e té s  d i f f e r e n c iá le g y e n le té n e k  m egoldása t . i .  i t t

t
u(x_>t) =  ̂ K ( x ,t - s )  f ( s ) d s
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K ( x , t - s )
X e

2
X

Ebben az e se tb e n  a z t  m ondhatjuk, hogy a fo ly am ato t a 

ta r to m á n y  h a tá rá n  v e z é re l jü k .

Legyen g (t)> 0 eg y  a d o tt  Lj függvény. Legyen

xQ > о a d o tt  p o n t.

T e k in tsü k  a

T у
J ( f )  = ^[g+u (x Q, t ) J d t  2 /

о

f u n k c io n á l t ,  aho l T a d o tt  szám.

J e lö l jü k  u (x Q, t ) - t  A f-v e l . Ekkor a 2 /  fu n k c io n á l 

a la k j a

J ( f )  = ( A f  +g, A f  + q )  

ah o l ( , )  a s k a lá r s z o r z a t  j e l e .

Legyen F a következő  függvényhalm az
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F a | f ( t ) :  1 /  f ( t )  szakaszonkén t fo ly to n o s

[ o ,  T J  -ben

T
2 /  J f ( t ) r ( t ) d t  = q 

о

3 /  о -  a( t )  - f ( t )  -  b ( t )

aho l a { t ) <  b ( t )  t 6  [ 0 , т ]  t e t s z ő le g e s  in te g r á lh a tó  

függvények , r ( t ) > о sz ig o rú a n  monoton növekvő, a b s z . f . ,  q 

p e d ig  a d o t t  k o n s ta n s , m elyre

T T
( a ( t ) r ( t ) d t ^ q  < ^ b ( t ) r ( t ) d t  . |  
о о

F e la d a t :  K eressük meg az F halm aznak a z t  az f*  

e le m é t , am elyre a J ( f )  fu n k c io n á l minimumot vesz  f e l .

T é te l :  Tegyük f e l ,  hogy K(xQ, 8 , t ) ^  o,  és t-b e n  monoton 
csökken.

Akkor a  f e l a d a t  e g y e tle n  m egoldása

) a( t )  
( t )  =

,b( t )

ha 0 - t  

ha t

é az

T

T ( I )
j f  ( t ) r ( t ) d t  = q 
о

ah o l
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e g y e n le t gyöke.

B iz o n y ítá s ;

E lő szö r m egm utatjuk, hogy az

F ( J ) ! ф
f  ( t ) r ( t ) d t q

eg y en le tn ek  e g y e tle n  v a ló s  gyöke van .

U gyanis m a j d n e m  m i n d e n ü t t
T (£) -b

—  = —  (  (rMf ( t ) d t  = —  Г ( b ( t ) r ( t ) d t
H  d Г  о }

J.

 ̂ a ( t ) r ( t ) d t ] =  r (  ^  f  b( j^) - a ( ^ ) ] > <

0

S  2 t y .

v a g y is  F( ) monoton növekvő. V ilág o s , hogy F( ^ ) 

fo ly to n o s  I s .  Mivel e z en k ív ü l

T T
F( o) = ^ a ( t ) r ( t ) d t   ̂ b ( t ) r ( t ) d t  = F( T)

о о

e z é r t  e g y e tlen  ^  v a ló s  gyöke van a (o ,T)  I n t e r v a l ­

lumban az F( ? ) = q e g y e n le tn e k .
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Most m egm utatjuk, hogy f ^ \ t )  o p t im á l is  m egoldás

M in d en ek e lő tt v i lá g o s ,  hogy f ^ ( t )  m egengedett meg­

o ld á s ,  azaz f ^ ( t ) 6 F .

T
U gyan is  a ( t )  -  f ^ \ t )  -  b ( t ) , és   ̂ f ^ ( t ) r ( t ) d t  = q,

о

Most m egm utatjuk , hogy f  ( t )  m in im a l iz á lja  a / 3 /  f u n k c io n á l t .  

F un k c io n á lu n k a t a következőképpen a la k í th a t ju k  á t :

J ( f )  = (Af ,  Af) -  2(Af ,g)  + ( g , g )  =

= (A* Af,  f )  -  2 ( f ,  A*g) ♦ ( g , g )

( i t t  AM az A o p e rá to r  a d ju n g á l t j á t  j e l e n t i . )

Az A1* A = В, ~2k*g a h j e l ö l é s s e l

J ( f )  = (Bf ,  f )  ♦ ( h , f )  ♦ ( g , g ) .

A ( g . g )  s z o rz a t  e lh a g y h a tó , Így  a to v áb b iak b an  elegendő  a 

J ( l ) ( f )  = ( B f , f )  ♦ ( h , f )  

f u n k c io n á l t  v i z s g á l n i .

A " d u á l l B "  fu n k c io n á l

Az e r e d e t i  f e l a d a to t  úgy o ld ju k  meg, hogy m egszerkesztünk  egy 

" d u á l i s "  l i n e á r i s  f u n k c io n á l t .

T é te l t

Az f “ e F elem akko r és  csak akkor m in im a liz á lja  J ^ ^ ( f )  

f u n k c io n á l t ,  ha m in im a liz á lja  (az  F halm azon) a
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J í 2 ^ ( f )  = (2Bf* + h , f  )

" l i n e á r i s "  f u n k c io n á l t .

B iz o n y ítá s :

A b iz o n y ítá s b a n  ugyanazt a m ódszert a lk a lm azzu k , am it fj]  -ben  

a lk a lm a z tu n k .

Tegyük f e l ,  hogy f*  m in im a liz á lja  a J ^ ^ ( f )  f u n k c io n á l t  az 

F halm azon. Legyen f e  F egy f*  - t ó i  különböző elem . Vegyük az

f i 0 * * ^ 1

fü g g v én y t.

Az F halm az konvex. U gyanis, ha f^ €  F é s  f ^ f  F, akkor 

1 . 'A f< + (í — ^ )f í  s z in té n  szak aszo n k én t fo ly to n o s

г .  f f c W  + t t-Mf.UII 'WJdt
d,

0 ß

=  A  / +  Í Í - A )  frli)f2(i)dt  -  

1 . 01

=  ^ q  +  И — ^ ) (  ̂ =  ç  

5 .  Q(i) = Л olt) + h - ^ )  ölti —

^  ' х № + ( 1 - Ш П ) ^ Ш ) + ( 1 - л ) ь а ) =  bit)



-1 2 2

Ez v is z o n t  a z t  j e l e n t i ,  hogy f ^  ( t ) e  F .

T ek in tsü k  a

itt)- j"V>) =  ( S f M - M f + W  

+ (h, H - W  + i f )

fu n k c io n á l t  m int a À v á lto z ó  fü g g v é n y é t. A s z o rz á s o k a t  e lv é g e z ­

ve a  következő  a lak b an  i s  f e l í r h a t ó :

itt)= 3 M t f ‘ ) + ( 2 B f > h ,  f - f n  +

+ { B t f - n ,  í - n f

A 'P(^) függvény a 0  — Á —  1 in te rv a llu m b a n  a  f e l t é t e l  s z e ­

r i n t  > = о m e l le t t  v e sz  f e l  minimumot, m ert a f e l t e v é s  s z e r in t  

f* 6  F o p t im á l is  m egoldás.

E zé rt

o  ^  <p‘(0) =  (2Bf*+h,  f ~ f )  A /

De m ivel ( B f , f )  = (A* A f , f )  = ( A f , á f ) > 0 ,  e z é r t  

J ( f * )  = f { o )  <4>( 1) = J ( f ) .

Ez v is z o n t  / 4 /  a la p já n  a z t  j e l e n t i ,  hogy f*  az e g y e tle n  o lyan  

F -b e l i  e lem , amelyre

(2Bf* ♦ h , f * ) ^ ( 2 B f *  ♦ h , f ) .

De ez éppen a z t  j e l e n t i ,  hogy f *  m in im a liz á lja  a [2 3 t*  + h , f )  

l i n e á r i s  f u n k c io n á l t .
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Most az e le g e n d ő ség e t b iz o n y l t ju k .

Tegyük f e l  t e h á t ,  hogy f * €  F m in im a liz á lja  a (2Bf* + h , f )  

f u n k c io n á l t ,  azaz

(2B f* + h , f - f * ) ^ o ,  ah o l f 6 F  t e t s z ő le g e s  m egengedett függvény.

A J ^ (  ^ ) fu n k c io n á lr a  f e l í r h a t j u k  a k ö v e tk e z ő k e t:

j"1 íf'+z) -  (fi ( j “+z ) ! f “+z) -h ( f "+z , h) - 

=  f ' l p  + l 2 B f ' > h , z ) * ( 8 z , z )

Legyen z = f - f * .

Ekkor:

J '"(f)- тГ-П ■
V iszon t a f e l t e v é s  s z e r i n t  {2Bf* + h , f - f * )  ^  о és  

( B ( f - f * ) , f - f * ) > o,  e z é r t  f e n n á l l  az

J ( l ) ( f )  -  J ( f * ) >  о

azaz

J ( l ^ ( f ) > J ( f * )  

e g y e n lő tle n s é g .

E zzel t é te lü n k e t  b iz o n y í to t tu k .

Az 1 . t é t e l t  a f e n t i  t é t e l  f e lh a s z n á lá s á v a l  b iz o n y l t ju k .

Vezessük be a

3 f ( t )  = 2Bf* ♦ h 

j e l ö l é s t .

í r j u k  k i  ^ £ ( t )  j e l e n t é s é t .



^C( t )  = 2A*Af* ♦ 2A*g = 2A*(Af* + g) =

T
= 2 £ K(x0 , 8 , t )

t

8

(  K(x0 ,8 ,T ) f* (T ) d t  ♦ g ( s )
- о

ds

M ivel a f e l t e v é s  s z e r i n t  K(x0 , s , t )  à о,  g ( s )=^o  

f * ( T ) - o ;  ( o ^ s - T ,  o ^ t ^ T ,  o ^ T - T ) ,  e z é r t  

'^’( t ) > O î  ( o ^ t < T )  é s ' á f ( t )  monoton csökken .

Most m egm utatjuk, hogy f  ^  ( t )  o p t im á l is  m egoldás.

Az e lő b b i  t é t e l  é rte lm é b en  a J ^ ^ ( f )  fu n k c io n á l 

h e l y e t t  elegendő az

/  ( f )  = (2B f* + h , f )  = ( 3 £ , f )

l i n e á r i s  f u n k c io n á l t  m in im a liz á ln i az F halm azon, 

aho l f *  = f ^  az e r e d e t i  f e l a d a t  o p t im á lis  megol­

d á s a .

Tegyük; f e l ,  hogy l é t e z i k  olyan f ° ( t ) 6 F  függvény, 

m elyre

I  ( f ° )  í  /  ( f ^ )

azaz

O Í , f ° )  í  ( 9 f , f  Ф )

v a g y is , k i í r v a  a s k a lá r s z o r z a t  j e l e n t é s é t  óa rendezve  

T
о í  [  # ( t ) [  f ^ ( t )  -  f ° ( t ) J  d t V

о

M egm utatjuk, hogy f ° ( t )  = f ^ ( t ) .
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A á /  e g y e n lő t le n s é g e t

J T
о - ^  ( t )  [  a ( t ) -  f ° ( t ) ]  d t  + ^ a t ( t )  [  b ( t )  -  f ( o ) ( t ) ]  dt

I
az az

[ * a C( t ) [  f ° ( t )  -  a ( t ) ]  d t í  Î 3 t ( t ) [  b ( t )  - f ° ( t ) ]  d t

0 I
a lakban  I s  f e l í r h a t j u k .

Alkalm azzuk a f e n t i  e g y e n lő tle n sé g  m indkét o ld a lá r a  

a k ö z é p é r té k t é te l t ,  a z t  k ap juk , hogy bizonyos 

o í  ^  ^  о - \  z  ^  m e l le t t

1 4 j
ЭС{0) I  ( f ° ( t )  -  a ( t ) ) d t  + 3t (^)  [  ( f ° ( t ) -  a ( t ) ) d t  ±

°  \ h
j f b( t)-f°( t)] at ♦•>{(« ( [ь( t) -  t°(t)j at

5  h
Mivel 9 Í ( t )  - o  monoton csökken és f ° ( t )  -  a ( t )  - o  

b ( t )  -  f ° | t ) ? 0 e z é r t

A t

T>U^) j [ f ° ( t )  -  a ( t ) ]  d t  ^ae(^) j [ b ( t )  -  f ° ( t ) j  d t
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azaz

1

-  a ( t ) ]  d t  ^ ( [ b U )  -  f ° ( t ) ]  d t

1
vagy!a

о ^ \  [ a ( t )  -  f ° ( t ) ]  d t  + ( [ b ( t )  -  f ° ( t ) ]  d t  =
о  l

T (i) í
= Î  [  f  * ( t )  -  f°( t ) ]  d t  5 /

I

M ivel a ( t )  -  f ° ( t )  - o ,  azaz j [ a ( t )  -  f ° ( t ) j  d t  -  о
О

T
é s  b ( t ) - f ° ( t ) - o  azaz ^ £ b ( t ) - f ° ( t ) j d t ^ o

1e z é r t

T

I  [  f  -  f° (tO  ]  <X* о 6/

Ebből azonban k ö v e tk e z ik , hogy 

/ A \ t )  = f ° ( t ) .

U gyanis f ^ \ t )  é s  f ° ( t )  i s  m egengedett 

m egoldás, e z é r t

T
 ̂ [ ( f  ( t )  -  f ° ( t ) ]  r ( t ) d t  = о

о
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I n te g r á l ju n k  a f e n t i  in te g r á lb a n  p a r c i á l i s á n ,  a z t  kap­

ju k , hogy

fe lh a s z n á lv a  az 5 /  és  6 /  e g y en lő ség e t a z t  k a p ju k , hogy

E zzel á l l í t á s u n k a t  b e b iz o n y í to t tu k .
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S_u_m_m_a_r_y

S o lu t io n  o f  an O ptim al C o n tro l Problem  in  a 

D is tr ib u te d -P a ra m e te r  System 

S z e le z sán  János

L et u s  assume t h a t  th e  behav iour o f  th e  system  I s  

d e s c r ib e d  by a s t a t e  fu n c t io n  u ( x , t )  w ich can be 

e x p re s s e d  as

L e t u s  assume t h a t  f ( s) i s  th e  c o n t r o l  f u n c t io n .

L e t g ( t) ? 0 b e  g iven  fu n c t io n .

L e t u s c o n s id e r  th e  fu n c t io n a ls

L e t P be th e  fo llo w in g  c o n tr o l  fu n c t io n  s e t .

P = ^ f ( t )  s 1 . p ic e -w is e  c o n tin a a u s  

T

t
K ( x , t , s )  f  ( s )  d e , where K ( x , t , s )  ? 0

о

f (  t )  r ( t ) d t  = q
о
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where r ( t )  > о i s  m onotonously in c reas in g ^  q a g iven

c o n s ta n t

3 . о - a ( t )  - f ( t )  - b( t )  ; a ( t ) < ^ b ( t )

Problem : I t  i s  re q u ire d  to  m inim ize J ( f )  s u b je c t

to  th e  c o n s t r a in t  f  t P

Theorem: The s o lu t io n  o f th e  p roblem  i s

, Ф , . >  J * (t>
l  b( t )  i f  £  г  t  i- f i

where ^ i s  th e  ro o t  o f th e  e q u a tio n

T
( f ^  ( t )  r ( t )  d t  = q
t

0
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