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E le k t r o s z ta t ik u s  és s ta c io n á r iu s  e lek tro m ág n eses  t é r  a lap eg y en 

l e t e i n e k  m egoldása e le k t ro n ik u s  szám ológéppel 

R enner Gábor

B evezetés

A v illa m o s s á g ta n  s ta c io n á r iu s  t é r e g y e n le te in e k  m egoldása z á r t  

alakban tö b b n y ir e  csak egyszerűbb  e lre n d e z é se k  és h a t á r f e l t é t e 

le k  e s e té n  s i k e r ü l .  E zé rt k o n k ré t  problém ák m egoldására már r é 

gebben k id o lg o z ta k  olyan m atem atik a i m ódszereket ( a n a l i t i k u s  és  

num erikus k ö z e l í tő  m ódszerek ), amelyek jó v a l  á l ta lá n o s a b b  f e l 

t é t e le k  m e l l e t t  leh e tő v é  t e s z i k  a té r e g y e n le te k  m eg o ld á sá t, a 

té r je l le m z ő k  m eg h a tá ro z á sá t. Ezek a m ódszerek sok e se tb e n  ig en  

nagy m ennyiségű szám olási munkát k ö v e te ln e k , e z é r t  k i t e r j e d t  

a lka lm azásuk  a  nagysebességű  e le k t ro n ik u s  szám ológépek m eg je le 

n ésév e l v á l t  Id ő sz e rű v é .

Az MTA S z á m ítá s te c h n ik a i  K özpontjában  1967. nyarán  e lk é s z ü l t  d ip 

lom aterv  fo g la lk o z ik  a szám ológép i té r s z á m ltá s r a  le g in k á b b  s z ó -  

bajövő m atem a tik a i m ódszerekke l. T á rg y a l ja  a p o te n c iá lfü g g v é n y  

s o r f e j t é s é t ,  m int a n a l i t i k u s  e l j á r á s t ,  v a lam in t a d J . f f e r e n c iá l -  

eg y e n le te k  m ódszerét; ezen b e lü l  az e g y e n le tre n d s z e r  k é t  megol

d á s i l e h e tő s é g é t .  ( I t e r á c i ó  és  C on te-C arló  m ódszer.) A d ip lom a

te rv b en  m e g ta lá lh a tó  ezen  m ódszerek a lk a lm a z á sa , k o n k ré t p ro b 

léma m e g o ld á sá ra .
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1» A té r s z á m ltá s  a la p ,1 a i

S ta c io n á r iu s  és  s z ta t ik u s  v i l la m o s te r e k  p o te n c iá l - e lo s z tá s á n a k  

m eg h a táro zásá ra  a Maxwell e g y e n le te k b ő l adódó

L a p lac e -P o isso n  e g y e n le t s z o lg á l .  Ha a p o te n c iá le lo s z lá s  a t é r  

o ly an  részéb en  k e re se n d ő , a h o l a tö l té s s ü r ü a é g :  S  (x,y,z) = 0

akkor a L ap lace -P o isso n  e g y e n le t az  egyszerűbb

L a p la c e -e g y e n le tre  e g y sz e rű sö d ik . F e n t i  e g y e n le tek  h e ly  s z e r in t  

nem v á lto z ó  d ie le k tro m o s  á l la n d ó ra  ( £  ) é rv é n y e se k .

Az / 1 / ,  / 2 /  p a r c i á l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le te k  m egoldásához a t ö l -  

tó s s ü rü s é g e n  k iv ü l  a p e r e m f e l té te le k e t  i s  meg k e l l  a d n i .  Ezek 

m atem atik a i szem pontból a köve tkezők  le h e tn e k .

1 .  /  Z á r t  tartom ány  h a tá rá n  a p o te n c iá ln a k  e l ő i r t  é r t é k é t  k e l l  f e l 

v e n n i.  ( D i r ic h le t  p ro b lém a .)  Ez az e s e t  á l l  e l ő ,  ha m eghatá

r o z o t t  p o te n c iá l r a  k ö t ö t t  e le k tró d á k  t e r é t  k e l l  m eg h a táro zn i.

2 .  /  A szóbanforgó  ta rto m án y  h a tá r á n  a t é r e rő s s é g  n o rm á lis  irá n y ú

A U = - i / 1 /

a D = 0 / 2/

komponense, azaz a d o t t ,  p é ld á u l tö ré s tö rv ó n y e k -

bő l adódó h a t á r f e l t é t e l e k  e s e té n .  (Neumann p ro b lé m a .)

3 . /  E lő fo rd u lh a t  te rm é s z e te s e n , hogy mind 1 . / ,  mind 2 . /  t ip u s u  

h a t á r f e l t é t e l e k  sz e re p e ln e k  a p e re m fe l té te le k  k ö z ö t t .
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A f e n t i  d i f f e r e n c iá l e g y e n le t e k e t  k i e l é g í t ő  függvények k ö z ü l so k a t 

ism erünk, azonban  az e l ő i r t  p e re m fe l té te le k  é rv é n y e s íté s e  á l t a l á 

ban nehéz f e l a d a t .  A p e re m fe l té te le k n é l  i s  tö b b n y ire  nem U, vagy
ъи t e t s z ő l e g e s  v á l to z á s a ,  hanem a perem  s z a b á ly ta la n  a la k j a  

okoz n e h é z s é g e t .  E z é rt száraológépl a lk a lm a z á s  szem pontjábó l i s  

e lső so rb an  azok a m ódszerek jö h e tn e k  s z á m ítá s b a , amelyek a t a r t o 

mány a la k j á r a  vonatkozóan tá g  le h e tő s é g e k e t  b iz to s í ta n a k .

Áramok m ágneses t e r é t  á l t a lá b a n  nem je l le m e z h e tjü k  s k a lá r  p o te n 

c i á l l a l ,  m ert a H mágneses té r e rő s s é g  r o t á c ió j a  nem azonosan 

z é ru s . De megadhatunk egy A v e k to r p o te n c i á i t ,  melynek r o t á c i ó 

j a  a m ágneses in d u k c ió v e k to r t  a d ja :  В = ro tA . Ezen v e k to rp o 

t e n c iá i  k is z á m ítá s á r a  a Maxwell e g y e n le te k  a la p já n  d iv  A = 0 

v á la s z tá s s a l  а  д A = -  yu J e g y e n le te t  k a p ju k . D e sc a rte s  k o o r

d in á tá k ra  k i í r v a :  a A í. != —/ í \ i л А у = у .i Jy a Az = —

vagyis az A v e k to rp o te n c iá i  mindhárom komponense L a p lac e -P o lsso n  

e g y e n le te k e t  e l é g í t  k i .

Ha a t é r s z e r k e z e t  a té rn e k  csak  á ra m v e z e tő k tő l m entes ré sz é b e n  

é rd e k e s , a  m ágneses té r e r ő s s é g  egy e g y sz e re se n  összefüggő  t é r 

részb en  le v e z e th e tő  az Uffl c ik l ik u s  m ágneses p o te n c iá lb ó l :

A = - g ra d  lijjj. Ezen mágneses p o te n c iá l  m eg h a táro zásá ra  a á l lm=o 

Laplace e g y e n le t  ad ó d ik .

Mindezek az e g y e n le te k  csak  té rb e n  á l la n d ó  é s  az in d u k c ió tó l  

fü g g e tle n  m ágneses p e rm e a b i l i tá s  ( yu ) f e l t é t e l e z é s é v e l  ig a 

zak, Íg y  a g y a k o rla tb a n  e lő fo rd u ló  inhomogén és fe rro m ág n eses
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anyagokat ta r ta lm a z ó  te re k b e n  á t a l a k í t á s r a  s z o ru ln a k . A diplom a

t e r v  t á r g y a l j a  a p o te n c iá le g y e n le te k  a la k já t  h e ly  függvényében 

v á lto z ó  p e rm e a b i l i tá e  e se té n  l / d = / ^ ( r ) j  ás s z á m ítá s i  mód

s z e r t  ad az In d u k c ió tó l  függő p e rm e a b i l i tá e  f ig y e le m b e v é te lé re  

i s .

2 . M egoldás s o rb a fe .lté s  s e g í t s é g é v e l

A t é r s z á m i t á s i  problém ák nagy c s o p o r t ja  megoldható» ha s ik e r ü l  

a h a tá rg ö rb e  m enti p o te n c iá lv á l to z á s t  o lyan  függvények s z e r i n t  

h a lad ó  s o rb a  f e j t e n i ,  melyek

1 .  o r to g o n á l is  fü g g v én y ren d sze rt a lk o tn a k

2 . m ego ldásai a L ap lace e g y e n le tn e k .

N ev eze tesen  s z e p a rá c ió v a l a  L ap lace  e g y e n le t köve tkező  á l t a lá n o s  

m egoldásaihoz ju th a tu n k  ( [ l ] ) .

D e sc a rte s  k o o rd in á tá k  e s e té n t

U( x y z )  =  Ц  TJ (Aki e * *  + В  ki e ^ iX)
k ,=1 / 3 /

ki + ki +k3 = 0

А к s z e p a rá c ió s  á lla n d ó k  e l ő j e l é t ő l  függően az e x p o n e n c iá lis  

függvények átmennek h ip e r b ó l ik u s ,  i l l e t v e  t r ig o n o m e tr ik u s  függ

vényekbe .

H engerkoo rd iná ták  e s e té n t

U i r ÿ z )  =  Ц  L  [Дь.Л» + B kmN m ][A m  SÍP ПН? + В т С (й Г П ^] ' / 4 /к m
*ÍAeta + B * é kt]
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ahol J m(k r )  ée  Nm(k r)  az m -edrendü B eese l i l l e t v e  Neumann 

függvények. I t t  к v a ló s  vagy k é p z e te s  v o l t á t ó l  függ , hogy az 

e x p o n e n c iá lis  függvények m ilyen függvényekbe mennek á t .  

Göm bkoordináták e s e té n :

U lr H l =  ÍL Y _ ÍA kr k + -3h ][A mcos rn>j)+B m S in  m f ] /f (cosŰ) /5/
k m  '

I t t  F*(cos "Ф) a k -ad ren d ü  k a p c s o lt  L egendre függvény. Sok e s e t 

ben к és m é r t é k e i  fo ly to n o sa n  o sz la n a k  e l ,  és  ekkor a szum- 

mákat m in d en ü tt in te g r á lo k  h e l y e t t e s i t i k .

A módszer h a s z n á la ta  akkor e lő n y ö s , ha  k o o r d in á ta f e lü le te k  h a tá 

r o l já k  a  v i z s g á l t  t é r r é s z t ,  é s  -  a h a t á r f e l t é t e l t  j e l e n tő  -  po

t e n c i á lv á l to z á s  ezek mentén a d o t t .  Ekkor a p e re m fe lü le t  param é

t e r é t  a / 3 / ,  / 4 /  é s  / 5 /  eg y en le tek b e  h e l y e t t e s í t v e ,  a p o t e n c i á l -  

v á l to z á s t  a megmaradó v á lto zó k h o z  t a r to z ó  függvények s z e r i n t  

kapjuk  s o r b a f e j tv e  (T rig o n o m etrik u s  s o r ,  B eesel függvények, f e l ü 

l e t i  gömbfüggvények s z e r i n t i  s o r ) . Ha az e l ő i r t  p o te n c iá lv á l to 

z á s t  i s  s i k e r ü l  e függvények s z e r in t  s o r b a f e j t e t t  a lakban  e l ő á l 

l í t a n i ,  ak k o r e g y ü tth a tó  ö s s z e h a s o n l í t á s s a l  a / 3 / ,  / 4 /  é s  / 5 /  

e g y e n le te k  e d d ig  is m e re t le n  e g y ü tth a tó i  m eghatározha

tó k .

Szám ológépre a lkalm azva e z t  a  m ódszert m in d en ek elő tt szükség  

van o ly an  s z u b r u t in r e ,  am ely az i t t  s z e r e p lő  függvények é r t é k e 

i t  bárm ely h e ly e n  k i s z á m ít ja .  T rig o n o m etrik u s  függvényeket s z á 

moló s z u b ru tin o k  r e n d s z e r in t  minden szám ológépnél m e g ta lá lh a tó k , 

a B essel é s  göm bfüggvényekre p ed ig  e l  k e l l  k é s z í te n i  e z e k e t ,  ha
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nem sz e re p e ln e k  a szám ológép s z u b ru t in  k ö n y v táráb an . A d lp lo m a te rv  

s p e c i á l i s  ré sz é b e n  h engersz im m etrikus  té r s z á m itá s i  p roblém a k id o l 

gozása s z e r e p e l j  Íg y  i t t  a  B esse l függvény  h e l y e t t e s í t é s i  é r t é k e i t  

k isz á m ító  s z u b ru t in  i s  m e g ta lá lh a tó . A fü g g v én y é rté k e k e t konvergens 

h a tv án y so r s e g í t s é g é v e l ,  nagy v á lto z ó k  e s e té n  a P o in c aré  f é l e  sem i- 

konvergens s o r r a l  l e h e t  k is z á m íta n i ,  e lő r e  megadható m ax im ális  h i 

bával .

E lőzőek s z e r i n t  a szám ológéppel v é g re h a jta n d ó  m űveletek a  k ö v e tk e 

zők!

a .  /  A h a tá ro n  a d o tt  p o te n c iá lv á l to z á s t  l e i r ó  függvény s o r b a f e j té a e

a f e n t i  függvények s z e r i n t .  D i g i t á l i s  számológépek e se té b e n  

az i s  m e g fe le lő , ha d i s z k r é t  ad a to k  á l ln a k  r e n d e lk e z é s re ,  p é l 

d áu l m éré s i eredmények fo rm á jáb an . Maga a s o r f e j t é s  in te g r á lo k  

k is z á m ítá s á t  k ív á n ja  meg, ami v a la m ily e n  num erikus ( t r a p é z ,  

Sim pson, M onte-Car16 s t b . )  m ódszer s e g íts é g é v e l  t ö r t é n h e t .

b .  /  A^, e g y ü tth a tó k  k is z á m ítá s a  e g y ü t th a tó ö s s z e h a s o n l i tá s s a l ,

ami e g y sz e rű  a r i tm e t ik a i  m űveletek  e lv é g z é s é t  t e s z i  sz ü k sé 

g e s s é .

c .  /  A k a p o t t  eredm ény k i é r t é k e l é s e .  M ivel a végeredmény i s  vég

t e l e n  s o r  a la k já b a n  a d ó d ik , num erikus eredm ényt úgy kapha

tu n k , hogy e so r  egy r é s z le tö s s z e g é t  t e k in t jü k .

Az ö s s z e g e z é s t  c é ls z e rű e n  egy c ik l ik u s  program  f o g j a  v é g e z n i .  A 

c ik lu s  l e h e t  k ö t ö t t  h o sszú i ez e s e tb e n  e lő r e  k i  k e l l  s z á m íta n i
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m aradékbecslő  form ulák s e g í t s é g é v e l ,  hogy az a d o tt  p o n to ssá g  e l 

é réséhez  hány ta g o t  k e l l  figye lem be  v e n n i .  De a c ik lu s  h o s s z á t  

a  c ik lu sb a n  s z e re p lő  eredmény ( r é s z le tö s s z e g ,  maradók) é r t é k é t ő l  

i s  függővé t e h e t j ü k .  A dott p o n to ssá g  e lé r é s é h e z  szükséges ö s s z e 

adandó tag o k  száma m e g á lla p í th a tó , ha  tu d ju k ,  hogy a s o r  t a g j a i  

le g a lá b b  m ily en  rendben csökkennek , azaz  mennyi az o(> 1 k i t e 

vő m axim ális é r t é k e ,  hogy

ho к ^  К / 6 /

A C á l la n d ó t  úgy k e l l  megvá

l a s z t a n i ,  hogy к = yí. e s e té n  

a  l é p c s ő s ,  és a fo ly to n o s  g ö r

be eg y b eessen , v a g y is  / 6 /  s z e 

r i n t i

Az e laő  К t a g  ö sszead ása  u tán  a h ib a  ( €  ) az e lh a g y o tt  tagok  

ö sszeg e , ami a  lé p c ső s  függvény görbe a l a t t i  t e r ü l e t é v e l  eg y ez ik  

meg. Ez b iz to s a n  k ise b b , m in t a f o ly to n o s  görbe a l a t t i  t e r ü l e t ;

CD OD . /  oL _ . Ш

e< Q * K U /7/
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J e le n  e s e tb e n  te h á t  a lé p c s ő s  és  a fo ly to n o s  függvényt a még ép

pen ö s s z e a d o t t  ta g n á l  i l l e s z t e t t ü k .  Ez a  h ib á ra  a v a ló ságoshoz  

köze lebb  e ső  é r t é k e t  ad , m in tha az i l l e s z t é s  egy r ö g z í t e t t  h e lyen  

( p l .  az e l s ő  ta g n á l)  tö r té n n e .  (L ásd  az á b r á t . )

Az e l j á r á s  j ó l  h a sz n á lh a tó  p o z i t ív  ta g ú  so rok  e s e té n .  V áltakozó  

e lő j e lű  s o ro k n á l -  m ivel a  lé p c s ő s  gö rbe  t e r ü l e t e i  e lő je le s e n  

adódnak ö s s z e ,  -  a / 7 /  k i f e j e z é s  r o s s z  b e c s lé s t  ad .

3 . D if fe r e n c iá le g y e n le te k  m ódszere

Az e lő ző  m ódszer a lk a lm azásak o r komoly m egkötést j e l e n t ,  hogy 

tö b b n y ire  c sak  akkor k iv i t e l e z h e tő  a s z á m ítá s , ha a p e re m fe lü 

l e t e k  a m eg fe le lő en  v á l a s z t o t t  k o o rd in á ta re n d s z e r  k o o rd in á ta f e 

l ü l e t e i v e l  e snek  egybe. J ó v a l nagyobb szab ad ság g a l ren d e lk ezü n k  

a peremek a l a k j á r a  vonatkozóan a véges  d i f f e r e n c ia  e g y e n le te k  

h a s z n á la ta k o r .  M ivel a h a tá rm e n ti p o t e n c i á l e lo s z l á s t  csak  d i s z k r é t  

pontokban k e l l  is m e rn i ,  az e z t  l e i r ó  függvény ig e n  á l t a l á n o s  l e 

h e t .  Ugyanez vonatkoz ik  a P o isson  e g y e n le tb e n  a t ö l t é s e l o s z t á s t  

l e i r ó  függvény re  i s .

a . /  A d i f f e r e n c i a  e g y e n le te k _ f e l í r á s a ._

A d i f f e r e n c ia  e g y e n le te k  f e l í r á s á r a  e lő s z ö r  e lk é s z í t jü k  a  v i z s 

g á l t  ta r to m á n y  k o o rd in á ta v o n a la k b ó l, i l l e t v e  k o o r d in á ta f e lü le 

te k b ő l á l l ó  b e o s z tá s á t .  (A problém a te rm ész e té h e z  igazodó  k o o r -
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d in á ta re n d s z e r  h a s z n á la ta  j e l e n  e se tb e n  i s  e lő n y ö s .)  íg y  a t a r 

tomány b e ls e jé b e n  és h a tá r á n  m etszésp o n to k a t kapunk. A d i f f e r e n 

c iá le g y e n le te t  ezen pontokban  f e l i r t  d i f f e r e n c i a  e g y e n le te k k e l 

h e l y e t t e s i t j ü k .

A különböző k o o rd in á ta re n d sz e re k b e n  f e l i r t  L ap lace k i f e j e z é s  a 

p o te n c iá lfü g g v é n y  e ls ő  é s  m ásodik d e r i v á l t j a i t ,  v a la m in t a  v á l 

tozók  kü lö n b ö ző  fü g g v é n y e it t a r ta lm a z z a .  A d i f f e r e n c iá lo p e r á c ió 

k a t  h e l y e t t e s i t j ü k  o lyan  d i f f e r e n c ia k i f e j e z é s e k k e l ,  am elyek a 

függvény é r t é k e l t  ta r ta lm a z z á k  a kö rnyező  pontok va lam ely ik éb en  

( lá s d  5 ) •  íg y  Ж1- г а  a köve tkező  k i f e j e z é s e k e t  kapjuks

D esca rte s  k o o rd in á tá k  e s e té n :

A U  fu(x+áx.y.zj -2u(x.y,z) + и ( х - А * ) у , г ) ]  +

+,-7-ufü(x.y+áy,z) - 2 u ( x y z )  4 u ( x , y - A y . z ) ]  +

(ЛЧ) / 8/
+  i ^ j i [ u l X , y . Z + A z )  - 2 u ( x y z )  4 u ( x . y . Z - A Z ) ]

H engerkoord iná ták  e e e té n :

A U  =  ^ y í [ u l r ^ r J . z ) * u ( r - A r J . z ) - 2 u ( r , i f > l z ) ]  4 

+ Ш а г ) Ш Г + ^ Г ' 0 Z )  -  U ( r - A T ,  f i z )  4 
+  J T J ^ i í U  (r. f+Af , Z ) - 2 u ( r . t z ) +  U (Г. -P-Af2)]+ / 9/

-t- -{—JT [U (rJ.Z + AZ) -  2u(rJ.z) 4 ulr.if.Z-Az)]
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Mivel azonban Д u = о i l l e t v e  P o isson  e g y e n le tn é l  д и  = f ; 

a / 8 /  é s  / 9 /  e g y e n le t  a la p já n  ö s sz e fü g g é s t kapunk и rá c s p o n t-  

b e l i ,  és az e z t  k ö rü lv e v ő  pontokban f e l v e t t  é r t é k e i  k ö z ö t t .  A 

/ 8 /  és / 9 /  k i f e je z é s b e n  -4u -t a p o te n c iá lfü g g v é n y  rá c s p o n t

ban és az a z t  k ö rü lv ev ő  pontokban f e l v e t t  é r t é k e iv e l  f e je z tü k  

k i .  A d ip lo m ate rv  t á r g y a l j a  Ди pon tosabb  f e l í r á s a i t  i s ,  t á 

v o lab b i pontok p o te n c iá d ja in a k  f ig y e le m b e v é te lé v e l .

J a v í th a t ju k  a p o n to ssá g o t úgy i s ,  hogy a / 8 /  é s  / 9 /  e g y e n le te k  

jo b b o ld a lá n  á l l é  -  и é r t é k e i t  d i s z k r é t  pontokban  ta r ta lm a z ó  -  

k i f e j e z é s t  ( u^) a v i z s g á l t  P p o n tb e l i  L a p la c e -o p e rá lt  

egy függvényének t e k i n t j ü k :

( / 8 /  é s  / 9 /  e s e té n  u^ = A  u^)

Mivel a L ap lace e g y e n le t  s z e r in t  AU^O j k ö v e tk e z ik , hogy

Up — F  (a Up) А О /

u'p = П о ) A l /

i l l e t v e  P o isson  e g y e n le tn é l  A U p = f p  s ig y

u*P = F  (fP) / 12/

Az P függvény k o n k ré t  a la k j a ,  és ig y  А 1 /  é s  / 1 2 /  r é s z l e t e s  

f e l í r á s a  a d ip lo m ate rv b en  s z e r e p e l .
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V é g e r e d m é n y b e n  a z  e d d i g i  e g y e n l e t e k e t  m in d e n  c s o m ó p o n t r a  f e l 

í r v a  l i n e á r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r t  k a p u n k ,  m e ly b e n  a  c s o m ó p o n t i  

p o t e n c i á l é r t é k e k  a z  i s m e r e t l e n e k .

b .  /  H a t á r f e l t é t e l e k  é r v é n y e s í t é s e

b e g e g y s z e r ü b b  a  p e r e m f e l t é t e l e k e t  k i e l é g í t e n i ,  h a  ú g y  s i k e r ü l  

f e l v e n n i  a  h á l ó t ,  h o g y  a  p e r e m g ö r b e  r á c s p o n t o k o n  h a l a d  k e r e s z 

t ü l .  E z  e s e t b e n  a  p e r e m h e z  t a r t o z ó  c s o m ó p o n t o k  p o t e n c i á l j a i  a z  

e g y e n l e t e k b e n  m in t  i s m e r t  m e n n y i s é g e k  s z e r e p e l n e k .  ( D i r l c h l e t  

p r o b l é m a . )

Á t  k e l l  a l a k í t a n i  a z o n b a n  a  / 8 / ,  / 9 /  k i f e j e z é s e k e t ,  h a  a  h a t á r 
k ő

g ö r b e  m e t s z i  a  l á t ó  v o n a l a i t ,  é s  h a  k e r ü l e t m e n t i  é r t é k e i

a d o t t a k  ( l d .  a  d o l g o z a t o t ) .

c .  /  E g y e n l e t r e n d s z a r _ a e g o l d á s a _

I g e n  á l t a l á n o s  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  b e b i z o n y í t h a t ó  ( l á s d  [ 5 1 ) ,  

h o g y  a z  e m l í t e t t  m ódon  f e l i r t  e g y e n l e t r e n d s z e r n e k  l é t e z i k  e g y e t 

l e n  m e g o l d á s a .  É h n e k  m e g t a l á l á s a  a z o n b a n  s z á m í t á s t e c h n i k a i l a g  

n e h é z s é g e t  j e l e n t .  U g y a n i s  a  p o n t o s s á g  f o k o z á s a  é r d e k é b e n  a  

r á c s t á v o l s á g o t  c é l s z e r ű  m i n é l  k i s e b b r e  v á l a s z t a n i  ( a z  e l k ö v e 

t e t t  h i b a  h  m a g a s a b b  h a t v á n y a i v a l  -  2 , 4 , 6 ,  -  a r á n y o s ) ,  am i 

a  r á c s p o n t o k  n ö v e k e d é s é t  j e l e n t i .  De e z t  k ö v e t e l i  a  h a t á r g ö r b e  

j ó  m e g k ö z e l í t é s e  i s .  í g y  v é g e r e d m é n y b e n  a z  i s m e r e t l e n e k  s z á m a  

n a g y o n  m e g s z a p o r o d i k ,  n e m r i t k á n  e l é r i  a z  e z r e s  n a g y s á g r e n d e t .



Ha a ta rtom ány  nagyon eg y sze rű  (n é g y z e t, t é g la la p )  az e g y e n le t

r e n d s z e r  e g y ü tth a tó m á tr ix a  sz im m etrikus é s  ez le h e tő v é  t e h e t i  

-  a s p e c i a l i t á s t  k ih a s z n á lv a  -  nagy ism e re tle n -sz á m  e s e té n  i s  

a sz im u ltán  e g y e n le tm e g o ld á s t. íg y  v is z o n t  éppen a m ódszer le g 

nagyobb e lő n y é t -  hogy a h a tá rg ö rb e  a la k ja  t e t s z ő le g e s  le h e t  -  

nem tu d ju k  k ih a s z n á ln i .

E z é rt s z in te  valam ennyi g y a k o r la t i la g  szóbajövő  e s e tb e n  az egyen

l e t r e n d s z e r  m egoldására  i t e r á c i ó s  m ódszereket c é ls z e r ű  h a s z n á ln i .  

Ehhez e lő s z ö r  az i s m e re t le n  p o te n c iá lo k ra  k i in d u ló  é r té k e k e t  ve

szünk f e l .  B e b iz o n y íth a tó , hogy ez t e t s z é s  s z e r i n t  t ö r t é n h e t ,  de 

a  módszer sokkal gyorsabban  k o n v e rg á l, ha a m egoldáshoz k ö ze le ső  

é r té k e k e t  s ik e r ü l  f e l v e n n i .  E zért c é ls z e r ű  e lő s z ö r  egy nagy 

rá c s tá v o ls á g u  háló  p o n t ja ib a n  sz im u ltán  e g y e n le tm e g o ld á ssa l meg

h a tá ro z n i  a p o te n c iá lé r té k e k e t  (kevés i s m e r e t le n ) .  E zután  p l .  a 

r á c s tá v o ls á g o k  f e le z é s é v e l  á t té rü n k  egy finom abb h á ló r a ,  amely

nek p o n tja ib a n  i t e r á c i ó v a l  f o ly t a t j u k  az e g y e n le tre n d s z e r  megol

d á s á t .  Az á t t é r é s k o r  szü k sé g e s  ú jabb k i in d u ló  é r té k e k e t  a már 

m eglevőkből in te r p o lá c ió v a l  h a tá ro z h a t ju k  meg.

Az egy szerű  i t e r á c i ó s  m ódszerek (G a u ss- , J a c o b i-m ódszer) a  je le n  

p rob lém ára  a lkalm azva á l t a lá b a n  k i s  k o n v e rg e n c ia se b e ssé g e t ad

n a k . U gyanis a k o n v e rg e n c ia  g y o rsa sá g á ra  je lle m z ő  az egym ásutáni 

i t e r á c i ó k  különbségének  hányadosa:
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amely a z t  m u ta tja , hogy m ilyen gyorsan  csökkennek a h ibák  u 

é r té k e  a  k -a d ik  i t e r á c i ó b a n ) .  ^ h a tá r é r t é k e ,a  h a tá ra rá n y ,

L a p lace  e g y e n le t é s  t é g l a l a p  ta r to m á n y  e se té b e n  ([5 ] s z e r i n t ) :

Nem t é g l a l a p  ta r to m á n y  e s e té n  ^  - t  o lyan  t é g l a la p r a  szám ít

h a t ju k ,  amely magában f o g l a l j a  az i l l e t ő  ta r to m á n y t -  Íg y  a ha

t á r a r á n y r a  va lam iv e l k ed v ező tlen eb b  é r t é k e t  kapunk.

R é s  S n ö v e lé sé v e l ( a  csomópontok számának n ö v e lé sé v e l)  Áj, 

ig en  e rő se n  t a r t  az egység h ez , Íg y  a h ib ák  la s s a n  csökkennek.

A k o n v e rg e n c ia se b e ssé g  hatékonyan n ö v e lh e tő  a s z u k c e s s z ív  h ip e r -

r e la x á c ió  m ódszerével ( l á s d  [ 5 J ) .  E m ódszer a lka lm azásako r
(k)-  úgy m in t a G auss-m ódszérnél -  e lő s z ö r  m eghatározzuk u é r 

t é k é t ,  de a to v áb b i s z á m ítá s  szám ára nem e s t  t a r t j u k  meg, ha

nem u -nak  egy r e l a x á l t  é r té k é t :

I t t  az LJ r e l a x á c ió s  tényező  é r té k é r e  : t ^  2 .  ( (J a 1

e s e t e  a G auss-m ódszert a d j a ) .  Young d o lg o z a ta  [5 ]  a la p já n  a 

r e l a x á c ió s  tényező  o p t im á l is  é r t é k é t  a következő  k i f e j e z é s  

a d ja :

/1 3 /

I t t  ha  a é s  b a t é g l a la p  o ld a la i  ? S •

(*) , ,i (*-d
“r e l a x á l t  m U U  U /1 4 /

А 5 /
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a h o l a Л», h a tá ra rá n y  /1 3 /-Ь 6 1  sz á m íth a tó . Young k im u ta t ja  

a z t  i s ,  hogy h) f e lü lb e c s ü lé s e  -  ami \  p o n ta t la n  szám í

tá s á b ó l  adódhat, nem t é g l a l a p  tarto m án y  e se té n  -  lén y eg esen  nem 

c s ö k k e n ti  a k o n v e rg e n c ia se b e ssé g e t.

d . /  H ib ab ecslés

A m ódszer a lk a lm azásak o r h ib á t  három ok m ia tt  k ö v e th e tü n k  é l t

1 .  a  d i f f e r e n c iá le g y e n le te t  d i f f e r e n c ia e g y e n le t t e l  h e l y e t t e s í 

t e t t ü k .  G lo b á lisa n  az egész  ta r to m á n y ra  vonatkozóan megbe

c s ü lh e t jü k  a z t  a h i b á t ,  am elynél m indegyik csom óponti p o - 

t e n c i á l é r t é k  h ib á ja  k ise b b  le s z  ( l á s d  [3 ] ) .  E c é lb ó l  a t a r 

tom ányt b e fo g la ló  e l l i p s z i s  t e n g e ly e i t  ( t , s )  k e l l  is m e rn i .  

Ezekkel a h ib a  a k é td im e n z ió s  e s e t r e :

I t t  az u(xy) függvény negyed ik  d e r i v á l t j a i  a b sz o lú t

é rté k én e k  maximuma a v i z s g á l t  ta rtom ányban . M int i l y e n ,  e lő 

r e  nem is m e re te s ,  de u k i s z á m íto t t  csom ópon tbeli é r té k e i  

a la p já n  m eghatározható  Í 2 ] :

Szám ológépeknél ig en  egyszerűen  fe lh a s z n á lh a tó  h ib a b e c s lé s re  

é s  k o r re k c ió ra  R ichardson  módszere f4 ] . M egoldjuk a d i f f e r e n -

^ Mk((útf Щ ) 1) Sl t1
2 k W T P ]

+ 6 u ( x . y . z )  -  k u  (х-дх, y,zj + и (х-2дх,y . z ) J



c ia  e g y e n le te k e t  2h r á c s tá v o la á g g a l ,  ( U2h ) és h r á c s -  

té v o ls á g g a l  ( U),). Ha f e l t e h e t j ü k ,  hogy a h ib a  h va lam ilyen  

h a tv á n y á v a l (n) a rá n y o s , az e m l í t e t t  m ódszer s z e r in t  a h ib a  

n a g y ság á ra

adódik  és  m ivel ez e l ő j e l e s  m ennyiség, v e le  a  k o rre k c ió  i s  e l 

v égezhe tő  ( p l .  n = 2 e s e tb e n ) :

2 . Hiba szárm az ik  a b b ó l, hogy a görbevonalu  h a t á r t  s z ö g le te s  ha

t á r r a l  h e l y e t t e s í t j ü k ,  i l l e t v e  a v a ló sá g o s  h a tá rp o n tp o te n c iá 

lo k a t  a csom ópontokra i n te r p o lá l j u k .  Éhnek az in te rp o lá c ió n a k  

a h ibaokozó  h a tá s á t  ig e n  nehéz b e c s ü ln i ,  és lényegében  csak 

az a  kézen fekvő  m e g á lla p i tá s  t e h e tő ,  hogy a r á c s  f in o m ítá sa  

(a  h a tá rg ö rb e  jobb m e g k ö z e líté se  m ia tt)  e rő se n  c sö k k e n ti  az 

Íg y  adódó h ib á t .

3 . Ha az e g y e n le te k e t  nem sz im u ltá n  módon o ld ju k  meg, az i t e r á c i ó  

ú jabb  h ib á t  hoz b e . A h ib a  nagysága pon to san  nehezen b e c sü lh e 

t ő ,  e z é r t  a z t  az u t a t  k ö v e th e t jü k , hogy a

2"-1

I <k > ( * ' " l  i lт о *  I U  -  Ui I =  H

vagy

és <í f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s e  e s e té n  f e je z ő d ik  be az i t e 

r á c ió  ( J  e lő re  m egadott h ib a h a tá r ) .
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F e n tie k  a la p já n  a s z á m ítá s t  a szám ológép a  következő  séma sz e 

r i n t  v é g z i:



-1 4 6  -

4 »  M o n t e - C a r l ó  m ó d s z e r .

I s m e r e t e s ,  h o g y  l i n e á r i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  p e r e m é r t é k f e l a d a -  

t a l n a k  n u m e r i k u s  m e g o l d á s á r a  e l ő n y ö s e n  a l k a l m a z h a t ó  a  p r o b lé m a  

▼ a l ó s z l n í l s é g s z á m l t á s l  m o d e l l j e ,  I l l e t v e  a n n a k  k í s é r l e t i  v i z s g á l a 

t a .

T e k i n t s ü k  a  v i z s g á l t  t a r t o m á n y  k o o r d l n á t a v o n a l a k b ó l  á l l ó  h á l ó z a t á t .  

T e t s z ő l e g e s  c s o m ó p o n t b a n  m e g k a p h a t j u k  a  p o t e n c i á l  é r t é k é t  

( D l r l c h l e t  p r o b lé m a  e s e t é n )  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n .  A v i z s g á l t  b e l s ő  

p o n t b ó l  ( P )  b o l y o n g á s o k a t  I n d í t u n k ,  a m e ly e k  v a l a m e l y  h a t á r 

p o n t b a n  v é g z ő d n e k .  A b o l y o n g á s o k a t  ú g y  v é g e z z ü k ,  h o g y  m in d e n  p o n t 

b ó l  a  s z o m s z é d o s  p o n t o k  m i n d e g y i k é b e  e g y e n l ő  v a l ó s z í n ű s é g g e l  j u s 

s u n k  e l .  A n n a k  a  v a l ó s z í n ű s é g e ,  h o g y  P - b ő l  é p p e n  a  h a t á r o n  l e v ő  

Q ^ -b e  j u t o t t u n k ,  l e g y e n  p ^ ( P Q ^ ) .  A k é r d é s e s  p o t e n c i á l  e k k o r  a z

h a t á r p o n t p o t e n c i á l o k  p ^  v a l ó s z í n ű s é g e k k e l  s ú l y o z o t t  k ö z e p e i

A s z á m o l ó g é p p e l  a  b o l y o n g á s o k a t  s z i m u l á l j u k  é s  а  р ^ ( Р ^ )  v a l ó 

s z í n ű s é g e k e t  a  P - b ő l  I n d u l ó  é s  Q ^ -b e n  v é g z ő d ő  b o l y o n g á s o k  r e 

l a t í v  g y a k o r i s á g á v a l  h e l y e t t e s í t j ü k .  H a I  b o l y o n g á s  k ö z ü l  

v é g z ő d i k  Q ^ - b e n ,  a k k o r  n a g y  N - e k r e t

UlP)-t p,[PQ,)Ui
1=1

/ 1 6 /
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A szükséges  bolyongások szám át (N) n y ilv á n  a r e l a t i v  p o n to ssá g

( á ) b e fo ly á s o l ja  ( l á s d  [6] ) :
2

АУ I*. 9 Uimot 
á 2

aho l Ui mo* a h a tá rp o n to k  p o te n c iá l já n a k  m axim ális é r t é k e .

A g y a k o r la t i la g  szükséges pon tosságok  e lé ré s é h e z  i s  már e lé g  sok 

b o ly o n g ás t k e l l  s z im u lá ln i ,  Íg y  a m ódszer akkor a lk a lm a z h a tó  e lő 

nyösen , ha k i t ü n t e t e t t  pontokban k e l l  a  p o te n c iá l  é r t é k é t  megha

tá r o z n i  .

A Pj^CPQi) v a ló sz ín ű sé g e k  n y ilv á n  nem függnek U ^ - tő l ,  Így  

a d o tt  ta rto m án y  e se té n  e lő r e  k isz á m íth a tó k . Ezek ism e re té b e n  b á r

m ilyen perem ponti p o te n c iá le lo s z tá s r a  u(P) é r té k e  könnyen meg

h a tá ro z h a tó ,  m ert csak a / 1 6 /  a l a t t i  ö s s z e g e z é s t  k e l l  e lv é g e z n i.  

(E zze l tu la jd o n k ép p en  a ta rto m án y  a la k já r a  és  az U^(Q^) függ

vényre vonatkozó p e r e m f e l té t e l t  egym ástól fü g g e t le n ü l  l e h e t  é r 

v é n y e s í te n i . )

E lk é s z í th e tő  egy o lyan  program , amelynek s e g í t s é g é v e l  bárm ilyen  

D i r ic h le t  t ip u s u  problém a tá r g y a lh a tó .  A v é le t le n s z e r ű  továbbha

lad ásh o z  a szám generá to r a 0 — X — i számkö?ben e g y e n le te s  

e lo s z lá s ú  v é le t le n  szám okat p ro d u k á l. Ha minden h a to d - in te r v a l 

lumhoz egy to v á b b h a la d á s i i r á n y t  re n d e lü n k , v é le t le n s z e r ű e n  ju 

tunk  tovább  minden csom ópontból.
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A v é le t le n  szám ot g e n e rá ló  program  s z e rk e s z té s e k o r  ügyel 

n i  k e l l  a r r a ,  hogy a  v é le t le n  szám is m é tlő d é s t  p e r ió d u s a  

lén y eg esen  nagyobb le g y e n , m int az egyes bolyongások 

a l a t t  m eg te tt lé p é s e k  m axim ális szám a.

Egy b o ly o n g ást ezek u tán  úgy sz im u lá lu n k , hogy a t a r t o 

mány c so m ó p o n tja it v a lahogy  megszámozzuk ( p l .  s o r f o ly to -  

nosan) é s  a v i z s g á l t  b e lső  pon t (P) so rszám ából k i in d u l 

va a  v é le t le n  szám éppen a k tu á l i s  é r té k e  s z e r i n t  lépünk  

a szom szédos pon tok  v a la m e ly ik éb e .

A k i in d u lá s i  p o n t sorszám án és a r e l a t i v  pon tosságon  

( cT) k ív ü l  a bem enőadatok a pontokhoz t a r to z ó  p o te n c i á l -  

é r té k e k !

-  a h a tá rp o n to k h o z  az a d o ttak !

-  az ö s s z e s  tö b b ih e z  p e d ig  egy o ly an  ( te t s z ő le g e s )  é r té k  

am ely nem s z e r e p e l  U^-k k ö z ö tt  (V) .

A program  v á z la tá b a n  s z e re p lő  egyéb J e lö lé s e k !

P * a  v i z s g á l t  p o n t sorszám a

К = a  pontok  sorszám a

C1 “ U^-bo végződő bolyongások száma 

n = m eg te tt bolyongások szám a.
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Ö s s z e fo g la lá s «

A szám ológéppel tö r té n ő  té r s z á m itá s o k  szem pon tjábó l szóbajövő  

e l já rá s o k  t e h á t  a la p v e tő e n  k é t f é lé k :  a n a l i t i k u s  é s  v éges  d i f f e 

r e n c ia  m ódszerek* Az e lő b b ie k  e se té b e n  a  m egoldást j e l e n t ő  függ

vényt a n a l i t i k u s  függvényekkel k i f e j e z v e  kap juk  meg, mig a  máso

d ik n á l v é g es  d if f e re n c ia e g y e n le te k  s e g í t s é g é v e l ,  am elyek a megol

d á s t a t é r  k i j e l ö l t  p o n t ja ib a n  num erikus eredmény fo rm ájában  

s z o l g á l t a t j á k .  Ebből k ö v e tk e z ik , hogy ez u tó b b i e s e tb e n  b á r a 

num erikus eredm ényt m egkapjuk, á l ta lá n o s a b b  k ö v e tk e z te té s e k  le v o 

nása  tö b b n y ir e  nem l e h e t s é g e s .  A n a l i t ik u s  tá r g y a lá s n á l  á l ta lá b a n  

á t t e k in th e tő  a  p a ra m é te re k  v á lto z á sá n a k  h a tá s a ,  az eredmények 

ped ig  f e lh a s z n á lh a tó k  h a so n ló  f e la d a to k  t á r g y a lá s á r a ,  eg y sze rű 

s í t é s i  le h e tő s é g e k re  u ta lh a tn a k .  M indezek k ö v e tk e z té b e n  a  p rob

lémakör m élyebb is m e re té r e  v e z e tn e k ; mig a véges d i f f e r e n c ia  

módszerek á l ta lá b a n  c sak  a  k o n k ré t p ro b lém át o ld já k  meg. Ehhez 

j á r u l  még, hogy az u tó b b i  módszerek e s e té b e n  a h ib a b e c s lé s ,  a 

k o n v e rg en c ia  és  a m egoldás s t a b i l i t á s á n a k  k é rd é s e i  még e lé g  k i 

d o lg o z a tla n o k , a n a l i t i k u s  m ódszereknél p e d ig  a m egoldás p o n to s

sága á l t a l á b a n  t e t s z ő le g e s  és e lő re  m egadható.

Mindezek m e l l e t t  van egy  szem pont, am ely  a d i f f e re n c ia e g y e n le te k  

m ódszerét e lő té r b e  h e ly e z i .  N evezetesen  a z ,  hogy mig az a n a l i t i 

kus m ódszerek s p e c i á l i s  f e la d a t t íp u s o k r a  a d h a tó k , a  v éges  d i f f e 

re n c ia e g y e n le te k  m ódszeréve l csaknem valam ennyi problém a t á r 

g y a lh a tó , i l l e t v e  csak  te c h n ik a i  f e l t é t e l e k  ( i d ő ,  m em óriakapa-
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o l t á s )  k o r lá to z z á k  a  m egoldható f e la d a to k  k ö r é t .
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S_u_m_m_g_r_

The p ap e r d e s c r ib e e  on b a s is  o f th e  t h e s i s  p re p a re d  w ith  th e  

Computing C en tre  n u m erica l methods w hich can be used  t o  th e  b e s t 

advan tage  t o  th e  s o lu t io n  on com puters o f  problem s o f  c a lc u la t io i  

o f  e l e c t r i c  and m agnetic  f i e l d s .  V arious form s o f b a s ic  space 

e q u a tio n s  d e s c r ib in g  th e  f i e l d s ,  a s  w e ll  a s  th re e  a v a i l a b le  

m ethods o f  s o lu t io n  a re  o u t l in e d ;  s e r i a l  developm ent, d i f f e r e n c e  

e q u a tio n s  and Monte C arlo  m ethods. B eside  th e  expounding o f  

m ath em atica l p ro ce d u re s  s p e c ia l  com puter a p p l ic a t io n  problem s 

a re  d e a l t  w ith  and program s f o r  com puta tion  eure g iv e n .
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