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A s ü r í l s é g f ü g g v é n y  b e c s l é s é r ő l  

D á v i d  G á b o r

I »  L e g y e n  a   ̂ v a l ó s z í n ű s é g i  v á l t o z ó  e l o s z l á s f ü g g v é n y e  

P ( x ) ,  s ű r ű s é g f ü g g v é n y e  f ( x ) .  E b b e n  a  c i k k b e n  X a  v a l ó s  

s z á m e g y e n e s ,  tJL a  B o r e l m é r h e t ő  h a lm a z o k  6  - a l g e b r á j a ,

P  а  4  - n  a z  F ( x )  á l t a l  g e n e r á l t  m é r t é k ,  X  a  L e b e s g u e -  

n é r t é k .

A f e l a d a t «  a  Ç - r e  v é g z e t t  m e g f i g y e l é s e k  s e g í t s é g é v e l  b e c s ­

l é s t  a d n i  a z  f ( x )  f ü g g v é n y r e .

J e l ö l j ü k  a  t o v á b b i a k b a n  ( - e l  a  £ - r e  v é g z e t t

n  m e g f i g y e l t  é r t é k e t ,  a m e l y e k  t e h á t  f ü g g e t l e n e k ,  a z o n o s  F ( x )  

e l o s z l á a u a k .  j e l ö l j e  a  m e g f i g y e l é s  s o r r e n d j é b e n  v e t t

m i n t a e l e m e k e t

m é r h e t ő  t é r e n  u g y a n c s a k  F ( x ) - e l  é s  P - v e l  f o g j u k  j e l ö l n i ,  

n  - e l e m ű  m i n t á r a  d e f i n i á l h a t j u k  (Л -n  a  t a p a s z t a l a t i  m é r t é ­

f - Í M . .  . 5 - ,  }

k é t «  t e t s z ő l e g e s  k e U l  B o r é i - h a l m a z r a  l e g y e n

a h o l  кд — ( a z  A - b a  e s ő  m i n t a p o n t o k  s z á m a ) .  E k k o r  a  t a p a s z ­

t a l a t i  e l o s z l á s f ü g g v é n y »
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r„íx) = Pn К-со,*])

A s ű r ű s é g f ü g g v é n y  b e c s l é s é v e l  k a p c s o l a t b a n  M .R o s e n b l a t t  é s  

E . P a r z e n  é r t e k  e l  e r e d m é n y e k e t .  K ö z lö m  P a r z e n  e r e d m é n y é t :  

L e g y e n  K(x) e g y  e g y s é g n o r r a á j u ,  t e t s z ő l e g e s  I ^ { X , >. ) - b e l l  

f ü g g v é n y ,  a m e ly  k o r l á t o s  é s  k ( t ) = o [ - \ r )  h a  x - * «  t e t s z ő l e -
о

g e s  h ( n )  s o r o z a t r a ,  a m e l y r e  l l m  n h  •  oo ,  e k k o r  d e f i n i ­

á l j u k  a  t a p a s z t a l a t i  s ű r ű s é g f ü g g v é n y t  a k ö v e t k e z ő k é p p e n :

^ í ' n ( 7 r r i ^ ^ =  n h (n )  ^  Л /

Ha f ( x )  e g y e n l e t e s e n  f o l y t o n o s  v a l a m e l y  [ a , b ]  I n t e r v a l l u m ­

b an  ,  Edekor

Hm P l  ьир l f n ( * ) - f l x ) j  <■ C] = i /2/
n—00 xGCojŰ

t e t s z ő l e g e s  £ > 0  - r a .

P a r z e n  e r e d m é n y é t  C r a s s w e l  a r r a  a z  e s e t r e  b i z o n y í t o t t a ,  a m ik o r  

X t o p o l o g i k u s  c s o p o r t ,  7\ a  H a á r - m é r t é k { D .O .L o f t s g a a r d e n  

é s  C . P . Q u e s e n b e r r y  a t ö b b v á l t o z ó s  e s e t b e n  b i z o n y í t o t t á k .  

N a d a r y a  a  s o k k a l  e r ő s e b b

p f Ä  Z b l f ' M - M - O j - i / 3 /
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á l l í t á s t  I g a z o l ta .

Ebben a c ikkben  a t a p a s z t a l a t i  sű rű ség fü g g v én y t az A / - t ö l  

e l t é r ő  módon d e f in iá lo m , am irő l e lő s z ö r  k im utatom , hogy 1 

v a ló s z ín ű sé g g e l e g y e n le te s e n  k o n v e rg á l ( l . T é t e l ) ,  a k o n v er­

g e n c ia  g y o rsa sá g á ra  b iz o n y lto k  egy t é t e l t  ( 2 .T é t e l ) .  A I l l -  

ban egy egyszerűbben szám olható  fü g gvény t fogok d e f i n i á l n i ,  

amelynek a s z to c h a s z t ik u s  k o n v e rg e n c iá já t  b izony ltom  be 

( 3 .T é t e l ) .

A következőkben gyakran fogom a lk a lm azn i a m atem atika i s t a ­

t i s z t i k a  a l a p t é t e l é t ,  a G l lv e n k o - C a n te l l l - t é t e l t ,  am it i t t  

id é z e k :

Л - *  0 0  X * ( - « i ,o e )
lim  sup \ F n M  -rfx)|  = 0

1 v a ló s z ín ű s é g g e l.

I I .  J e lö l  j o  а  ( |Д ,, . nagys ág s z e r i n t  k -a d lk

e le m é t: ^  Çk, t , к -  {.2, . . . ,  n-1 • Legyen t e t s z ő le g e s  n

é s  m -re ( n < m)

А /

z ü l  a z t ,  am elyik  x - e t  ta r ta lm a z z a  .

In te rv a llu m o k  k ő -
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1« T é te l .  Legyen [a .b ] o ly an  i n t  é r v e l i  tun. amelyben f ( x )  f o ly -  

tonoB éa az [g (a ) .F (b ) ]  In te rv a llu m b a n  F"1 ?*  ) fo ly to n o s .  

Ekkor

lim  limh ->oo m—**od

1 v a ló s z ín ű sé g g e l «

B iz o n y ítá s : J e l ö l j e  A (n ,£  ) a z t  az esem ény t, hogy 

lim sup  J  f„ M  -  f  (x) I > 2£

A B o r e l- C a n te l l i -lemma é rte lm éb en  t é t e lü n k e t  Ig a z o l tu k , ha be­

l á t j u k ,  hogy t e t s z ő le g e s  €>Q - г а  a £ P ( 4 (  nO) so r  k onver­

gens. J e l ö l j e
n=H

r PlI  m ) 
A H V )

ha X € f 0 . b ] n f ( * £ ]  

különben

az e lm é le t i  sű rű ség függvény  m ó d o s ítá s á t. M inthogy

[ lim Sup I fntx) -  fix) l > 2 í ] ^ [ l i m  supl fn (x ) - fn(x) J >€ ]  U 

U [ l in  sup I f„ (x) -  f  (x) j >C ]

-  ahol a jo b b o ld a l  m ásodik t a g j a  a sup j f rtl*) - f ( x ) | >• £  

esemény -  Íg y  e legendő  a Z_ P(A[n,Cj) s o r  k o n v e rg e n c lá -

jához b e lá tn i  a kőve tkező  k é t  á l l í t á s t :
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1 /
оэ
г

4
P I  sup !{„(*)- f i t )  I > с ) <  +0O

x i  C o . b ] minden £ - r a

2/ II s “P bJ  f o M  ~ f ( x ) l > ^ ) < *°° minden £ х э  - г а .

A 2 /  á l l í t á s  ig a z o lá s a :  Legyen án —inf A (í(x )J . Г(х) fo ly to n o s -
-x« Ca ,b J

sága  m ia t t  1 v a ló s z ín ű sé g g e l Ó„>0  . íg y

P ( tóí? s a p  I f j x )  -  f jx ) j > £ )  =
*> *£LO.°J

=£ P(fi sup |p, - P ( i ! ‘x)) l  > £<q

*  Pt ' i r  H’g . J P J t h l - P d M Í l ^ O l

Az u tó b b i a G l iv e n k o - C a n te l l i - a la p té te l  m ia tt  0 . K ap tuk , hogy 

a 2 / - b e l i  so r  nemcsak k o n v e rg en s , hanem az összege  0 i s .

Az 1 /  á l l í t á s  ig a z o lá s a :  V iz sg á lju k  r ö g z í t e t t  J  ]

in te r v a l lu m r a  a

[sup |fe(x)-f(*)l>£]-[siyj[ j r p j l l ( f ( l ) - f U ) ) d l  l > £  ]
%£. Г  <í I n { i  '  I я

esem ény t. T e tsz ő le g e s  £ -hoz v á la s s z u k  meg & = 5  U J _ t ,

majd <5(£ ) -hoz £' - t  úgy, hogyha x,y £ С о . # акког
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a /  ha  |x-y |<i<5 , a k k o r I f i  if) -  f(yj| £* és

b /  h a  If W - Г ( у ) |< £  akkor Ix-yl^^ le g y e n .

A t é t e l  f e l t e v é s e i  m ia t t  -  a /-b a n  az  f (x )  f o ly to n o s s á g á t ,  

b /-b e n  az  P~^(x) f o ly to n o s s á g á t  f e lh a s z n á lv a  a z á r t  £ a ,b ) 

i l l e t ő l e g  a  z á r t  I in te rv a llu m b a n  -  C‘ , S

és  £■' m egvá lasz thatók  Íg y .

E zekkel a  je lö lé s e k k e l :

P[sop <lf{M-fll)dtl >£]* P[ sqp lfM-fly)|> í ' ]
)(С1м a(* / jtk

4  / 6/

= ( - p[ supjfU - fan <£.'iMn<s)Phtrhé]

-  Pl sup J fM - f(y)l < tini "*<5] J
i .4 t l

A m ásodik  ta g  e ls ő  té n y e z ő je  1 , h isz e n  a f e l t é t e l  bekövetke­

z é se  a /  m ia tt  maga u tá n  v o n ja , hogy

If W  ~ f I < &
A b /  m ia tt  és m ert

r - 1 < ; . í .‘.j

P
Az 7 * f Ц) tra n s z fo rm á c ió v a l k a p o t t ,  a [ 0 , l ] - b e n  e g y e n le te s

e lo s z l á s ú  I v a ló s z ín ű s é g i  v á l to z ó  f t  = f  Í 0  r e n d e z e t t  

m in tá i r a  ism e rt:

P Í 7 t « i  ~ 7k  * =  В л - И
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- a h o l  B f(J, [и.) a z  ( i t P )  - p a r a m é t e r ű  b é t a - e l o s z l á s ,  Í g y

P ( f - f i  '  f t -  Щ  = д а  = ( - (» -£ ’)■
О

A / 6 /  h a r m a d ik  t a g j á t  O - v a l  b e c s ü l j ü k  a l u l r ó l ,  ö s s z e g e z v e

Р 1 * $ . 1 Ш - { Ш > е ) л  Í( - £T  n ,

a h o l  £•' f ü g g e t l e n  n - t 6 1 f a z  e g é s z  [ a , b ]  - r e  u n i v e r z á l i s  

á l l a n d ó ,  Í g y

p c $ u p  I f M - f m i > ei ä
X£CQ<oJ '

a m i b ő l

í  P[sup l f J * ) - f U ) l > £ ] * Z n ( l - z T
n=< X£tf>.b3 Í*l

a z a z  1 /  v a l ó b a n  f e n n á l l ,  é s  e z z e l  a  t é t e l  á l l í t á s á t  I g a z o l t u k .

n y i l v á n v a l ó  a z  = / |* ( х ) С 1 <  t a p a s z t a l a t i  e l o s z l á s f ü g g -

v é n y r e  a  G l i v e n k ó - C a n t e l l l - t é t e l .

K ö v e t k e z m é n y

P f lim Hm 5up J  U) -  rfjt)l -  О ] -  f

A k ö v e t k e z ő  t é t e l  a z  fn (x) k o n v e r g e n c i á j á n a k  g y o r s a s á g á r a  

v o n a t k o z i k  é s  e g y b e n  r á v i l á g í t  n  é s  о  v i s z o n y á r a  i s .
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L e g y e n  t  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  p o z i t í v  é s  a z  X f f ú . b ]  p o n t ­

b an

f(x)»C> О ; If ' í^UC, ( f W o

a l k a l m a s  C é s  k o n s t a n s o k k a l .

L e g y e n  t e t s z ő l e g e s  - r a

» e , - í  (чы.)Юу'\~ 1
Cü, (D .o t.X ) =» ( < -  e  /

и 2(п,т,х) ( Г ы ) ) [ - £ г  P  ( I ”( * ) ) ( h P i i %))/09 /09т]

uj (nimfi(iy)==--^-min(u)i (nM) , uli (n, m,)0j /в./

A d e f i n i c i ó  s z e r in t  t e h á t  U) ( n .m .d .x  ) függ  a  v é l e t l e n t ő l
Í n

(x) - e n  k e r e s z t ü l !  B e b i z o n y í t j u k  a következő  t é t e l t :

2 . T é t e l .  H a x - n e k  v a n  p l y a n  [ a . b l  k ö r n y e z e t e ,  a m e l y r e  t e l j e ­

s ü l n e k  a z  l . T é t e l  f e l t é t e l e i ,  v a l a m i n t  f ( x )  p o z i t í v ,  a z  x  

p o n t b a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  d e r i v á l t j á r a :  a k k o r  a  / 8 / -

b a n  d e f i n i á l t  i ú ( n , m , e l , * )  f ü g g v é n y r e

l im  lim  uí(nlm,ct.x)| {" (* ) - f  l*)\— 4
n —VQO я —voo

1  v a l ó s z í n ű s é g g e l .



-171

B iz o n y ítá s .

Hasonlóan az e ló zó  t é t e l  b iz o n y ítá s á h o z , e legendő  b e l á t n i ,  hogy a

f _  P [  Íím ш ( п , т м , х )  I f nm(x) - f (x) J > \ + £ )
n.l *-*■<»

s o r  konvergens minden £ p»o _ r a .  U gyanazzal az á t a l a k í t á s s a l ,  

m int / 5 /-b e n

[//m u(n,rri/*,*)lfn (x) 4+ e ]
m ->oo

/ 9 /

-  [lùV U}(n.m,oC, X) I f„m(x) -  -fn(x) I > ] U

U [lím uín.m.cx.x) / fnfx) -Лх)(> -*у~]
m

Most

L Hm uiln,m,o(.x)|fn(x)-'f(x)|> y y  ] —

—[lím üj4 (n.c/j I fn(x) —f(x)l > <+£j =
m

= í u)t(n,o()Ifn(x)*-f(x)J  ̂ <+£.]

Az u tó b b i esemény v a ló sz ín ű sé g é n e k  becsléséhez»

1П*)-П9)1 |гЫ- Г1ч)1 I y-yl M+Ofr-yJ ^ f(KU0(x-y) ЛОа/ 
|f(x)-f(yjl ix-yl  1|Ь0--Г(уЯ “ |/(х)40М | К .

(a h o l az u tó b b i b e c s lé s  egy n u l l - n é r té k ü  halm az k iv é te lé v e l  é r ­

vényes) .

M ásrészt
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és ez u tó b b i  maga a tá n  v o n j a ,  h o g y  van o l y a n  e  

h o g y  I f(**) -  -f4°)I>  » süniből -  a  / 10a /  b e c s lé s t  a lk a l ­

mazva -

I f  ( f c ' J - r f f J *  1Г(Х.)-Г(Ч'Р
f(*) + 0(*~ y)

2c,
I

U), (n,tí,%)

k ö v e t k e z i k .  Ö s s z e g e z v e

Р ( № ) ф ) 1 > ы Ж & ) ~  P f a p - r l p )
f ( t )  + o(X'3)

2 c . u), (o.of.y)

M  +o(*-y)
2C, " C ( < - e “„( **л )*Ьп\

Л о Ь /

i t t  L Ш  + o ( * - y ) ] 2 / c  > i  egy v a l ó e z i n ü s é g g e l ,  h i s z e n

( x - y )  I f *  -  (у и  I eS  U L - Ç Î U O  e g y  v a l ó a z i n ü s é g g e l ,

h a  n  -* • Qo ,  Í g y  -  f o l y t a t v a  a  A O b / - n é l  a b b a h a g y o t t  b e c s ­

l é s t  -

e- ^ ( l  + oi)to9r>

- П “ ( 4 -
(M.i)lo9«j| n = 4

te h á t

T . P ( l f « W - Í W l  W,(n.oí,X) > M £ ) <  -» 00
n = < Л 0 /

m in d e n  £ > 0  - r a .

A / 9 /  Jo b b o ld a lán  á l l ó  e ls ő  esem ényre
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PLНтьз(п,тл/,х) | f*(yc) - f n(x)j > ~  ] £

-  P f l i m  coz(n.m,y;( f n ^ f x ) I  > /+ £ ]  Л 1 /

.  р п /я ____________________ I M M  _  m à L ^ i
* Ц р (Г)(<-р1г ))1одкдт'^Ш  № * T  J

А 'Л { J*TjA)) —e l  e g y s z e rű s ítv e ,  az I te r & l t - lo g a r l tm u s  

t é t e l e  m ia t t  t e t s z ő le g e s  €>0  —r a  az u tó b b i va­

ló s z ín ű s é g  0 , azaz

T-P[lirr> iú ( J f j x) -  fß)  I > )4£] = 0  Л2/
n=1 m

А / 1 0 /  é s  А 2 /  b i z o n y l t j a  a  t é t e l t .

M e g j e g y z é s .  K é z e n f e k v ő  l e t t  v o l n a  a  t a p a s z t a l a t i  

s ű r ű s é g f ü g g v é n y t  a

h a  x e  f Ç  , f . * ]  

k ü l ö n b e n
9»W =

РЛГм)
У Т г а

о

d e f i n í c i ó v a l  m e g a d n i .  A g n ( x )  a z o n b a n  n em  k o n ­

v e r g e n s t



A__ Kn ( i )  p o z i t í v  v a l ó s z í n ű s é g g e l  n em  k o n v e r g á l

e g y e n l e t e s e n  О- h o z ,

T e g y ü k  u g y a n i s  e n n e k  e l l e n k e z ő j é t  f e l  v a l a m e l y

........... Ç ... m i n t a e l e m - s o r o z a t r a .  L é t e z i k

o l y a n  Di ' i -  ÍZ , -- i n d e z s o r o z a t ,  h o g y

s “ p

J e l ö l j e  чГ a  , <* 4  “  S  °  { *

i l l e t v e  a  m i n t a e l e m e k e t ,  h a  a  f 4 i> |= ,&

I i n t e r v a l l u m b a  e s i k .  ( H o g y  

a n n a k  v a l ó s z í n ű s é g e ,  "

e s e t é n  1 - h e z  t a r t ) .

B e k o r

ß =  s o p  I Qni+tM j 'b í)l

A z
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akkor m in im á lis , ha ( $ - y)  = ( ^ - ^ )  — ~ y ^ - 

ób

A ~ ( (n ,-* 0 ($ ~ v )  ~  n ' (5 ^

íg y  e lé g  nagy 1 - re

B à  max I"-jj i IA -  9n.(*) ~ ^  2" f ^

ha f  M  >  О

tfm sup J дп.иМ -f(x)| > О
Í -»« к

azaz  valóban  d iv e rg e n s .

I I I .  A A / - b e n  d e f i n i á l t  t a p a s z t a l a t i  sű rű sé g ­

függvény nagy m inta-elem szám  e s e té n  nehezen s z á ­

m it ha tó  . Egy o lyan  m ó d o sításá t adom ebben a  

ré s z b e n , am it Révész Pál v e t e t t  f e l .

A g y a k o rla tb a n  jó  le n n e , ha a t a p a s z t a l a t i  s ű rű ­

ség függvény t -  mondjuk -  csak  minden fn  - e d ik  

r e n d e z e t t  m in ta  á l t a l  m eg h a tá ro zo tt i n t e r v a l l u ­

mokban adnánk meg n-elem ü m in ta  e s e té n ,  é s  

sgy -egy  i ly e n  in te rv a llu m b a n  úgy d e f i n i á l j u k ,  

hogy legyen  ezen in te rv a llu m b a n  a  t a p a s z t a l a t iÍJj
m érték -  azaz —  -  é s  az in te rv a l lu m  hosszának



hányadosa . I t t  /1 3 /-b a n  a most h e u r is z t ik u s á n  e lm o n d o tt 

d e f i n í c i ó t  p re c iz iro z o m  é s  a /1 3 /-b a n  a d o t t  t a p a s z t a l a ­

t i  sű rű ség függvény  s z to c h a s z t ik u s  k o n v e rg e n c iá já t  v iz s g á ­

lom.

A to v áb b iak b an  [y ] az у  egész r é s z é t  J e l ö l i .  

T e tsz ő le g e s  £« >  О - г а  az 1KS  ((* f w'&?nnl

J e lö l é s s e l  legyen  r ö g z í t e t t  n - re

Ж )
ha X€  I*.

k -  Í2,... l L ] ~  1
A 3 /

0 különben

3 .T é t e l .  Legyen a  ^ v a l ó s z í n ű s é g i  v á lto z ó  F(x) 

e lo sz lá s fü g g v én y e  sz ig o rú a n  monoton, sű rű ség függvénye  : 

f (x )  e g y e n le te se n  f o ly to n o s ,  k o r lá to s  és  p o z i t ív :  

é s  a /1 3 /- b a n  sz e re p lő  s o ro z a t r a  legyen

£ - = °

ahol d  te t s z ő ? e g e s  k i s  p o z i t ív  szám. Ekkor
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t e t s z ö le g e s  <5>0 - r a  

B iz o n y ítá s t  Legyen

ha xíA,

0  k ü lö n b e n

V iz sg á lju k  az | f „ W ~  f (x)| v a ló s z ín ű s é g i  v á l to z ó  

v á rh a tó  é r t é k é t .

F e lh a sz n á lv a  a Schw artz-e g y e n lö tle n s é g e t

M ( l f a ) - f ‘ b ) l l ‘  Л * /

F e lh a sz n á lv a  a könnyen Ig a z o lh a tó

M ( i P n ( - ® . f J - p ( - = ° . f ; ) l 2 ) - o i ^ )

b e c s l é s t ,  f o ly ta tv a  A 4 / - e t

= м * ( т г Ы

íg y  te t s z ő le g e s  3 > 0  m e l le t t  a M ark o v -eg y en lö tlen ség e t 

f e lh a s z n á lv a

P{lfn£̂ ) - f C'íx)í > Í  } *  M* ( j f j j )  0 ( f r  ) А 5 /
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A G llvenko -^C an te llt t é t e l  m ia tt  1 v a ló s z ín ű s é g g e l

P M , ) * í { ( i ) d í  <  C 7í ( L )

azaz

M  ía  =  ° (  c d

B e h e ly e t te s í tv e  A 5 /- b e

P f l f í b l - f w M - O t ^  - j t - )  Л 6 /

V álasszuk  & és  - t  úgy, hogyha \ x - t l  <■ 5 f akkor

í f ( у) — 5  le g y e n . Mivel

k ö v e tk e z ik  -  a / 6 / - n á l  h a s z n á l t  á t a l a k í t á s  m eg ism étlésével 

é s  e g y sz e rű  b e c s lé se k k e l

P { l f £' í x ) - f ( < ) =  5 } - 0 ( t . ) /1 7 /
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Mostmár / 1 7 /  és  /1 6 / - b ó l  a t e t t  f e l t e v é s e k  m ia tt  k ö v e t­

k e z ik ,  hogy

11»  P { J f „ £ ‘ M - / V l | > í } = 0
П —*00

Mivel f (  x) > 0 , Így  é s  ’̂  + co

1 v a ló s z ín ű s é g g e l,  ha n —>ao , Íg y  a  t é t e l  bárm ely 

x - r e  Ig a z .

B e f e j e z é s ü l  k ö s z ö n e té t  s z e r e t n é k  mondani Csáki P é te rn e k ,  
a k i  a d o l g o z a t  l e k t o r á l á s a  s o rá n  so k  h a s z n o s  m egjegyzés t  
t e t t .
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Crasw el Л 9 6 5 / .  D e n s ity  e s t im a tio n  in  a to p o lo g ic a l  

g ro u p . A n n .M ath .S ta t. V ol. 36 (1047-1048) .

N adarya /1 9 6 5 /.  On n o n p a ra m e tr ic  e s t im a te s  o f d e n s i ty  

fu n c t io n s  and r e g r e s s io n  c u rv e . Theory o f 

P r o b a b i l i ty  and i t s  A p p lic a tio n s  10 . (186-190) 

( I n  R u ss ia n ) .

S_u_e_m_a_r_y_

The a u th o r  in  (4) g iv e s  a new d e f i n i t i o n  o f e m p ir ic a l  

d e n s i ty  fu n c tio n  f o r  w hich he p ro v es  th e  fo llo w in g  

th eo rem s:

Theorem 1 .  Let [ a ,b ]  be such an i n t e r v a l ,  in  which 

f (x )  and  th e  in v e rse  o f  F(x) in  [f ( a ) , F (b )]  i s  

c o n tin u o u s th e n

l i m  Urn s u p  I f n Ы)  ~ f ( x )  I -  0
п - + - < ъ  • — к» j(£

w hith  p r o b a b i l i t y  o n e .

I f  th e  fu n c tio n  u) (n. m-* • i s  d e f in e d  in  ( 8 ) ,  th e n  

Theorem 2 . Under c o n d i t io n s  o f Theorem 1 , i f  x£ [o .b l 

and i f  f (x )  > c :>0, and f (x )  h as  f i r s t  d e r lv a te  

f ' ( x )  , f o r  which | f ’ ( x ) |<  c, and n o n -z e ro , then

lim Wrv, c o ( n ,m ; o C }  x )  | 6 * )  " f  ( * ) |  = ^
Y \  M
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w hith  p r o b a b i l i t y  one.

Рог b r e v i ty  o f  com putation  th e  a u th o r  g iv e s  an o th e r  

d e f in i t i o n  o f  e m p ir ic a l  d e n s i ty  f u n c t io n  in  (1 3 ) ,  f o r  

which th e  fo llo w in g  theorem  h o ld s .

Theorem 3« I f  th e  d e n s i ty  fu n c t io n  f ( x )  i s  u n ifo rm ly  

c o n tin u o u s , bounded and p o s i t i v :  0 <  f(*l < c and f o r

a l l  (in  (1 3 ))

(where d. i s  an a r b i t r a r y  sm all p o s i t i v e  num ber) 

h o ld s  then

Urn -  fU) > à ] = 0n -*-<30

f o r  a r b i t r a r y  (5>o .
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