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A siriségfiggvény becslésérdl
D4vid Gébor

I, Legyen a ; valésziniiségl valtozd eloszlasfiiggvénye
¥(x), sliriiségliiggvénye £(x). Ebben a cikkben X a valés
szémegyenes, Ul a Borelmérhetd halmasok 6 -algebréja,

P a Ul -n az PF(x) A4ltal generdlt mérték, A a Lebesgue-
mérték,

A feladat: a § -re végzett megfigyelések segitségével becs—
1lést adni az f(x) fiiggvényre.

Jeldljilkk a tovabbiakban §..§1, SR, -el & { -re végzett
n megfigyelt értéket, amelyek tehdt fliggetlenek, azonos F(x)
eloszlésuak, {‘ jeldlje a megfigyelés sorrendjében vett
mintaelemeket

L 15 R

A g. eloszlasat és az Altala generdlt mértéket a (2)(,2 Ul)
mérhets téren ugyancsak F(x)-el és P-vel fogjuk jeldlni.
n -elemi mintidra definidlhatjuk U -n a tapasztalati mérté-
ket: tetsz8leges Ac Ul Borel-halmazra legyen

ahol ky = (az A-ba es88 mintapontok szédma). Exkor a tapasz-
talati eloszlasfiiggvény:
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F.(x) = B, ((—c0.x])

A sliriiségfiiggvény becslésével kapcsolatban M,Rosenblatt és
E.Parzen értek el eredményeket, Kozldm Parzen eredményét:
Legyen K(x) egy egységnormiju, tetszBleges L, (X,2 ) ~belt
fiiggvény, amely korlatos és k(x)=0(—,',—) ha X—>%® tetsz8le-
ges h(n) sorozatra, amelyre }_5:2 nh? = o , ekkor defini-
4ljuk a tapasztalati siiriiségfiiggvényt a kovetkezbképpens

n

= sty K (425 0= ey 5~ K(%555) ns

].
Ha f£(x) egyenletesen folytonos valamely [a,b] intervallum-

ban, akkor

lim Pl sup Ifalx)—f(x)] <€]=1 2/
n=eon xE(o )

tetszbleges &30 ora,

Parzen eredményét Crasswel arra az esetre bizonyitotta, amikor
X topologikus csoport, A & Hahr-mérték; D.0O.Loftsgaarden
és C.P.Quesenberry a t8bbvAltozés esetben bizonyitotték.
Nadarya a sokkal erdsebb

PLlim sop, falx) = fixl=0]=1 /3/
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4l1litast igazolta.

Ebben a cikkben a tapasztalati siiriiségfiiggvényt az /1/-t61‘
eltérd mbdon definidlom, amirdl eldszor kimutatom, hogy 1
valésziniiséggel egyenletesen konvergal (1.Tétel), a komver-
gencia gyorsasigéra bizonyitok egy tételt (2.Tétel). A ITI-
ban egy egyszeriibben sz&molhaté fiiggvényt fogok definidlni,
amelynek a sztochasztikus konvergencidj&t bizonyitom be
(3.Tétel).

A kdvetkezbkben gyakran fogom alkalmazni a matematikai sta-
tisztika alaptételét, a Glivenko-Cantelli-tételt, amit itt
idézek:

lim  sop | IFalx) =F(xil =0

n-»c0

1 valésziniiséggel,

]
II. Jeldlje g, a {.' gl' - {,, nagység szerint k-adik
elemét: {: ég:" ; k=42,....n-4 . Legyen tetszlleges n

és m-re (n<m)

ﬂf"’(x) ’7?\“({(:))) e xe[S:) S:]
0, ha xe[_a,b_]\[\ij,g': ]

/a/

n % .
anol Jo  gersis a (€. €] ke (.. 0! intervallumok xs-

ziil azt, amelylk x-et tartalmazza .
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1.Tétel. Legyen [a,b] olyan intervallum, amelyben f(x) foly-

tonos és az [F(a),P(b)] intervallumban F (X ) folytonos,

Ekkor

lim 1lim sup ’f:(x)_’((x)],_.o

h->00 M->® x6 [a,b]

1 valésziniiséggel,

Bizonyités: Jel8lje A(n,& ) azt az eseményt, hogy
— L
7 x) — >2E
Jim, sup £, 00 = f(x)] >2
A Borel-Cantelli-lemma értelmében tételiinket igazoltuk, ha be-
latjuk, hogy tetsz8leges &£>0 wora a "):P(A(n.E)) sor konver-
gens. Jeldlje

P ) ne xe€[0b] N[EE]
A (1)
0 kiilonben

az elméletl siiriiségfiggvény mbdositdsat. Minthogy

Liim sp foo0 ~fo0 | >2€ 1< [lim sp 10 ~f,00] >€ ]

A /5/
uLlim sup |fa(x) - )] >€]
~ ahol & jobboldal mésodik tagja a s:lp H.\[" -{lx)l > €
esemény -~ igy elegendd a ni_‘ P(A(nE)) sor konvergencié-

jéhoz beldtni a kiovetkezd két Allitast:
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) 174 n); P(f“fﬁ] | fate) “ﬂX)|>C)< +09 minden £>Q .pa

2/ 2. P([.Iv.; f‘t-ltem)f,ﬁx)—f(x)l>£)< +®  minden £>0 =ra.

n=4

n
A 2/ &l1lités igazolésa: Legyen Sn=inf A (I(X)). F(x) folytonos-
X€ [o,b]

sAga miatt 1 valésziniiséggel O.>0 . Igy
Plim sup [f) —fatx)] >€) =

_ bliE Pa(Ita)  PU)
PUE P | YOR™) —A(I"(x))l>€)

< P(lim s [P (I'0) = Pll)| > €3.)

< Pllim sop P, (I'-P(I'w)] >0)

Az utébbi a Glivenko-Cantelli-alaptétel miatt O. Kaptuk, hogy

a 2/-beli sor nemcsak konvergens, hanem ag Osszege O is,

Az 1/ 4111tés igszoldsa: Vizsghljuk rogsitett I '=(€. .r

intervallumra a
[‘seu?,l{..(x)—{(x)f >€]= [fgg. #pﬂz[({(t) —f(x)) ot | >€ ]

[ p
eseményt. Tetsz8leges & >E ~-hog vélasszuk meg 5=6 (5/ =-t,
majd s(e”) ~hig £ <t ugy, hogyha x.Y€ [ab] » 8kkor
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a/ ha |x-yl<d , akkor l{(x)—f(g)lée' és

b/ ha [F(x) - Fly)l< 3 akkor Ix-yl< & legyen.

A tétel feltevései miatt - a/-ban az f£(x) folytonossagat,
b/-ben az Fl(x) folytonossdght felhaszndlva a zért [a,b)
11let8leg a zart LF(c)F(b)] intervallumban - &', J

és £' megvélaszthatédk igy.

Ezekkel a jeldlésekkels

Plsp %ﬂg fi0-flodk] >€1< PLsop 110 -flo)l> ']

< 1-PLgplf-fu <€)

={-P[ suPPI{(X)-{(g)I <& |MI") <8 P[AI")<d]
Xy

- Plsup | () -f9)] <EIAIL"2S] P[AUI") = & ]
A mésodik tag 31‘1';% tényezSje 1, hiszen a feltétel bekdvetke-

zése a/ miatt maga utén vonja, hogy
.y £
sop. Ifor - full <
A b/ miatt és mert

In'—" ({: 5 g:u)
PIFlga) —Flel)< €)= P (§i - g <6)
Az 9=F({) transzformiciéval kapott, a [0,1] -ben egyenletes

eloszlésu 9§ valésziniiségl valtozd 7{:;‘({:) rendezett
mintiira ismert:

P(?:Oi s R OL) = Bia (d)
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-ahol B(,n (i) az (l' n) -paraméterii béta-eloszlas, igy
£l
Plfa =6 <0 Biale)= %1%) [t-t)"dt = 4- (1€’

A /6/ harmadik tagjat O-val becsiiljilk alulrél. Osszegezve

P (sup, a0 ~fldl > ) < (1-€) o1

ahol € fiiggetlen n-t8l, az egész [a,b] -re univerzéilis
4llandéb, igy

Plsop | fald) = f()] > | = n(1-€)"
amibdl
"i‘ PLsop 1£.00- {W] >q£§n(,_£.)n el

azaz 1/ valéban fenndll, és ezzel a tétel 4llitdsat igazoltuk.

~ b3
Nyilvénvals az  fp,a(X)= f {.(X)d* tapasztalati eloszlésfiigg-
-
vényre a Glivenké-Cantelli-tétel.

K8vetkezmény

PLlin lim sop |Fonl) =F(x)] =0 ] =1

A kBvetkezd tétel as f:(x) konvergencidjénak gyorsasigéra
vonatkosik és egyben raviligit n és m viszonyAra is.
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Legyen £ differenciélhaté, pozitiv és az X €[a.b] pont-

ban

f>c>0; Ifl<cy, fxso

alkalmas C és cl konstansokkal .
Legyen tetszdleges oL>0 ara

-l I -1
Wi (n, X} =y (1= @)

W, (nmx) = A (I"x)) [& P (I')(I- P1"x) log log mJ—i

Q)(n,mp(,)!)ailmin(w.(n.o() , Wz (n.m,x)) /s

A definicié szerint tehdt w (nm.m.o,X) fiigg a véletlentsl
n
az I(x) -en keresztiil! Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt:

2,Tétel. Ha x-nek van plyan [a,b] kornyezete, amelyre telje-

siilnek az 1,Tétel feltételel, valamint £(x) pozitiv, az x
pontban differenciédlhaté, derivéaltjara: £°(x)£0, akkor a /8/-
ban definidlt  W(7. m&.X) figgvényre

1in  1im wlnma.X)]fa(x)—fx]=1
n-—>»>o n—>00

1 _ valésziniséggel,
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Bizonyitas.

Hasonléan az el8z8 tétel bizonyitédsidhoz, elegendS beldtni, hogy a
5 e m
2 Plim winmax) [0~ | > 4+€)

sor konvergens minden £>0O -ra, Ugyanazzal az étalakitéasal,
mint /5/-=ben
v ™
[ lim winma, ) |[fa(x) - fx)|> 1+€]

™ —» 00

/9/
= [IE" wlnm.et,x) | fo (x) - fal0) | > ‘—;E‘] U

U Liim wn,m, %) | falx) = foop 435-]

Most

[ lim wnm.otx)1falx) - f0Ol> -‘—%5] <

<[ lim wi(not) [fa)=fix)1 > 146 ] =

=[wi(ne) [ fal)—f1x)] > 14€]

Az utébbl esemény valésziniiségének becsléséhez:

IFo-Agl - Flyl _1x-yl {1 +0k-y)  fK40-Y) 5o,

If(x) = fly) (x-yl ) -{ly)] If () + Olx-3)| 26y

{ahol az utébbi becslés egy null-mértékil halmaz kivételével ér-
vényes) .

Mésrészt

{1l =g} = {sp o0~ gl ot )
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68 ez mtébbi maga utén vonja, hogy van olyan Xay.€ :.{.l, £ 9
nogy | fix) - {iy)l> —(,,—“) , amib8l - a /10a/ becslést alkal-
magve -

f+ox9

I (g.f : fk)l > [Fxe) — Flgl> e Grima

k8vetkezik. Osszegezve

x) +0(x-4)
Pl - fodl = PUF- () = = A

v + ' ".;,( 1) ogn
PIF ()~ (g THSH B0, g n )

/lob/
1t L[{x) + o(x=y)]2 e >1 egy valésziniiséggel, hiszen
(x~y) < | f: _. {nl as |§:.._§:] 0 egy valésziniiséggel,

ha n —»o , igy - folytatva a /10b/-nél abbahagyott becs-
lést -

P(F(g2)—F(ge D> (1-€ s

=[4_(‘_ (H-L)logh)]

tehat

- P([fa) ~ {60l wi(nox) > 1+€) <4 poy

minden £>0 ara,

A /9/ jobboldaldn 4114 elsl eseményre
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P[l}?nm(n,m,ol,x) “,;'..(x) —falx)| > -';—8 ] =

< Plim o) {7 -foal > 11€]

= AI'w) R I
= P[lim ))103103;]'%1%:)) M’N*E]

~ Y2 p(N(1-PII" AL
A 'A(I'U)) -el egysgzeriisitve, as iterdlt-logaritmus

tétele miatt tetszbdleges £>0 —ra az utébbi va-
lé6s8ziniiség O, azaz

S Pllim w(nma)[{x)-f0)|>14e] =0 N2/
n=1 m

A 10/ és /12/ bizonyitja a tételt.

Megjegyzés, Kézenfekvd lett volna a tapasztalati
siriségfiiggvényt a

Pn(I"(OL) a . *
= (1) na x€[§ ¢-]
ga (%) =
0 kiildnben

definiciéval megadni. A gn(x) azonban nem kon-

vergenss



=174 =

A _g (x) pozitiv valésziniiséggel nem konvergil
egyenletesen O-=hoz.

Tegyllk ugyanis ennek ellenkezfjét fel valamely
£.€,... ... € .. mintaelem-sorozatra. Létezik

olyan n; , i=142,..- indexsoroszat, hogy

sup 1 gul) - fll< 7

X6 (-mpon

. “
Jelélje VYV a {...'u y aE 7Y . L €
illetve a {:,, mintaelemeket, ha a {,“-,,—-\7
a (;: . ﬁ:..) intervallumba esik. (Hogy
e (€: ' g,::) annak valésziniisége, n >
esetén l-hez tart).
Exkor

B= sUp | Gniss(¥) = (x)| =
= ﬂDX{, Qnm()()—{(X)'.' X¢ (7.5) ' J{'K_;!‘S‘T'—'IY f(X)hxe (‘7'\’)
i(;‘—,%@_—ﬁ—{(x) ; xe(ﬁ,g]}

Az

{ { . 1 P .
"muU(n;H)(\’—q) T m (S—‘V)),: l(ﬂiﬂ)(f—\n N {S - ,)
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akkor minimilis, ha (J-17)= (;-Y’)= 5_'2'1
és

2 {
= ((n.'H)(S-n) o ni (3 —T)
Igy elég nagy i-re
B> m{;“ ,[A—g,,..lx%{(x)ll} ~ f'f‘(x)
ha ,f(x)>0

lim  sop |Gnittl)~fi] = 0

(—»o»

azaz valbéban divergens,

III. A /4/-ben definidlt tapasztalati siiriiség-
fiiggvény nagy minta-elemszdm esetén nehezen s8zé-
mithaté. Egy clyan médositésdt adom ebben a
részben, amit Révész P4l vetett fel.

A gyakorlatban jé lenne, ha a tapasztalati siirii-
ségfiiggvényt - mondjuk ~ csak minden F‘l -edik
rendezett minta 4ltal meghatédrozott intervallu=-
mokban adndnk meg n-elemi minta esetén, és
egy-egy ilyen intervallumban ugy definidljuk,
hogy legyen ezen intervallumban a tapasztalati

{n

mérték - azaz -5 =~ é8 az intervallum hosszénak
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hényadosa. Itt /13/-ban a most heurisztikusan elmondott
definiciét precizirozom és a /13/-ban adott tapasztala-
t1i siliriiségfiiggvény sztochasztikus konvergencidjat vizsgé-

lom.

A tovAbbiskban [.y] az y egész részét jelsli.

*
Tetasz8leges £a> 0 ra az I,=(€.. tCnnJ' §k41[8“71;]
jeldléassel legyen régzitett n-re

P, (1)

0 Kiilonben

3,Tétel. Legyen a j;,(w) valésziniiségl valtozé F(x)

eloszlAsfiiggvénye szigoruan monoton, siiriiségfiiggvénye:

f(x) egyenletesen folytonos, korldtos és pozitiv: O< fec

és a /13/=ban szerepld {E.} gorozatra legyen

€70 (=)

ahol o tetsz8leges kis pozitiv szam. Ekkor

lim P{l0 - fx)] >8 } =0
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tetsz8leges d>0 ~ra

Bizonyitéas: Legyen
En ’ T -‘.‘ -y
{ (x)':{T(I—;)IJ.‘{‘{é)dé ha x€ L, k=12, - lLE.] 1

0 kildnben
Vissgiljuk as |00 —f £'?x)l valésziniiségl valtozé
varhat$ értékét.
Felhaszndlva a Schwartz-egyenl&tlenséget

M0 — £ w)l) < M}()ZIK)‘) % «E?{“J*P(h» )= nas
Pelhaszndlva a kénnyen igazolhaté

M(IR (oo, )~ Pl-oo.2)*) = 0(%)
becslést, folytatva /l4/-et

= mt (xtp) O3

Igy tetszbleges O>0 mellett a Markov-egyenl8tlenséget
felhasznédlva

Plfi—fw]>8 } = mi (7"(”) o) ns/



LB

Itt

f BUL) .. A nry P
Mt =M By =0l M
A Glivenko«Cantelli tétel miatt 1 valébsziniiséggel

RL) = fe)ak < CA(L)

azaz

M (3755 = Ol&)

Behelyettesitve /15/-be

P{lf,.t"(x)—{(mzd}zo(?‘: —rl)T) Nne/

Vélasszuk O és 8 ¢ ugy, hogyha |x-t| < ) , akkor
]“ﬂ—ﬁﬂks legyen. Mivel

Pl Ryt~ e~ 00 =0l 0

n+d

kovetkezik - a /6/-ndl haszndlt Atalakités megismétlésével
és egyszerii becslésekkel

P{lf&(x)-- f(x) > 5}=O(£,.) 7/
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MostmAr /17/ és /16/-bdl a tett feltevések miatt kdvet-

kezik, hogy
1n P{f00—-f|>48} =0
n—>c
Mivel f£(x)> 0, igy {:—'—00 és %‘:a+m

1 Valbszinﬁaéggel, ha n-—s>o , igy a tétel barmely

x-re igaz.

Befejezésiil koszonetet szeretnék mondani Cséki Péternek,
aki a dolgozat lektordldsa soran sok hasznos megjegyzést
tett.
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The author in (4) gives a new definition of empirical
density function ‘for which he proves the following
theorems:

Theorem 1. Let [a,b] be such an interwval, in which
£(x) and the inverse of PF(x) in [P(a), F(b)] is

continuousthen

lim lim sup ,{:(x) "f(X)I =0

N a—>® oo (a.6]

whith probability one.

If the function wI(mm. %.¥) 4g gefined in (8), then
Theorem 2. Under conditions of Thecrem 1, if x€ [a.b)
and 1f f£(x) > ¢ >0, and f(x) has first derivate

£'(x), for which |£°(x)|< c, and non-zero, then

i im0 (mm, o, x ) a” () - ()l < 1
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whith probability one.

For brevity of computation the author gives an other
definition of empirical density function in (13), for
which the following theorem holds.

Theorem 3. If the density function £(x) is uniformly
continuous, bounded and positiv: O<f(*/<C  and for

all &»  (in (13))

6"-0({:":‘)

(where o 4is an arbitrary small positive number )

holds then

"J_iinm P[ {:.{x) — {lx) sd]=0

for arbitrary J&>o0 .
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