Egy ortogonalis latin négyzetekkel kapcsolatos prob-
' 1émardl

Knuth E16d

I, Az alapprobléma

Telefonkozpontok tervezésénél meriilt fel a kovetkez§

problémas

Adva van [+1 db. "egység" -~ jelolje ezeket E seeeE
Minden egységen beliil n db "alegység" - jelolje ezeket
Aik) kaOgeoe § izl;eeome Az egyes alegységek pedig n
db, (1=-t81 n-ig sorszémozott) csatlakozéasi pontot tar-
talmaznak,

Bizonyos csatlakozdsl pontok kozdtt Osszekittetést léte-
sitiink, Ha valamelyik Osszekotés egy k-sorszamu csatla-
kozési pontot egy J=-sorszémuval kot 6ssze, nevezziik
(k,j) Osszekotésnek, A tovadbbiakban minden Osszekdtés
egyik (és csak egyik) végpontja E,-hoz fog tartozni,
ezért feltehetjiikk, hogy (k,j) rendezett par és elsd
eleme az Eo-beli alegység csatlakozési pontjénak sor-
B8z4ma,

Ha az E_, E, egységek kdzti (ky, J;), (k,,J,) Ossze=
kétések egy-egy végpontja E°~ban ill1. Ea-ben egy al-=
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egységbe esik, akkor nevezzik ezt (k,, J;, ko, 32)0,5
111e  (ky, J1r Ky 32)8’0 bsszekotésparnaks
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(kls le k-ao JZ)u,v és (k2. 32. kl’ dl)u,v kozott
nyilvénvaléban nem tesziink kiilénbséget.

A feladat ezekutdn a kovetkezds

Konstrudlandé az Osszekotéseknek egy rendszere, mely

kielégiti az alabbi feltételeket:

1/ E, minden alegysége E; minden alegységével oOssze
van kotve egyszeresen (8=zl,2,...0), ezen kiviil mis

Oosszekotézek nincsenek,

Ez a feltétel az OsszekOtések rendszerének egy egy-
szeri és szemléletes abrédzoldsara nyujt lehetdségets



2/

- 20 -

Készitsink egy nxn-es négyzet alaku tablazatot, és
p-edik sorénak r-edik helyére irjuk be az A£°), LS_,B)
alegységek Osszekdtésének fent definialt (k,J) széa-
parjat. Az 1/ feltétel szerint ekkor a négyzet minden
helyére pontosan egy szémpér keril.

Ezt a tdbldzatot s minden megengedett értékére el-
készithetjlik., Az Osszekitések teljes rendszerét igy
egy rendezett parokat tartalmazé n x nl-es (azasz [
négyzetbdl 4114) mAtrixszal reprezentidlhatjuk.

Minden csatlakozépontbél indul ki o6sszekdtés, és min-
den alegységbdl minden lehetséges sorszamhoz megy
legalabb egy Osszekotés.

Eddigiekbll kdvetkezik, hogy E, minden csatlakozé-
pontjabél pontosan | db Osszekités indul ki - min-
den egységhez egy - Eg, s £ o, csatlakozépontjaibél
pedig mindig csak egyetlen. Tovabb& Eo minden al=-
egységébbl minden lehetséges sorszémhoz [ db bssze~
kotés megy, - minden egységhez pontosan egy =

E_, 8 £ o, alegységeibdl pedig minden lehetséges sor-

8
8zamhoz egyetlen Osszekités megy.

A fent definidlt mAtrixra ez azt jelenti, hogy annak
minden négyzetében minden sorban és minden oszlopban,
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a beirt sz&mpar bérmelyik elemében 82 1,2,eeen B8Z&~
mok egy permutéciéja szerepel. Masszéval a matrix min-
den négyzete a beirt szampir mindkét elemében latin

négyzet,

3/ Ha (kl, i) és (k,, J,) az E, egységet ugyanazon
egységgel kotik ossze, akkor (kl, Jl) £ (k2, 32).

Ez a feltétel biztositja, hogy barmely Osszekités egy-
értelmien meghatérozza az altala Osszekdtott alegysé-—
geket. /Az adott egységeken beliil./

Nyilvanvald, hogy igy a matrix minden négyzete minden
lehetséges szampart tartalmazni fog, mégpedig pontosan
egyszer. Masszbéval a matrix minden négyzete ortogona=-

lis latin-négyzet,

4/ Ugyanazon K., Jy, kK5s Jp értékekhez nem létezik két
(kl, J1s Ko jZ)u,v osszekotéspar, még kiilonbozsé ua, v
értékek mellett sem.

Ez a feltétel nyilvanvaldéan azt biztositja, hogy bar-
mely OsszekOtéspar egyértelmien meghatdrozza az Ossze-
kotéseiben szerepldé alegységeket, és még az ezeket tar-

talmazé egységeket is.

Definicié szerint egy OsszekOtéspar Osszekotéseit jel-

lemz$ szamparok az s-edik négyzetben (kl’ dps Xo 32)5 3
?
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esetén egy sorba (ky, oy ko 32)0’5 esetén pedig
egy oszlopba keriilnek. Nevezzilkk a négyzetek sorait
é8 oszlopait kiz0s néven vonalaknak., Matrixunkra a
4/ feltétel ekkor nyilvanvalban azt jelenti, hogy
nincs két egyvonalba esd szémparja. /Id. pl. az
utolsé oldalon szerepl8 példidkat./

Viladgos masrészt, hogy minden, az itt leirt tulajdon-
sagokkal rendelkezd matrix egyértelmiien meghatarozza
az OsszekOtéseknek egy az 1/ - 4/ feltételeket kielé-~
gité rendszerét.

II, Tovabbi kérdések

Gyakorlatban a 4/ feltétel csak ritkdn elégithetd ki.
A probléma ezért a 4/ feltétel bizonyos gyengitései
mellett is vizsgédlandé.

a/ Megengedjiik, hogy legyen két olyan O6sszekotés pér,
amelyben k;, J;» k5, J, azonos, ha az egyiknél
u =0, a migikndl pedig v = O (2. ébra).
Eq E.
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Ortogonalis latin négyzetekre vald atfogalmazlsunk-
ban ez azt jelenti, hogy soroknak csak sorokkal, 08z-
lopoknak csak oszlopokkal kell kielégiteni a korébban
mondott feltételt,

Tovabb gyengithetjik a 4/ feltételt, ha csak azt ko=
veteljiik, hogy ne legyen két olyan Osszekétéspér,
melyben k,, jl, k2, 32 megegyez ik és mindkettdnél

V"—"O.

Masszbéval két Osszekotéspar csatlakozépont-sorszéamai
csak akkor nem lehetnek azonosak, ha mindkettd az

E, egységbdl indul ki. /Pl. a 2, 4brédn az 1 Ossze-
kotéspar./

/Vegjegyzés: annak ellenére, hogy b/ esetén latszbd-
lag sokkal gyengébb feltételt kell kielégiteni, az
eddigl eredmények alapjén valésziniinek latjuk, hogy

nem jelent komolyabb kénnyitést a/-=hoz képest./

III, Né a probléméaval kapcsolatos megje 68
P

Mindezek utan a kovetkezd problémékat vethetjiik fel:

I,

Adott n és | -hez konstrudlandé [ db nxn-es
ortogonalis latin négyzet ugy, hogy semelyik két
kiilonb6z§ vonalnak ne legyen egynél tobb kozos

elemes
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II. Az eldbbi, de csak azt koveteljiuk meg, hogy két

sornak vagy két oszlopnak ne legyen egynél tobb

k6z0s eleme.,

III, Csak azt koveteljuk meg, hogy két oszlopnak ne le-

gyen egynél tobb k0z0s eleme,

Meg fogjuk mutatni, hogy

: -1
A/ Az I. Peltétel esetén | legfeljebb [5—] , a IL,

III. feltételek esetén pedig legfeljebb n=l1 lehet,

B/ Amennyiben n primszéam, ez a hatar mindig el is ér-

heté6, ple. a kovetkezdé konstrukciodkkal:

I. eseténs

Qif’:([}k, 2ji+(2j—")k) (mod p)

ahol aii) a j-edik négyzet i-edik sordnak k-adik

helyére irt elempért jelenti. /A zardjelbe irt szamok

modulé p

értendd8k/.

II. és8 I1I. esetén pedig:

ay =(i+k, ji+(p-j)k)

(n=p)

(mod p)



IV, A kimondott &llitasok bizonyitasa

A/ Tekintsiik pl. az (1,1) elemet. Ez minden négyzetben
pontosan egyszer fordul eld. Minden alkalommal n=l
elemmel van egy sorban és n-l-el egy oszlopban. Az
I. feltétel esetén ezen 2 [ (n~l) elem kozott azono-
sak nem szerepelhetnek, Szamuk igy legfeljebb azon
elemek széma, amelyek az (l,1) elemmel egyaltalan
egy sorba vagy oszlopba keriilhetnek. Ezek széma (n-1)2
(azon elemek, melyek az 1 s8z&mot nem tartalmazzik.)
Az I, feltétel esetén tehdts

21(n-4)é(n“)2 PO W .t

és ha feltessziik, hogy | egész szam, akkor

[ = [néf ] -t nyerjiik.
A III, feltétel esetén csak az (1l,1)=-el egy oszlop=-
ba esd elemek jonnek szamitasba., Ezek szama  (n-l).
Igy

ln-1) £ (n-1) tehat [£n-1

Tekintettel arra, hogy a II. feltétel a III, feltételt
magédban foglalja, az el8bb mondottak erre az esetre

is vonatkoznak,
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B/ Megmutatjuk, hogy mn = primszém esetén a bemutatott
konstrukcidk valéban kielégitik az eldirt feltétele-
ket

"ekintettel arra, hogy mindegyik konstrukcié

by =(i+j, ui+vi) alaku,
ahol O0#U#V#0 (mod p), eldszdr megmutatjuk, hogy
{b,-_,'}‘.f;.1 ortogonalis latin négyzete
Trivi4lis, hogy { bj }‘p mindkét indexében latin
négyzet, azt kell csak belatni, hogy  bij, =bij
esetén 1=, Jji=); .

Ezt pedig egyszeri szamoldssal nyerhet jiiks

ha
Lot f, = s+
0' jl | 2' 3' (m0d p)
Ui+ Vjy= UL +V)2

akkor
[4 == [z = jz “14
U(llc—iz) t V{ji —jl)go gy (U°V)([1 ‘12) =0
tekintettel arra, hogy W%V (modp) ebbdl i, =1,

adédik. Tekintsik most az I, feltételhez tartozé
konstrukcibts

0l =li+j, 2ki+(2k=1)j)  modp



.
A k _ gk
Tegyiik fel, hogy Qi = Qiyj, ahol k¥ k;

Vezessiik be az alabbil rivid jeloléseket:
kq Ak
A4={aii1} i*h Al—{olﬂj i#i

8= {Oi?z} 10y B, ={0i:3 ] j*i
Exkor az I. feltétel nyilvénvaléan a kovetkezdbvel ek-
vivalens:
(A,UA,) N (B,UB,)=¢
Szimmetria okokb6él ehhez elegend’é belatni, hogy
a/ ANB =0
és b/ AN B, ='¢ teljesiilnek,

a/ Tegyiik fel, hogy léteznek olyan 15, i, indexek,
melyekre

. . . 5 ‘ k‘ kl
is#l, , LFL (m°dp) és  Qgj,= OQuja

A definicié szerint ekkor:
4 +jo s iz +j2

2kyiy + 2k, =1)jy = 2kziz+(2kz“)jl f (st

i3+j’ = i,,'f'jz
2k, iy + 2k, = 1)jy = 2ky i, + (Zk,-i)sz

Ezekb8l atrendezésekkel a kovetkezd kongruencidt
nyerhet jiks
2k —k)ii~is) =0 (modp)



b/
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Bz pedig feltételeink és p prim volta miatt le-
hetetlen.

Tegylik fel, hogy léteznek olyan 13, ,j3 indexek,
A A : : k
melyekre (s®(y , /¥ j, (modp) és o.-:j,= Oizjz!

Ekxkor
io +jl = 12 +.jZ
2k,i, + (qu—")‘l‘ = 2k2[2+(2k1-4)j1

Pegraal eV e s (mod p)
l3+}'512+_’3

ok, iy + (2Ky= 1) jo = 2k, iz +(2ky 1) jy

Ebb6l a kovetkezd nyerhetds

[2(ki~ks)+1](i-i) =0 (modp)

Tekintettel arra, hogy il$ 15 és 45k.,k,£ p2—‘

6z lehetetlen.

Tekintsik most a II. feltételhez tartozé konstruk-
clioéts

k Mv ;
aj=[i+j, ki+lp=k)j)  (modp)
Tegyiik fel most is, hogy Oi‘:}, = Oizkj; ahol k,#k,

El6bbi jeldléseinkkel most a kovetkezdt kell belat-
niz

(A,NB,)U (4,NB,) =
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A szimmetria miatt elég AN Bq =¢ =t bebi-
zonyitani. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan 13, 14
indexek, melyekre [,#i3 , 0#{, (modp) és

k k
Qi j'c =0y, j‘z

Definiciénk szerint ekkor:
i'+jg = l.zf’jz
Kyis + (D-ki)js = kyiy # (p-ka)j2
i; +ji = i,' +jz (MOdp)

Kqis +p-ke)js = kyiy+ (p-ka)Ja

Az elébbiekhez hasonlbéan ebbdl azonban
(k.-kz)(io—[3)=0 kovetkezne, aml lehetetlen.

Ezzel azt is beldttuk, hogy e konstrukcié a III,
feltételt is kielégiti, hiszen az ennél gyengébb
kikotéseket tartalmaz,



Ve Néhény példas

B = 7-re az I, sz, feltétel melletts

11 22 33 &4 55 66 77 11 24 357 43 56 62 75
25 5% 45 56 67 71 A2 25 31 44 57 63 76 12
35 4% 57 61 72 15 24 22- 45 31 6% 77 13 26
47 51 62 73 14 25 26 46 52 65 71 14 27 33
52 63 74 15 26 37 41 55 66 72 15 21 34 47
64 75 16 27 31 42 53 67 73 16 22 35 41 54
76 17 21 32 43 54 65 74 17 23 36 42 55 61

11 26 34 42 57 65 73
27 35 45 51 66 74 12
26 44 ‘52 67 75 13 21
45 53 61 76 14 22 37
o 62 77 15 25 31 A6
63 71 16 24 32 47 55
72 17 25 33 41 56 64

b=p-re 8 1T, feltéetellel:

11 22 33 a4 55 11 23 35 42 54 11 24 32 45 53 11 25 34 43 52
25 31 42 53 14 24 31 43 55 12 23 31 44 52 15 22 31 45 54 13
5845 51 12 2% 3224451 1325 D5 45511822 335 42 51 15 24
45 54 1521 32 8552 1421 33 42 55 1% 21 34 44 53 12 21 35
52 13 24 35 41 53 15 22 34 41 54 12 25 33 41 55 14 23 32 41
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On a problem of orthogonal Latin squares.

The paper translates a problem concerning the design of
telephone exchanges into the language of orthogonal Latin
squares. In general, inequalities are deduced for the
problem, on the other hand a construction process is
given in certain special cases /in case of prime order/.
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