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Egy o r to g o n á lis  l a t in  n ég y zetek k el k a p cso la to s  prob­

lémáiról

Knuth Előd

I» Az alapprobléma

T elefonközpontok te r v e z é sé n é l m erült f e l  a következő  

problémás

Adva van /. •* 1 db. "egység" -  j e l ö l j e  ezek et ЕоЭ. . . Е { •

Minden eg y ség en  b e lü l n db "alegység"  -  j e l ö l j e  e zek e t  
ík)■ÍU kacO, .  • .  I i = l A z  eg y es  a legységek  p ed ig  n

db. ( 1 - t ő l  n - ig  sorszám ozott) c s a t la k o z á s i  p on to t t a r ­

talm aznak.

Bizonyos c s a t la k o z á s i  pontok k ö z ö tt  ö s s z e k ö t te té s t  l é t e -  

s itü n k . Ha valam ely ik  ö ssz e k ö té s  egy k-sorszám u c s a t la ­

k o zá si p o n to t egy j-sorszám u va l k ö t ö s s z e , nevezzük  

( k , j )  ö ssz e k ö té sn e k . A továbbiakban minden ö s sz e k ö té s  

egyik  ( é s  csak  eg y ik ) végpontja  EQ-hoz fo g  t a r t o z n i ,  

e z é r t  f e l t e h e t j ü k ,  hogy ( k , j )  r e n d e z e tt  pár é s  e l s ő  

eleme az EQ- b e l i  a le g y sé g  c s a t la k o z á s i  pontjának so r ­

száma.

Ha az Eq , Eg egységek  k ö z t i  (k ^ 8 j ^ ) ,  (k2 »j2 ) ö s s z e ­

k ötések  eg y -eg y  végp on tja  E -ban  i l l .  E -b en  egy a l -О s
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egységbe e s ik ,  akkor nevezzük e z t  (k^, j-^, kg» j g ) 0 s 

i l l ő  (k l t  kg, á g )s 0 összekötéspárnak*

A fe la d a t  ezekután a következő*

K onstruálandó az összek ötések n ek  egy  ren d szere , mely 

k i e l é g í t i  az a láb b i f e l t é t e le k e t *

1 /  E minden a legysége  E minden a le g y sé g é v e l ö ssze
О о

van k ö tve  eg y szeresen  ( s = l , 2 , . . . 0 * ezen k ív ü l  más

ö ssz e k ö té se k  n in csen ek .

Ez a f e l t é t e l  az ö sszek ö tések  rendszerének egy  egy­

szerű  é s  sz e m lé le te s  áb rázo lására  nyújt le h e tő sé g e t*

n y ilv á n v a ló a n  nem teszünk  k ü lö n b ség et.
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K észítsü n k  egy mm—e s  n égyzet alakú t á b lá z a to t ,  é s  

p -ed lk  sorának r -e d ik  h e ly ére  Írjuk be az * ' o ) . 4 S> 

a leg y ség ek  ö sszek ö tésén ek  fe n t  d e fin iá lt ( k , j )  szám­

p á r já t .  Az 1 /  f e l t é t e l  s z e r in t  ekkor a n égyzet minden 

h elyére  pontosan egy  száunpér kerülő

Ezt a tá b lá z a to t  s  minden megengedett é r ték ér e  e l ­

k é s z íth e t jü k . Az ö ssze k ö té se k  t e l j e s  r en d sz er é t Így  

egy r e n d e z e tt  párokat tarta lm azó  n x  n l - e s  (azaz í 

n ég y zetb ő l á l ló )  m á tr ix sza l r ep r e z e n tá lh a tju k .

2 /  Minden csa tla k o zó p o n tb ó l Indu l k i  ö s s z e k ö té s , é s  min­

den a leg y sé g b ő l minden le h e t s é g e s  sorszámhoz megy 

leg a lá b b  egy ö s s z e k ö té s .

E d d ig iekb ől k ö v e tk ez ik , hogy minden c sa t la k o z ó -

p o n tjá b ó l pontosan L db ö ssz e k ö té s  Indul k i  -  min­

den egységhez egy -  Eß , s  4  o ,  c sa tla k o z ó p o n tja ib ó l  

p ed ig  mindig csak  e g y e t le n . Továbbá SQ minden a l ­

eg y ség éb ő l minden le h e ts é g e s  sorszámhoz L db ö s s z e ­

k ö té s  megy, -  minden egységh ez pontosan egy -  

E , e d  o , a le g y s é g e ib ő l p e d ig  minden le h e t s é g e s  s o r -  

számhoz e g y e tle n  ö ssz e k ö té s  megy.

A f e n t  d e f in iá l t  m átrixra ez a z t  j e l e n t i ,  hogy annak 

minden négyzetében  minden sorban ás minden oszlop b an ,
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a b e i r t  szám pár b á rm ely ik  elem ében az 1 , 2 , , , , n  sz á ­

mok egy p e rm u tá c ió ja  s z e r e p e l .  M ásszóval a m á tr ix  min­

den n é g y z e te  a b e i r t  szám pár m indkét e lem ében l a t i n  

n é g y z e t ,

3 /  Ha (k l t  j-j )̂ é s  (k 2 , j 2 ) az Eq e g y sé g e t ugyanazon 

e g y sé g g e l k ö t ik  ö s s z e ,  akkor (k-^, j^ )  4  (k 2 , j 2 ) .

Ez a f e l t é t e l  b i z t o s í t j a ,  hogy bárm ely ö s s z e k ö té s  egy­

é rte lm ű e n  m eghatározza az á l t a l a  ö s s z e k ö tö t t  a le g y sé ­

g e k e t ,  /Az a d o tt  egységeken  b e l ü l , /

N y ilv á n v a ló , hogy Így  a m a tr ix  minden n é g y z e te  minden 

le h e ts é g e s  szám párt t a r t a lm a z n i  fo g , m égpedig po n to san  

e g y s z e r ,  M ásszóval a m a tr ix  m inden n ég y ze te  o rto g o n á ­

l i s  l a t i n - n é g y z e t ,

4 /  Ugyanazon k ^ , j-^, k2 , j 2 é rté k e k h e z  nem l é t e z i k  k é t  

(k-^, j ^ ,  1 ^ , j 2 ) u v ö s s z e k ö té s p á r ,  még kü lönböző  a , v 

é r té k e k  m e l l e t t  sem.

Ez a f e l t é t e l  n y ilv á n v a ló a n  a z t  b i z t o s í t j a ,  hogy b á r­

mely ö s s z e k ö té s p á r  eg y érte lm ű en  m eghatározza az ö ssz e ­

k ö té s e ib e n  s z e re p lő  a le g y s é g e k e t ,  és még az e z e k e t  t a r ­

ta lm azó  e g y ség ek e t i s .

D e f in íc ió  s z e r i n t  egy ö s s z e k ö té s p á r  ö s s z e k ö té s e i t  j e l ­

lemző szám párok az s - e d ik  n ég y ze tb en  (k ^ , j-^, k2 , j 2 ) s о
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e se té n  egy  so rba  (k^ , j 2 , kg, d2 ) 0sS ©setén p ed ig  

egy o sz lo p b a  kerülnek* Nevezzük a négyzetek  s o r a it  

éa o s z lo p a it  közös néven vonalaknak* Mátrixunkra a 

4 /  f e l t é t e l  ekkor n y ilv á n v a ló a n  a z t  j e l e n t i ,  hogy 

n in cs k é t  egyvonalba e ső  számpártja* /Ld* p l*  az 

u to lsó  o ld a lo n  sz e r e p lő  p é ld á k a t* /

V ilágos m á sr ész t, hogy minden, az i t t  l e  i r t  tu la jd o n ­

ságokkal ren d elk ező  m atrix  egyértelm űen meghatározza 

az összekötésekn ek  egy az 1 /  -  4 /  f e l t é t e l e k e t  k i e l é ­

g ítő  ren d szerét*

II* További kérdések

Gyakorlatban a 4 /  f e l t é t e l  csak r itk á n  e lé g ít h e t ő  k i .

A probléma e z é r t  a 4 /  f e l t é t e l  b izonyos g y e n g íté s e i  

m e lle tt  i s  v izsgálandó*

a /  Megengedjük, hogy leg y e n  k ét o ly a n  ö ssz e k ö té s  p ár , 

amelyben k^, j-^, k g , j 2 a zo n o s, ha az e g y ik n é l  

u s  0 ,  a másiknál p ed ig  v = 0 (2* ábra)*
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O rtogon á lis  l a t in  négyzetek re v a ló  átfogalm azásunk­

ban ez a z t  j e l e n t i ,  hogy soroknak csak so ro k k a l, o sz ­

lopoknak csak oszlopok kal k e l l  k i e l é g i t e n i  a korábban

m ondott f e l t é t e l t ®

b /  Tovább g y en g íth e tjü k  a 4 /  f e l t é t e l t ,  ha csak  a z t  kö­

v e te ljü k , hogy ne legyen  k ét o ly a n  ö ssze k ö té sp á r , 

melyben k^, j^ , ^  m egegyezik és m indkettőnél

V = 0 .

M ásszóval k é t ö sszek ö tésp ár  csa tla k o zó p o n t-so rszá m a i 

csak akkor nem leh etn ek  azonosak , ha m indkettő az 

Eq egy ség b ő l indul k i .  /P l*  a 2® ábrán az 1 ö s s z e -  

k ö tésp á r . /

/M egjegyzés: annak e l l e n é r e ,  hogy b / e se té n  lá t s z ó ­

la g  sok kal gyengébb f e l t é t e l t  k e l l  k i e l é g í t e n i ,  az 

e d d ig i eredmények a lapján  v a ló sz ín ű n ek  lá t ju k ,  hogy 

nem j e le n t  komolyabb k ö n n y íté s t  a /-h o z  k ép est® /

I I I ,  Néhány a problém ával k a p cso la to s  m egjegyzés

Mindezek után a következő problém ákat v e th e tjü k  f e l :

I® Adott n és t -hoz konstruálandó / db rum -es

o r to g o n á lis  l a t in  négyzet úgy, hogy sem ely ik  k é t  

különböző vonalnak ne leg y en  egyn é l több közös

eleme
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II» Az e lő b b i ,  de csak  a z t  k ö v e te ljü k  meg, hogy k é t  

sornak vagy k é t oszlopn ak  ne legyen  egyn é l több  

közös e lem e.

III»  Csak azt k ö v e te ljü k  meg, hogy k é t oszlopnak ne l e ­

gyen egynél több közös e lem e0

Meg fogju k  m utatn i, hogy

А/ Az I .  f e l t é t e l  e s e té n  t le g f e lj e b b  [ °2 ~ ]  , a I I .

I I I .  f e l t é t e l e k  e se té n  p ed ig  le g fe lj e b b  n -1  l e h e t .

В / Amennyiben n primszám, ez a h atár  mindig e l  i s  é r ­

h e tő , p l .  a következő k on stru k ciók k a lí

I .  e se té n : й ^  = ( ц . к ,  2 j í + i 2 j - i ) k ) (mod p)

ahol a j - e d ik  n ég y zet i - e d ik  sorának k-ad ik

h e ly ér e  i r t  elernpárt j e l e n t i .  /А z á ró je lb e  i r t  számok 

moduló p é r ten d ő k /.

I I .  é s  III»  e se té n  p ed ig :

(mod p)= j i  + ( p - j ) k )

(n=p)
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IV» A kimondott á l l í t á s o k  b iz o n y ítá sa

А / Tekintsük p l»  az (1 ,1 )  e le m e t. Ez minden négyzetben  

pontosan eg y szer  ford u l e lő »  Minden alkalommal n-1  

elemmel van egy sorban é s  n - 1 - e l  egy oszlopban» Az 

I .  f e l t é t e l  e se té n  ezen  2 L (n -1 )  elem  k ö z ö tt  azono­

sak nem szerep elh etn ek »  Számuk Így le g f e lj e b b  azon 

elemek száma, amelyek az ( 1 ,1 )  elemmel e g y á lta lá n
p

egy sorba vagy oszlopba k erü lh etn ek . Ezek száma ( n - l )  

(azon  elem ek, melyek az 1 számot nem ta r ta lm a z z á k .) 

Az I» f e l t é t e l  e se té n  tehát*

2 l ( n - l )  — ( n - 0 2 azaz I ~  П2

és ha f e l t e s s z ü k ,  hogy / eg ész  szám, akkor

/ — [  П2 1 ~] - t  n yerjü k .

A II I#  f e l t é t e l  e s e té n  csak  az ( l , l ) - e l  egy o sz lo p ­

ba e ső  elemek jönnek szám ításba# Ezek száma (n -1 )#

így

t (n - l )£  ( n - i f  te h á t  / — П-  ^

T e k in te t te l  arra , hogy а I I .  f e l t é t e l  a II I#  f e l t é t e l t  

magában f o g la l j a ,  az előbb  mondottak erre  az e s e tr e  

i s  vonatkoznak.
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В/ M egm utatják , hogy а  = prim szám  e s e té n  a b e m u ta to tt  

k o n s tru k c ió k  v a ló b an  k i e l é g í t i k  az e l ő i r t  f e l t é t e l e ­

ke t*

me k i n t e t t e l  a r r a ,  hogy m indegyik k o n s tru k c ió

bij — ( * +J ! ul + v-í ) a la k ú ,

ahol 0 # U # V £ 0  (m o d p ), e lő s z ö r  megmutatjuk, hogy 

(bijJijmi o r to g o n á lis  l a t i n  n é g y z e t.

Г л P
T r i v i á l i s ,  hogy [byj^ mindkét indexében l a t i n  

n é g y z e t , a z t  k e l l  csak  b e lá t n i ,  hogy bi,jA =  6,-jj, 

e se té n  4  -  li , Ji -Jz  •

Ezt p ed ig  egyszerű  szá m o lá ssa l nyerhetjük*

ha

+Ji =  U +h

uit + vji^uii+ vji

akkor

4 -  4 -  jz ~j*

Ufa-iJ + VÍjt-jijaO , így (u~v)(ii ~4)= 0
t e k i n t e t t e l  a r r a ,  hogy (madp) e b b ő l í< = 4

a d ó d ik . T e k in tsü k  m ost az I .  f e l t é t e l h e z  t a r t o z ó  

k o n s tru k c ió t*

mod p

(mod p )

ú g - l i t j ,  2k
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L le
Tegyük f e l ,  hogy Û,,;, =  0 ^ г ahol к,ф кг

Vezessük be az a lá b b i rö v id  j e lö lé s e k e t ;

A 4= {ú i/fi <><« A z = { Q tlj) j*jt

=  { ° ‘л ]  l * i i  &2 = { ° ü j  }  j * j l

Ekkor az I# f e l t é t e l  n y ilv á n v a ló a n  a k ö v etk ező v e l ek­

v iv a le n s :

(A ,  U A J  í )  ( В , и В г ) = Ф

Szimmetria okokból ehhez e legen d ő  b e lá tn i ,  hogy

а /  А , П В ,  =  Ф
éa Ь / А , П  В г * - Ф  t e l j e s ü ln e k .

a /  Tegyük f e l ,  hogy lé te zn ek  o lyan  1^,

melyekre

13Ф if 1 1чФ l-i (modp) és Qjjj' — Q,\ji

A d e f in íc ió  s z e r in t  ekkor: 

li + j i  =  k  +Л

2 k j i  + Í2k,“ 0j «  2кг1г +(2кг - 1 ) ) г
>

<3 +Ji — íii+jz 

2k,ij + ( 2 к , -  1)ji - 2 k 2iit + Í 2 k i-

1^ indexek ,

(modp)

Ezekből á tren d ezések k el a következő kongruenciát 

nyerhetjük:

2 ( k , - k 2) ( í , - i 3) s O  (modp)
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Ez p ed ig  f e l t é t e l e i n k  éa p prim v o lta  m ia tt l e ­

h e t e t le n .

b / Tegyük f e l ,  hogy lé te z n e k  o lyan  

m elyekre (modp)

i^» indexek,
к, /ч

és ûijj,==

E kkor

i 1 +j1 =  <2 +J2

2k,/, + (2ki-1)j1 = 2kzií + (2ki~4)ji

Í3 +jl = Í2 +Í3

2k,/3 + Í2k,- Ojí s  2ka/2 +Í2kx-4)j3

(mod p)

Ebből a következő nyerhető:

[2(kl-ka)+ 0 í/< '/3) = 0 (modpj
T e k in te t te l  a r r a , hogy i-̂  #  i^ és 4 -  k, , k2*é -íL-1 

6 Z  l e h e t e t le n .

T ekintsük most a I I .  f e l t é t e lh e z  ta r to z ó  konstruk­

c i ó t :

Ű<y = (i+ j , k i  -h(p-k)j) (mod p)

Tegyük f e l  most i s ,  hogy 0,% =  Qhji ahol к,фкг

E lőb b i j e lö lé s e in k k e l  most a követk ezőt k o l l  b e lá t ­

n i:

(Л,ЛВ,)и(Л2Л82) = 0
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A szim m etria m iatt e lé g  A , r \ B i =<P  - t  bebi~  

z o n y ita n i. Tegyük f e l ,  hogy lé te z n e k  o lyan  i j ,  Ц. 

indexek, melyekre /«Ф U i (mod p) é s
ke kí

Ú i3> = 04

D efin íc ió n k  sz e r in t  ekkor:

l,+ji -  U +h
k j i  + lp-k,)ji  ш kl ií + i p -k 2)ji
h +ji s  íii +Â
k,is +(p-k«)jl = ÍP "^)ji ^

( moc/ p)

Az előb b iek h ez hasonlóan ebből azonban 

(ki- к 2) ( i i ~ ^ )  = 0  k övetk ezn e, ami l e h e t e t le n .

E zzel a z t i s  b e lá ttu k , hogy e k on stru k ció  a I I I .  

f e l t é t e l t  i s  k i e l é g í t i ,  h is z e n  az en n é l gyengébb 

k ik ö té se k e t  ta r ta lm a z .
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V» Néhány p éld a:

n s  7 -re  az I .  az , f e l t é t e l  m elle tt»

11 22 33 44 55 66 77 11 24 37 43 56 62 75

23 34 45 56 67 71 12 25 31 44- 57 63 76 12

35 46 57 61 72 13 24 32 45 51 64 77 13 26

47 51 62 73 14 25 26 46 52 65 71 14 27 33

52 63 74 15 26 37 41 53 66 72 15 21 34 47

64 75 16 27 31 42 53 67 73 16 22 35 41 54

76 17 21 32 43 54 65 74 17 23 36 42 55 61

11 26 34 42 57 65 73

27 35 43 51 66 74 12

36 44 52 67 75 13 21

45 53 61 76 14 22 37

54 62 77 15 23 31 46

63 71 16 24 32 47 55

72 17 25 33 41 56 64

n=£:-re a I I . f e l t é t e l l e l :

11 22 33 44 55 11 23 :55 42 54 11 24 32 45 53 11 25 34 43 52

23 31 42 53 14 24 31 43 55 12 23 31 44 52 15 22 31 45 54 13

34- 43 51 12 23 32 44 51 13 25 35 43 51 14 22 33 42 51 15 24

43 54 15 21 32 45 52 :14 21 33 42 55 13 21 34 44 53 12 21 35

52 13 24 35 41 53 13 22 34 41 54 12 25 33 41 55 14 23 32 41



-  39 -

Irodalom:

[1] R.C. Bose and S .S . Shrikande: On the f a l s i t y  o f  
E u ler*s con jec tu re  about the non e x is t e n c e ,  o f  two 
orthogonal L atin  aqueres o f  order 4k*2 F roc. t o t .  
Acad. S e i .  USA. 1959 . P* 754.

[2] R.C .Bose and S .S . shrikande: M utually orthogonal 
L atin  sq u ares.
T ransactions o f  the Amer. Math. Soc. I9 6 0 , p .1 9 1 .

[3] D.M.Johson, A.L.Dulmage, N.S.M endelsohn: Orthomorhism 
o f  groups and orthogonal L atin  sq u ares .
Canadian Journ. of.M ath . 1961. p .3 5 6 .

[4 ] E .T .Parker: O rtogonal l a t in  sq u ares .
Proc.M at.A cad.S e i .USA. 1959. p . 859*

[5 ] J .S in g er : A c la s s  o f  groups a s s o c ia te d  w ith  Latin  
sq u ares. Amer. Math. M onthly.I9 6 0 ,p  .2 3 5 .

[6] К .Yamamoto: G eneration p r in c ip le s  o f  L a tin  squares. 
Rep .  St a t  • App 1 .Re s  .  Un io n . Sap • Sc i  .Eng • I 9 6 I  .p  • 73 •

[7 ]  R .C .B ose, I.M.Chakrav a r t i ; D.E.Enuth: On methods 
o f  co n str u c tin g  s e t s  o f  m utually orth ogon al Latin  
squares using a computer I - I I .
Technom etics I9 6 0 , p .  5 0 7 .1 9 6 1 .p .1 1 1 .



-  40

§_£_5~5я§ - ? -Za

On a problem o f  orth ogon al L atin sq u a res .

The paper t r a n s la t e s  a problem concern ing the d esig n  o f  
telephone exchanges In to  the language o f  orthogonal L atin  
sq u ares. In  g e n e ra l, I n e q u a li t ie s  are deduced fo r  the  
problem, on th e  other hand a c o n str u c tio n  p r o c ess  i s  
g iv en  in  c e r ta in  s p e c ia l  c a se s  / i n  ca se  o f  prime o r d e r /.
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