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Néhány újabb s t a b i l i t á s e lm é le t i  eredm ényről 
/Aizerman egy se j té s é n e k  b iz o n y í t á s a . /

Prey Tamás

l . § .  B evezetés

A modern szab á lyozástech n ik a  nagy je le n tő sé g ű v é  t e t t e  a 

d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d sz e r e k  m ego ld ása iva l k a p cso la to s , 

Ljapunov-értelem ben v e t t  s t a b i l i t á s - v iz s g á la t o k a t .  A gya­

k o r la t i  alkalm azások szem pontjából kü lönösen  fontosnak  

lá tsza n a k  Ajzerman v iz s g á la t a i ,  ak i e lő s z ö r  fo g la lk o z o t t  

olyan  szabályozókörök s t a b i l i t á s á v a l ,  amelyek je lfo g ó k a t ,  

i l l .  d iódás kap cso lóelem eket i s  tarta lm azn ak . A probléma 

döntő je len tőségű n ek  mondható a n em lin eá r is  elem eket i s  

tarta lm azó szabályozókörök á lta lá n o s  e lm é le te  szem pontjá­

b ó l ,  mert a n em lin eá r is  elemek k a r a k te r is z t ik á i  tö r tv o n a l­

l a l  j ó l  approxim álhatók, ez  utóbbiak p ed ig  o lyan  elem ekkel 

r e a liz á lh a tó k , am elyeket kapcsolóelem ekből és l in e á r i s  

k a r a k te r is z t ik á jú  elem ekből ép íthetünk  f e l .  A le g e g y sz e ­

rűbb stru k tú rájú  — e g y e t le n  k a p cso ló e lem et, r e sp . nem li­

n e á r is  elem et i s  tarta lm azó  -  szabályozóköröket Ajzerman 

az a láb b i stru k tú rá jú  d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d s z e r r e l  i r ­

t a  le s

/ 1/

( i-2.3. .........n)



Az ffxj függvén yrő l A overman f e l t e t t e ,  hogy k é t l in e á r is  

függvénnyel и b eh a tá ro lh a tó " , azaz k i e l é g í t  egy

O1K -  f í * J -  / 2 /

t ip u su  e g y e n lő t le n sé g e t  g e m e lle tt  a L ip e c h i t » - f e l t é t e l t  

i s  / u n i ó i t á s / ,  végü l a z t  i s ,  hogy az

П #
X , = Z % X j  + O X k ; X2 = Z a / X j  ( i - 2 . / 3 /

j-i
d if fe r e n c iá le g y e n le t -r e n d s z e r  x= 5  m egoldása aaszim pto- 

t ik u sa n  s t a b i l i s  t —‘ e s e t é n,  hacsak Q £ ( A , , A t) 

é s  [Oi.Ot] C í Á<, А») i s  t e l j e s ü l ,  /L , p l ,  [ l]  , /  Ajzerman 

mármost úgy v é l t e ,  hogy a t e t t  f e l t e v é s e k  m e l le t t  az / 1 /  

a l a t t i  ren d szer  x = £  megoldása i s  a ssz im p to tlk u san  

s t a b i l i s ,  e s e j t é s t  azonban csak n=2 e s e té n  tu d ta  ig a ­

z o ln i .

Az alábbiakban mi á lta lá n o s  s t a b i l i t á s e lm é le t i  eredménye­

k e t  ism ertetü n k , am elyek révén , a sok k ap cso lóelem et és  

n em lin eár is  részren d szerek et i s  tarta lm azó  sz a b á ly оzókörök 

s t a b i l i t á s á r a  tudunk k ö v e tk e z te tn i. Az Ajzerman á l t a l  

s e j t e t t  t é t e l  ig a z o lá s a  -  az e r e d e t in é l  sok k a l á lta lá n o ­

sabb fogalma zásban -  a z  ig a z o lt  t é t e l e k  a la p já n  könnyen 

adódik.
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A 2 . §«ban a k i tű z ö t t  programnak m eg fe le lő en  a p e r tu rb á lt  

l in e á r i s  rendszerek  s t a b i l i t á s á v a l  fog la lk ozu n k . Az Így  

adódó eredmények a lap ján  Cesari egy s t a b i l i t á s e lm é le t i  t é ­

t e l é t  (1 . p l .  [2] , [3] , i l l .  [4] , i l l .  ennek B ih a r i á l t a l  

a d o tt á l t a lá n o s í t á s á t ) i s  lén yegesen  é l e s í t e n i  fo g ju k . A

3 . §-ban o lyan  l in e á r i s  ren d szerek k el fog la lk ozu n k , amelyek­

n é l az együ tth ató  m átrixok szakaszonként állandók; az adódó

t é t e l  több k orro lláriu m át ism e r te tjü k . Végül a 4 . §-ban
»

-  lén yegesen  á l t a lá n o s í t o t t  formában -  b e b izo n y ítju k  A jzer -  

man s e j t é s é t ,

2 .§ .  P er tu rb á lt l i n e á r i s , i l l ,  majdnem l in e á r i s  rend­

szerek  s t a b i l i t á s a .

Jónéhány eredmény ism eretes  az

X = [ A M + B f t ) ] x  / V

l in e á r i s  ren dszer m egoldásainak a ssz im p to tik u s v is e lk e d é ­

s é r ő l ,  ha az

Ц - A U )  У / Ы
l in e á r i s  ren dszer m egoldásai ism e re te k , é s  vagy m ajorál­

hatók és m inorálhatók i s  egy-egy e x p o n e n c iá lis  függvény­

n y e l ,  vagypedig //^ f t r  [A("t))d l > —со érvén yes. Az a láb ­

biakban egy o lyan  t é t e l t  igazo lu n k , amelyben a / 4 /  é s / 5 /
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ren d szer  m egoldásainak a ssz im p to tik u s ö ssz e h a so n lítá sa  

során csak  azt te s sz ü k  f e l ,  hogy A és Б minden véges  

in terva llu m on  in te g r á lh a tó k ,

1 , t é t e l .  Az / 5 /  e g y e n le t  egy a la p ren d szerét V(í) - v e i ,  

/4/**ét p e d ig  Х.Ш - v e i  j e l ö l v e ,  érvényes a k é t alaprend­

sz er  a ssz im p to tik u s v is e lk e d é s é t  je llem ző

I x ' f t l ^ - g h / l ß M I d T  -e x p /|g (T ) |d T  / 6 /
to io

i l l .

I Y l t ) X t ö - E h f l& V f íü T  ■ exp/lB (T )|ldr / 7 /
to tt

r e l á c i ó ,  ha Yfto) t e l j e s ü l ,  a h o l Ц, íf olyan

-  egyébként t e t s z ő le g e s  -  mátrixnormát j e l ö l ,  amely inva­

r iá n s a h ason lóság i tra n sz fo rm á c ió ra . Ha e m e lle t t  0»
jilß(T)||cf7 < со i s  t e l j e s ü l ,  akkor minden V(é) -h ez
*° to)

t a lá lh a tó  olyan X U) a lap ren d szer  i s ,  hogy

I x “  W VItí-El* 2 IIFI-fl B(T) II d T  / 8 /
" = ~  t ~

i l l .

| y ’« ) x Mw - £ N 2 -lE llfiie (r)ii d r  / 9 /
“  t

i s  t e l j e s ü l ,  ha t  már e lé g  nagy.
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B iz o n y ítá s í T ekintsük a / 4 /  egyen le tn ek  m eg fe le lő

X =  /1 0 /

m á tr ix e g y e n le te t . Ekkor (1 0 ) -e t  sz u k ce ssz ív  approxim áció­

v a l  és az X^o)=  Y (Ü  k e z d e t i  f e l t é t e l l e l ,  az

X„„ Ш  =  Yffl + /  YM  Y Vf) cff / 1 1 /

i t e r á c ió s  so ro za t révén le h e t  -  m int az jó lism e r t -  megol­

d a n i. T ekintsük  teh á t a következő tran szform áció t:

T ( y h  У (éí + j Yft)y"f{ ) g t y  U t y  d f  / 1 2 /
í0

é s  a minden v ég es in tervallum on in te g r á lh a tó  n -d im enziós  

kvadratikus m átrixok teréb en  vezessü k  be az a láb b i p szeud o-  

tá v o lsá g o t  / 1 .  p l .  [5] / :

s ( y , V h l l Y " ( f i í y W - y / i ) } l

ah o l II II t e t s z ő l e g e s ,  o lyan  mátrixnormát j e l ö l ,  amely 

e g y ré sz t a h a so n ló sá g i tran szform ációra  in v a r iá n s , m ásrészt 

a II C 01 — llCíl'IIDfl r e lá c ió t  i s  k i e l é g í t i .  E m elle tt

n y ilv á n  § S L , továbbá §i — a z t j e l e n t i ,  hogy

majdnem m indenütt érvén yes.

Ilymódon t

=  I I /  У I  *
*  / ( I Y ‘( f ) S f f ) Y í f ) |.?(u,\/)di;=JlB({ïï?(U.V)df

U io

/ 1 5 /
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ha f 4  • Alkalmazhatjuk te h á t  az [5] d o lgozat l . f 2 , ,  

i l l .  5 . t é t e l é t ,  a PQ = 0 ,

Q ?  = J  1 8(Ç) II ? ( f )  c /f
továbbá a v= td0, S*" 0 , a . =

/ 1 6 /

v á la s z t á s s a l .  Ekkor

- T i  |f Y 7 íJ • (  VW + /  УН) У  7f) ö íf )  Y ffJd f -Y ffJ}  1 =

= |/у > ) |( ? ) р ^ н / | |В ({ )1 ^
/ 1 7 /

E m ellett 6 .  a

5 , - T  + Í I B f t ) l <5 j { ) d f  / W

e g y e n le te t  e l é g i t i  k i  é s  ig y  a Bellman-lemma a lap ján

^ " ^0= 5 , á T e x p J l B ( 0 d [  ^ p B ( ( ) l l d f  e x p f l B í t f ű d f  /19/

Az [5] d o lg o z a t 2 . t é t e l e  a la p já n  ilymódon T(U) -nak  

e g y e tle n  f ix p o n tja  van , amely / 1 2 /  a lapján  k i e l é g í t i  az

X - ( A + B ) X  ; £ U o ) = Y ( U

k e z d e t i - é r té k fe la d a to t , továbbá a 3 . t é t e l  s z e r in t

§(X, Y )= sK o .h lY " W [X (fh Y a )} ll *  ь , - 6 . / 20/

azaz / 1 9 /  é s  /2 0 /  a la p já n  té te lü n k  / 7 /  a l a t t i  á l l í t á s a  

valóban t e l j e s ü l .

Ha mármost J ÍB ty lld f  <  00 <. “ i s  t e l j e s ü l ,  akkor -  amint

ez  / 7 / - b ö l  le o lv a sh a tó  -  t Q, - t  e lé g  nagyra v á la s z tv a ,
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lim II Y X -  £  Il t e t s z ő le g e s e »  k ic s iv é  te h e tő ;  ha t e -
i  -*00

h át ii< b  -ban nem az УМ re lá c ió n a k  meg­

f e l e l ő  a lap ren dszei'bő l indulunk k i ,  hanem olyan  X U) -  

b ő i ,  amelyre ezen e lé g  nagy t Q-n á l  t e l j e s ü l  az

XM({t)== Y(U  eg y en lő ség , akkor erre Il Y É  ~K И
v/(°)

t e t s z ő le g e s e n  k i c s i .  M egfele lő  X_ a lap ren d szerre  b iz to ­

s íth a tó  te h á t  a limilY X — £ U = 0 r e lá c ió  i s .  Ezen .Y"1t -*oo 2= =r — —

a lap ren d szer  és V * szo rza ta  -  a szerep lő  improp- 

r iu s  in t e g r á l  / 2 0 /  s z e r in t i  kon vergen ciá ja  m iatt -  k i e lé ­

g í t i  az
m

f i n
Y ( t ) № i -  E - j f W B Q f t y_  =  =ж t =.

= í - [ {  f v s w y dí
/ 2 1 /

relációt, és igy

i r M - E t ^ f l B y i - L ' Y l v f í p l d S

<  2l£ll f l E l p l á f
hacsak t már elég nagy, hiszen ekkor lim ||Y X  ~£ll'm0 
és igy elég nagy t-re |J У X || 2.2ЦЕЦ

/ 22/

wío)
{■*00

E zzel té te lü n k  / 9 /  a l a t t i  á l l i t á s á t  i s  ig a z o ltu k , A másik 

k ét r e lá c ió  egyszerű  s z e r e p c s e r é v e l , t i ,  az 4+B=Ç» 

j e lö lé s e k  b e v e ze té se  révén azonnal adódik.
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2 .  t é t e l .  T ek in tsük  n ő st az  e lő z ő  t é t e l  f e l t é t e l e i  m e l le t t  

az
№  -  AU)* * b ú i  m  / 2 J /

d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  a h o l fix) o lyan , x-ben  f o ly t o ­

nos és И X H >0 -r a  L ip s c h it z - f  é l t  é t e l t  k ie lé g í t ő  függvény, 

amelyre <p(b)-0 t továbbá a sz igorú an  monoton, fo ly to n o s

é s  konkáv - v e i ,  am elyre l é t e z i k

é s  v é g e s , k i e l é g í t i  az

Ui)  * n v o x I l f M U
llx«<* “ /2 4 /

r e lá c ió t .  E zesetb en  az X(U)=Y(U r e lá c ió t  k i e l é g í ­

t ő  a lap ren d szere  a / 2 3 /  eg y en le tn ek  k i e l é g í t i  az

lY l/I X U l-E l  ^  S '{ ô ( / |B (ç ) l lc /f ) + / | / 2 5 /

r e lá c ió t ,  a h o l

2 ( u ) - f f -шЦГ / 2 6 /

Í2 ív) p e d ig  Q(u)  in v e r z e .

Ha Jll B($) Íldf <  &> 

a la p ren d szer , amelyre

, akkor l é t e z i k  olyan  X (é)

| Y " í í ) x 1 ( ) - £ l l - o  , / »  t 00 / 2 7 /
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1 t é t e l  o iz o n y itá sa  az e lő ző  t é t e l  gondolatm enetét köve­

t i ,  csak az [5] d o lgozat i** 2** ill. 3"* t é t e l é t ,  i l l ,

a B el Imann-lemma B ih a r i- f é le  á l t a lá n o s í t á s á t  / 1 ,  p l*  [6] 

i l l ,  [7] /  k e l l  fe lh aszn á ln u n k ,

A kap ott eredményt a C e sa r i- fó le  a ssz im p to tik u s t é t e l ,  

i l l ,  annak B ih a r i- f é le  á l t a lá n o s í t á s a ,  é le s í t é s é r e  hasz­

n á lju k  / 1 ,  p l ,  [4] i l l ,  [6] / ;  az  egyszerű ség  k ed véért a

[4] -b en  sz e r e p lő  j e lö lé s e k e t  h a szn á lju k . T ekintsük te h á t  

a

i  -  + V( i ) )z  + R(é) f ( z )  / 2 8 /

d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  ahol V Jl)-*^  , ha i

továbbá V or(liv(i)li) < 00 és j 8 R(f) IIdf < cn
Uo.oo) <o “

t e l j e s ü l .  J e lö ljü k  az A m átrix s a j á t é r t é k e it  - v a l ,

az  A+V(t) m átrix  m eg fe le lő  s a j á t é r t é k e it  p ed ig  AkU) - v e i  

k = l , 2 , . . . , n t  a sa já té r té k e k  nem szükségkép eg y sze re se k ,

3 , t é t e l ,  A t e t t  f e l t e v é s e k  m e lle t t  minden к-h oz  t a l á l ­

ható o lyan  Zjj. m egoldása a / 2 8 /  eg y en le tn ek , hogy

lim zJL) e u = Sk / 2 9 /i —»00

ah o l , azaz Sk az  A-nak -h oz

ta r to z ó  sa já tv e k to r a . Ha töb b szörös sa já té r té k e
u) (i) ,

A-nak, akkor s k ( 5k ... s tb , j e l ö l j é k  a m eg fe le lő  

m ásod-, harmad-, s tb ,  fő v ek to ro k a t. T a lá lh ató  ekkor min-
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den szóba jö v ő  i -h e z  o lyan  z k megoldás i s ,  hogy

l i m - L i a  exp (- / X™ (Çd f ) - s“1 J“  0 /зо/
* ~*-оо £ <,

»

t e l j e s ü l .

B iz o n y ítá s :  Alapgondolatában k öveth etjü k  a C e s a r i- t é t e l  

[4 ] -b en , i l l .  á lta lá n o s ítá sá n a k  [7] -ben  ta lá lh a tó  b iz o n y í­

t á s á t .  Lényeges e l t é r é s  e g y fe lő l  a z , hogy az 1 . t é t e l r e  

támaszkodva e lhagyhatjuk  az A s a já t  érték e ln ek  eg y szeres  

v o ltá v a l  k a p cso la to s k ik ö t é s t ,  hasonlókép az A+V(t )-nek a 

t - t ő l  fü ggő  s a já té r té k e iv e l  k a p cso la to s  m egkötéseket; 

e z é r t  a z  A+V(t) tran szform ációb an  szerep lő  S ( t )  m átrix  

k o r lá to s  v a r iá c ió  ju  v o l t á t  i s  [4 ] - t ő i  e lté r ő e n  k e l l  kimu­

tatnu nk . A V(t )  -4- О f e l t é t e l b ő l  k ö v e tk ez ik , hogy 4  

e g y sze re s  sa já té r té k e ih e z  egyértelm űen hozzá le h e t  ren­

d e ln i t  e lé g  nagy é r té k e in é l  4 + V (t) ugyancsak egysze­

res  s a j á t é r t é k e i t ,  amelyek t —* 00 e se té n  4 m egfele­

lő  s a j á t é r t ékeihez konvergálnak. A töb b szörös s a já tó r t é -  

k eih ez  v is z o n t  még akkor i s  csak egy sa já tv e k to r t  és meg­

f e l e lő  számú f ő v e k to r t  rendelünk hozzá, ha a szóbanforgó  

s a j á t é r t é k  A m in im ál polinom jában eg y szeres  m u l t ip l i c i -  

tá s u , m ert A + V (t X ainim álpolinom jában t - t ő l  függően  

v á l to z h a t  a m eg fe le lő  e a já té r té k  m u lt ip l ic i t á s a ,  ső t t - t ő l
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függően hasadhat s z é t ,  i l l .  olvadhat ö ssze  a m eg fe le lő  

sa já té r te k c so p o r t . Bzért 4  -nak az / - s z e r e s  m n lt ip l ic i tá s u  

Aj s a já t  é r t  ékéhez a tran szform ációs részm átrixo t úgy ren -
-r-tp A -ríj)''

d e ljü k  hozzá, hogy a 1  Л  -I m átrixnak megfe­

l e l ő  / -d im enziós b lok k , A^J stru k tú rá ja

Ay 0 0 ........ "
\ A, 0 ........

. 0 0 . f Aj.
alakú  le g y e n , fü g g e tle n ü l a t t ó l ,  hogy Aj kányszoros 

m u lt ip l ic i t á s u  4  minimálpo linóm  jában. U gyanilyen a lak ­

ban á l l í t j u k  e lő  t  va lam ilyen  e lé g  nagy, r ö g z í t e t t  t Q 

é r té k é n é l A + V( t )  t r a n s z fоrm áltjá t i s ,  j ó l le h e t  a meg­

f e l e l ő  +V(t))sljl I dim enziós h ip erb lo k k ja ,

A  M melynek stru k tú rá ja  e s z e r in t

Aj°W 0 0 0 .......
f a“<ü) 0 0

О 1 Áj(í)_

e s e t l e g  csupa különböző s a já té r té k e t  ta rta lm a z . Minden­

e s e tr e  m eg fe le lő  m egválasztása  e se té n  b i z t o s í t ­

h a tó , hogy 7 ( t  ) minden fo ly to n o s s á g i pontjában  

i s ,  AjV) i s  fo ly to n o s  le g y e n , továbbá a Víé) -+• 0  

f e l t é t e l  m iatt T ^  é s  Aj lt) —+■ Aj



-  ?4 -

I s  t e l j e s ü ljö n »  A transzform áció  v é g re h a jtá sa  e se té n  -  a s  

5® ft) *2ftJ “  X Ш v á lto z ó t  b evezetve  -  d ifferen c iá l™  

egyenletünk az

X ^ A f t )  X + | r “ S”<X +
/ 5 1 /

+  sítí w o  s :'n) Щ ' чу

egyen letb e  megy á t .  1  továbbiakban e lső so rb a n  a z z a l k e l l  

fog la lk ozn u n k , hogy hogyan le h e t  S ( t ) - t  V ( t )  szak ad ási 

pon tja ib an  egyértelm űen d e f in iá ln i ,  továbbá I - 3 M  - t  

l l - f l  - v e i ,  r e s p . Var (|sft) í) ~ t  Var Í1VWII) - v e i  be­

c s ü ln i .

Ezekre a kérd ések re а [в] dolgozatban  sz e r e p lő  p er tu rb é-  

c ió s  t é t e l e k  a la p já n  le h e t  v á la s z o ln i .  A V( t )  —* 0 r e ­

lá c ió  k övetk eztéb en  ugyanis t a lá lh a tó  o lyan  t Q, hogy [ö]

1 . t é t e l e ,  i l l .  annak a 4 .  pontban töb b szörös s a já t é r t é ­

kekre vonatkozó á lta lá n o s ítá s a  a lkalm azható , azaz t-^> t Q 

és t Q e se tb e n  A + V( t2 ) s a já té r té k e i  é s  s a já t  -

i l l .  fő v e k to r a i p er tu rb á c ió v a l A -b ó l i s ,  A ♦ V C t-^-ből 

i s  s z á r m z ta th a tó k . íg y  S ( t  ) e lem ei -  épp e p er tu rb á c ió s  

t é t e l e k  a la p já n  -  V( t )  u g r á sh e ly e in  i s  egyértelm űen f o l y -  

ta th a tó a k . E m e lle tt  az id é z e t t  t é t e l e k  s z e r in t  t  > t 0
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e se tb en  érvényes a

Vbríljffll)*̂  V a r i t  mi)
i l l .  a

V a r i n f u l h r ^ V a r d m )

r e lá c ió  i s ,  ah o l -  ha t Q már e lé g  nagy -

0 < 9 = qdo) =9 ( a g  IIVWI) < í 

0 <  9« =  9J Ü - 9 ,  ( s o g  II V W I I )  <  1
t e l j e s ü l .

Minthogy e m e lle t t  t Q e lé g  nagy ér ték ére  | /s^)ll— 2 j / j l  

és  IÍJ Wll — 2 II T У i s  é rv én y es , a zér t / 3 1 /  jobb ol­

dalának második tag jáb an  x e g y ü tth a tó ja  k i e l é g í t i  az

1 . t é t e l  f e l t é t e l e i t .

Hasonlókép / 3 1 /  jobboldalának harmadik tagjában  f  

e g y ü tth a tó ja  i s  k i e l é g í t i  a 2 .  t é t e l  f e l t é t e l e i t ,  hogy 

i t t  f  argumentumában x h e ly e t t  ^Шх. s z e r e p e l ,  az  

nem g á t o l ja  a 2 . t é t e l  alkaIm azhatóságát -  amint e z t  B ih ari 

[7] -b en  ig a z o l t a .  Alkalm azhatjuk te h á t  az 1 . i l l .  a 2 . t é ­

t e l t .  Ilymódon A eg y szeres  s a já té r tó k e iv e l  kap cso la tb an  

a /2 9 /  r e lá c ió  k ö z v e tle n ü l adódik . A /3 0 /  r e lá c ió t  i l l e t ő -

/ 3 2 /

/3 3 /

/ 3 V
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en meg k e l l  gondolnunk, hogy az 1 . t é t e l  alkalm azása  

szem pontjából a la p u l v á la s z t o t t .

ц - Л Ш у
d if fe r e n c iá le g y e n le t  m eg fe le lő  megoldásában a s z e r in t  

sz er ep e l az expj^f ( )̂ c/Ç J alakú tagok ( r = l , 2 , . . .  , i  )

lin eárk om b in áció ja , i l l *  i ly e n e k  és t-*nek i - n é l  nem na­

gyobb hatványainak s z o r z a ta i ,  ahogy f  Д ф
t* (o

f e n n á l l ,  i l l .  s e m ./3 3 /-b ó l azonban azonnal k ö v e tk ez ik ,

hogy az egyes expjA^(ç) dÇ a lak ú  tagok hányado-
u

sa  két p o z i t iv  k orlá t közé sz o r íth a tó  minden t ^  t Q - r a ,  

és ig y  az - jr~  - v e i  s z o r z o t t  k i f e j e z é s  mindegyik le h e t ­

ség es e se tb en  zérushoz t a r t .  E zze l a t é t e l t  ig a z o ltu k .

A nnyit k e l l  m egjegyeznünk b e f e j e z é s ü l ,  hogy a tö b b sz ö rö s  

s a j á t é r t é k e k k e l  k a p c s o la to s  /3 0 /  r e l á c i ó  so k k a l p o n t a t l a ­

n ab b a l j e l l e m z i  2* a s s z im p to t ik u s  v i s e lk e d é s é t ,  m int 

/ 2 y / -  z K - é t ,  zjf n a g y sá g re n d i v is e lk e d é s e  azonban 

csak  ak ko r m arad b iz o n y ta la n  / 3 ° /  a la p já n ,  ha a 

Re{ÁÍ^U)} —■> 0 e s e t t e l  á l lu n k  szem ben.



-  77 -

3 . § . Szakaszonként á llan d ó  rekurrens egy ü tth a tó jú  d i f f e ­

r e n c iá le g y e n le te k  m egoldásainak assz im p to tik u s v iz s g á la ta

T ekintsük e lő s z ö r  az

X =  A(i) X_ /3 5 /

l in e é x i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  é s  tegyük f e l ,  hogy az 

egymáshoz csa tla k o zó  ( k , U*i) intervallum okon  

( i = 0 , l , 2 , , . .  ) A ( t )  f e lv á l t v a  а В i l l .  Ç m á tr ix sz a l  

eg y en lő . J ó lism er t az a té n y , hogy a / 3 5 /  e g y en le t x  = 0 

megoldásának a ssz im p to tik u s s t a b i l i t á s á t  nem b i z t o s í t j a  

( á lta lá n o s )  in te g r á lh a tó  A ( t )  együ tthatóm átrix  e se té n  

az a követelm ény, hogy A ( t )  m indegyik sa já té r té k e  min­

den t - r e  n e g a tiv  v a ló s  r é sz ű . (E gyszerű e lle n p é ld a  p l .
' • 2í _az X,=-/x, ; x2= e x ,  — 2Xi d if fe r e n c iá le g y e n le tr e n d ­

s z e r ,  ) Ig a z o lju k  azonban az a lá b b i

4 . t é t e l - t :  На В é s  Ç minden sa já té r té k e  n e g a t iv  va­

ló s  részű  (é s  A ( t )  = B, ha t  s ( t 2i , ) i l l .

A (t ) = Ç ha Ъе(*я . , ,4гм)  ( l=0,1,2, . . .  ) a k k o r a

/ 3 5 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  x  = О megoldása a ssz im p to tik u -  

san s t a b i l .
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B izo n y ítá s; Tegyük f e l  e lő s z ö r ,  hogy В és Ç m inim ál- 

polinom jában minden s a já té r té k  e g y sze re s  m u lt ip lic itá su *

J e lö ljü k  B s a j á t é r t é k e l t  ( e s e t le g e s  m u lt ip lic itá su k k a l  

szám lálva) ßj - v e i  ( j = l , 2 , . . .  , n ) ,  a hozzájuk ta r to z ó

jo b b o ld a li sa já tv e k to r o k a t b  ̂ - v e i ,  hasonlókép Ç s a j á t ­

é r té k e it  i l l #  sa já tv e k to r a it  ^ resp* - v e i  ( j = l , 2 , . . . , n ) .  

A ( <2l ( 1IUI ) in terva llu m on  bontsuk f e l  x ( t ) - t  a b^ -k-

k e l párhuzamos, hasonlókép a ( l iiu ; l2lil ) in terva llu m on  

a £^-kkel párhuzamos komponensekre:

(ha / 3 6 /

resp#

x  =  L  VjCi (hó é e f i w M I
j=\

A megoldásnak az  in terva llu m ok  h a tá rp o n tja in  fo ly to n o sa n  

k e l l  átm ennie, azaz minden k -ra  fen n  k e l l  á l ln ia  a

Xftc -0 J S  Xitk+O) ; £_ £  [lk)bj iL)Cj (k=0,i,...) / 3 7 /

relációnak * Minthogy a b^ és vek torren d szer  t e l j e s

és fü g g e t le n ,  a az l in e á r i s  kombi­

n á c ió ik én t á l l i t h a t ó k  e lő  (egy nem s z in g u lá r is  T  tr a n sz ­

form ációs m átrix  s e g í t s é g é v e l ,  a <j(̂ J =  T  fjUk)
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a lak b an ), é s  v isz o n t

r } íL Í =  T  J 7 / J / 3 8 /

Minthogy а Ъ_. vektorok В, a £  ̂ -k  ped ig  C sa já tv e k ­

t o r a i ,  a z é r t  a m eg fe le lő  in terva llu m on  i l l *

k i e l é g í t i  a

i  -  л  © r

i  - ú i Q i
d if f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  ah o l Л{В)=<Р>....^

Ha teh á t t Q 0 -b an , x ( 0  =  Çli0bi + ........ + azaz

a =  ÇUo) v e k to rr a l van m eghatározva, akkor

l € (io*0 , t<~ 0) -ban

E m ellett / 3 8 /  s z e r in t

2 « , + o ) =  T ' ' j í í , - o } =

íg y  te h á t tx~0) -ban

7 tó =  exp{(éi ~ i ) A Í C ) } X  • exp{ l l t- i o ) A  Í8j] ço

/40/

/ 4 1 /

/ 4 2 /



Á lta lában  i s  í  € ta+ û , 1ин~° ) e s e té n

ÿl)*= exp{( {~ tu )A (B )]Z  • ехр{(1ц-^.,)Л(С)} J  * • 

•ехр{(1й--{г1.1)Д1В)]Т.... J  -'explilrQAiB)} ^

és  hasonlóan  i £  ( tn f ,+0j tu*i ~0 ) e se té n

r j t t i -  e x p { ( t -  hi+i)/\.{c)} T    р(«,-ид( e)}f0

i
J  - d e l  j e lö lv e  e n em sz in g u lá r is  J_ ( p o s i t iv )  n ég y zet­

gyök ét, À  * - d e l  p ed ig  ennek r ec ip r o k á t, b ev eze tjü k  a
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/ 4 3 /

/ 4 4 /

Г*- e*p{(liitl-/*•)] M B ) } Г  =  £ a  (8 )  / 4 5 /

i l l .

T 1 e x p ( ( l 2i - i 2ij j A ( C ) ] T ~ * =  £ х ( с )  / 4 6 /

j e lö l é s e k e t .  Ezekkel / 4 3 /  i l l .  / 4 4 /  ig y  ir h a tó  f e l ;

f W -  e x p { ( i - 4 )  Л ® } 1 1 • í * ( £ ) i « - i ( B )  •
• £ ;i.;fc) ........  £ „ ( £ ) Г *  f .

r esp .

3 ft)- exp{(í-í*„)AÍ£)j Г*-Ç j B h Ç u l c ) -

• .......  £ , ( В ) Г *  f .
/ 4 8 /
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T ekintsük mármost egy ugyanolyan tu la jd o n sá g ú  m átrixnor­

mát, mint a 2 . §-ban , i l l *  egy v e le  k o m p a tib ilis  v e k to r -  

normát. Ekkor

II §zi (g ) I =  II exp llzh, - i j  £ ( B ) I
és

I  Е л  IC)i -  II e x p  (i2i -  1ц.,)Л(С)

lév é n  a mátrixnorma in v a r iá n s  a h a so n ló sá g i transzform á­

c ió r a . Ilymódon te h á t

-  Ц ^ « - в 1 Ч Н е х р [ ( < - Щ ( 8 ) ] |М |_ £ .1 -

• ï ï [ l l £ J?( B ) M £ JS(Ç)ll} =  / 51/

=* I T" 1 II JT ̂ 11-y* h e x p ( t - t i ) £ ( B ) i  •
• t  H exp(f2ÎH- / „ ) A  ( ß ) M |e x p f e ?4 „ . 4)4 f£ )||

Hasonlókép

U TjWl U Т'4Иг-1$.1 - lle*p(í-í«..)^(Cj ï -
i /52 /

• I  11 exp 0 я - < * - | ) Д Щ И е х р Й к « - ( » - . ) A ( ß ) l l
“  =»

é s  /51 /-Ъ б1  és / 5 2 / —b ő i á l l í tá s u n k  azonnal le o lv a s h a tó .

А 9 /

/ 5 0 /



«я

Amennyiben В i l l *  0 egyes s a já té r té k e i  a m inim ál- 

polinomban töb b szörös m u lt ip lic itá s u n k , akkor gon d olat­

menetünket m indössze a n n y it k e l l  v á lto z ta tn u n k , hogy a 

m egfe le lő  fővek torok at haszn á lju k  az  e lő á l l í t á s b a n  a sa­

já tvek torok  h e ly e t t ,  tovább á, hogy ekkor A ( g )  , r esp .

A ( Ç )  nem d ia g o n á lm á tr ix , hanem Jordan-m átrix . Amennyiben 

azonban В é s  Ç valam ennyi s a já té r té k e  n e g a tiv  v a ló s  

r ész ű , a t é t e l  k ö v e tk e z te té se  a kevésbé ö sszev o n t a la k b ó l, 

t i *  a /4-9/ i l l *  /5 0 /  a l a t t i  k ife je z é s e k  sz o r z a tá b ó l i s  

azonnal lev o n h a tó . E zze l té te lü n k e t  ig a z o ltu k .

Könnyen b e lá th a tó , hogy té te lü n k , s ő t  a b iz o n y ítá s  gondo­

latm enete á tv ih e tő  arra  ae  á lta lán osab b  e s e tr e  i s ,  amikor 

A(t )  in te r v a llu m r ó l in terv a llu m ra  ism étlőd ően  a 

§2 » B g , , . . ,  lk  30r0!ba't soronkövetkező e lem év e l eg y en lő . 

Mindössze an n y it k e l l  v á l t o z t a t n i  a b iz o n y ítá so n , hogy 

B2  - r ő l  Bj - r a  á t t é r v e ,  a tran szform ációs m átrixot  

^  • T, alakban, - r ó l  B  ̂ - r e  á tté r v e  £  ' Z  

alakban, s t b .  k e l l  e l ő á l l í t a n i ,  v é g ü l B ^ -ról ”re 

v is s z a té r v e ,  ig y  a Ti * 7^-i tran szform ációs m átrix

adódik ( i t t  a z t  a m átrixot j e l ö l i ,  am elyet a g-̂  - r ő l  

B2  -r e  v a ló  á t t é r é s n é l  h aszn á lu n k ). Érvényes te h á t  az
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5« t é t e l .  На а / 3 5 /  d if f e r e n c iá le g y e n le t  A (t ) eg y ü tt­

ható  m átrixa az egymáshoz csa tlak ozó  ( t i , ) in ­

tervallum okon rendre a c ik lik u sa n  ism étlő d ő  á llan d ók b ó l 

á l ló  B*i B i t .......  fí*. £/,••• sorozat m eg fe le lő  e lem év e l egyen­

lő  és e soroza t minden mátrixának m indegyik s a já té r té k e  

n e g a tiv  v a ló s  r é sz ű , akkor a / 3 5 /  e g y en le t  x  = 0 megol­

dása asszim p totik u san  s t a b i l  ( ti — £<>« ) .

M egem lítjük v é g ü l, hogy -  és ez  (51 ) - (5 2 ) -b ő l  azonnal 

le o lv a s h a tó , -  az x = 0 megoldás L ja p u n o v -s ta b il itá s á t , 

s ő t  m eg fe le lő  kombináció e se té n  a ssz im p tetik u s s t a b i l i t á ­

s á t  i s  b iz t o s í t a n i  tu d ju k , ha egyes sa já té r té k e k  v a ló s  

r é sz e  z é r u ssa l eg y en lő , s ő t  -  a rész in terva llu m ok ra  vonat­

kozó m eg fe le lő  k ik ö tések  m e lle t t  -  még akkor i s ,  ha egyes 

sa já té r té k e k  p o z it iv  v a ló s  részü ek . íg y  pl* abban az e s e t ­

ben , amikor a / 3 5 /  e g y e n le t  A( t )  együtthatóm átrixa  p e r ió -  

dikus és R iem an n-in tegrálh ató , e lé g  finom fe lo s z tá sb a n  sza ­

kaszonként á llandó m á tr ix -so r o z a tta l k ö z e lí tv e  azonnal be­

lá th a tó  a

6» t é t e l  érvén yessége i Legyen a / 3 5 /  e g y en le t  A ( t )  eg y ü tt­

hatóm átrixa T p er iód u su , R iem ann-in tegrálható  függvény* 

J e lö l j é k  ennek t - t ő l  függő s a já t é r t é k e it  a M
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függvények. Amennyiben érvényes a

*.♦7

J sup Æ e { A / ( ç ) }  dÇ < О / 5 3 /

r e lá c ió ,  akkor a / 3 5 /  e g y en le th ez  ta r to z ó  valam ennyi ka­

r a k te r is z t ik u s  exponens i s  n e g a tiv  v a ló s  r é sz ű , azaz az 

x H 0 megoldás á ssz im p to tik u san  s t a b i l .

M egemlítjük a z t i a  -  é s  ez  i s  le o lv a sh a tó  4 . té te lü n k  b i ­

tó J
a m eg fe le lő  k a r a k te r is z t ik u s  exponens v a ló s  részén ek .

4 .  § . A.1zerman se j té s é n e k  b iz o n y ítá s a .  

Tekintsük az

d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  ah o l A á lla n d ó  m á tr ix , g (x )  i s  

állandó m indaddig, amig x eg y ik  komponense se  v á lt  e lő ­

j e l e t ,  i l y e n  e lő je lv á lto z á s o k n á l v is z o n t  ugrásszerűen  v á l ­

to z ik ,  de úgy, hogy a B ( x ) . x  sz o r z a t  L ip s c h itz - f é l t é t é l t  

e lé g í t  k i .  C(x) o ly a n  m átrix , amely x(í)eL ; llxll — sxp(~űj , £>0 

f e l t é t e l  m e lle t t  va lam ely  r ö g z í t e t t  t Q - t ó i  ( p l .  t Q = 0 -  

t ó i )  k i e l é g í t i  a

egy f e l s ő  k o r lá t ja

X =[A + + £(*)] X + DM fix) / 5 4 /
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f l Ç ( x ( i ) ) l c H é  i V(C) Qhoi V < 1 ( ho £>0  / 5 5 /
O

f e l t é t e l t  éa hasonló f e l t é t e l  vonatkozik  D(x)  - r e  i s ,  

a z z a l az  e l t é r é s s e l ,  hogy x Íí )g L ,  Ц X II — exp{-£*}  

m e lle t t  legyen

J i d 6l(í )) И л  < o o  /5 6 /

Végül a  CM• X + D M  sz o rz a t e lé g í t s e n  k i  egy

ICltí^+Dflt) í í ü » ) - C f x i ] x ,  -  0(x.J f í x . J l  ^
/ 5 7 /

^  k^íflXi-xJf)

t ip u su  f e l t é t e l t ,  ah o l Ф fo ly to n o s , monoton növő konkáv 

függvény a Vfo) —0 f e l t é t e l l e l ,  amelyre
4

továbbá f(*) önmaga i s  e lé g í t s e n  k i  egy i ly e n  t ip u su  f e l ­

t é t e l t .

Végül f e l t e s s z ü k ,  hogy g é s  D minden x -r e  k o r lá to sa k .

Azonnal lá th a tó ,  hogy az / 5 5 / - / 5 0 /  f e l t é t e l e k  m e l le t t  / 5 V  

s p e c i á l i s  e se tk én t tarta lm azza  az / 1 / - / 3 /  problém át, ha 

még a z t  i s  f e l t e s s z ü k ,  hogy t e t s z ő le g e s  ф )Ê C ; //X/ií)ll -  k,
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m e lle t t  az  A és  az A + В (x  ( t ) )  = P ( t )  szakaszonként 

konstans m átrixok minden sa já té r té k e  (minden t - n é l )  k i e l é ­

g í t  egy

/ f e f X v (4 ) j - - £ »  ; R e { Á v ( é ) )  ^ ~ £ 0 < °  (  1 2 ......... m )  / 5 9 /

f e l t é t e l t .  Az i s  lá th a tó ,  hogy az / 5 5 / - /5 Э /  f e l t é t e l e k  mel­

l e t t  / 5 4 /  sok k a l á lta lá n o sa b b , mint / 1 / - / З Л  minden olyan  

szabályozó r en d szer , amely kap cso lóelem eket és l in e á r i s  sz a ­

kaszokkal j ó l  app roxidálható  n em lin eá r is  k a r a k te r is z t ik á jú  

elem eket ta r ta lm a z , le ir h a tó  a f e n t i  módon, ha " e lég  f o ly ­

tonos" módon irh a tó  l e  a kapcsolóelem ek h a tá sa , és minden 

l in e a r iz á l t  r é sz sza k a sz  egy a ssz im p to tik u san  s t a b i l  " t e l j e ­

sen" l in e á r i s  sza b á ly o zó ren d szerre l e k v iv a le n s . Érvényes e 

f e l t é t e l e k  m e lle t t  a

7 . t é t e l .  Az /5 5 / - /5 Э /  f e l t é t e l e k  m e l le t t  az / 5 4 /  eg y en le t  

X = 0 m egoldása assz im p to tik u san  s t a b i l ,  ha Ç és D 

minden x -r e  k o r lá to sa k .

B izo n y itá s: lu ind en ek előtt m egjegyezzük, hogy az [5 ] d o l­

gozat pontjában sz e r e p lő  t é t e l  s p e c i á l i s  e se tek én t azon­

n a l be le h e t  l á t n i ,  hogy az /5 4 /  e g y e n le tr e  a lk a lm azott
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sz u k c e ssz ív  approxim áció-sorozat minden véges in t e r v a l lu ­

mon az / 5 V  e g y en le t e g y e tle n  fix p o n tjá h o z  k on vergá l. Mi 

azonban egy más t ip u su  sz u k ce ssz ív  approxim ációt alkalm a­

zunk: k iin d u ló  elem ként (az  x ( o )  = k e z d e ti f e l t é t e l  

m e l l e t t ) te k in tjü k  a

2  - j i(o)  =  Xo /6 0 /

k e z d e t i-é r té k  fe la d a t  z/éj = Xo(i) m egoldását. A kö­

vetk ező  k ö z e l í t é s t ,  X j i )  - t  i l l .  á lta lá b a n  Xn*№) 

az Xn(í) ism eretében  mármost a következő i t e r á c ió s  e l j á ­

r á s s a l  hozzuk l é t r e :

X .J«- z(í) t/:Y(í-t){<[gWT|] + C[x„ÍT)]>xr (r) +
О “

+ DLXn(T)]- f(Xnír))] c/T
/ 6 1 /

ah o l Y( t )  a / 6 0 /  e g y e n le t  Y(0) = 5  f e l t é t e l t  k ie lé g í t ő  

a la p ren d szere , azaz XnU) ism eretében  az

X«, -  { A *  B M W  +Cffcft)]}Uí) + 0 Ш  ííXjít)] /62/

d if fe r e n c iá le g y e n le t  m eg fe le lő  k e z d e ti  érték ek b ő l induló  

m egoldása. Á llítá su n k  ig a zo lá sá r a  mármost e lő s z ö r  i s  ig a ­

z o lju k , hogy a lé tr e h o z o t t  XnW so ro za t minden véges  

in terva llu m on  e g y e n le te se n  konvergál az  / 5 V  e g y e n le t



— 38 —

egyértelm űen m eghatározott m egoldásához, másodszor a z t ,  

hogy Xn^) egy e lé g  nagy és n - t ő l  fü g g e t le n  T kor­

l á t t ó l  kezdve k i e l é g í t i  egy  II Й — C exp{ £, i}

alakú b e c s l é s t ,  és ig y  h a tá r é r té k e , x ( t ) egy 

1 x W i -  C e x p { - } a lakú  b e c s l é s t ,  majd ennek alapján  

a z t  i s ,  hogy ilymódon x ( t  ) k i e l é g í t  t e t s z ő le g e s  

m e lle t t  egy llxj^li — C, e *P {"&>̂ ] a lakú  b e c s lé s t  i s ,  ami­

v e l  á l l í tá s u n k a t  t e l j e s e n  igazo ltu k *

E lőször  második á l l í tá s u n k a t  ig a z o lju k , amely X0ft)=zft)

- r e  n y ilv á n  ig a z .  Tegyük f e l ,  hogy igaznak b iz o n y u lt  még 

n = N-re i s .  Mármost / 6 1 /  a lap ján  ЦХпн(^) fl - t  az

a láb b i módon b ecsü lh et jíiks Xr*<(0 egy inhomogén l in e ­

á r is  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása, amely a homogén egyen­

l e t  m eg fe le lő  m egoldásából és az inhomogén e g y e n le t  p a r t i ­

k u lá r is  m egoldásából te v ő d ik  ö s s z e . A homogén részn ek  a
W ...

k ez d e ti f e l t é t e l t  i s  k i e l é g i t ő  r é s z é t ,  XVHW - t  az

1 , 2 ,  i l l .  6 . t é t e l ,  továbbá Ç k o r lá to s  v o ltá r a  t e k in t e t ­

t e l  ig y  b ecsü lh etjü k !

1 x 2 , ( « 1 -  С е х р ^ ' ^ Н е х р И . О } /6 3 /
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ah o l С а В -ben  sz er ep lő  tra n sz fo rm á c ió k tó l, Il X?И -  t ó i  

és  Ç k o r lá t j á tó l  függő á lla n d ó . Minthogy VÍ£) csökkenő 

függvénye £ -n a k , legyen  ve“ V(£ó,) és Тд̂  az  a 

k o r lá t ,  am ely tő l kezdve

exp(iVa) e x p ( - U ) ^ j  e x p { -  
t  à T - r e  érvén yes. Ekkor in n é t

/ 6 4 /

még inkább t e l j e s ü l .  Az inhomogén r é s z t , - t  az

/ ^ ( f—T j-0 C?*(T)] • <Píx„(T)] dT 
alakban te k in t jü k , és i t t  IIY(í~T)B— l l̂
továbbá ( 0 [ X . ( f ) ] l = 5 , Í T )  egy a (0,Oo ) in terva llu m on

k o r lá to s  in t e g r á l la l  rendelkező függvény, az -г а

t e t t  f e l t e v é s e k  a la p já n , v égü l II 'P[x«(T)]|| — ЯХмМВ'Л^НХм )̂!! t 

hacsak T már e lé g  nagy, p l ,  nagyobb, mint T2 , h isz e n  

egyébként ^   ̂ 00 érvényes le n n e , Ilymódon e lé g

nagy t - r e , p l ,  t — Ъ  -r a

i f Y U - n - D M r l l - i M r l J d T  | | ^
0 1

Г- f  ~TJQr£oT S« ÍT) ^C„e J  • (77tF -
О

— -*r C exp (— 2 V+ 2  ) / hocsok i

/ 6 5 /
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íg y  /6 4 /  é s  / 6 5 /  s z e r in t  e lé g  nagy t  ^ múx{T,,Т»} _ra

Il X u+< (О II — C exp { - | £ § - * J / 6 6 /

t e l j e s ü l ,  a z a z  a t e l j e s  indukció  s z e r in t  /6 6 /  i ly e n  t -k r e  

minden N -n é l érvén yes. E zze l második á l lí tá s u n k a t  b e lá ttu k .  

Mármost ed d ig  ig a z o lt  á l l i t á s a in k b ó l ,  D k o r lá to ssá g á b ó l  

é s  a / 6 1 /  form ulából azon n al le o lv a s h a tó , hogy az  X„^ 

approxim ációs sorozat e g y e n le te se n  k o r lá to s  és e g y e n le te se n  

e le g e t  t e s z  egy 1 k ite v ő s  L ip s c h it z - f e l t é t e ln e k  ( te h á t  annál 

inkább eg y en lő  mértékben fo ly to n o s )  a [o, oo) in t e r v a l­

lumon. Az A scoli-lem m a értelm ében van teh á t egy e g y e n le te ­

sen  konvergens X„ic( 0  r é sz so r o za ta  i t t ,  amely a f o ly t o ­

nos ( s ő t ,  L i p s c h i t z - f e l t é t e l t  k i e l é g í t ő )  ^ ( l )  h a tá r -  

függvényhez kon vergál. íg y  / 6 1 /  s z e r in t  az

r é sz so r o z a t  i s  e g y e n le te se n  konvergál egy Xй*(l) függvény­
ig . (2)

hez ,  úgy hogy X es X k i e l é g í t i k  az

xM(t) -  zM+/Y |[x “'(r)]* £[*'V)>x“ír)*

+ O í x " 1̂ ) ] '  Í í x "'(t >] / 6 7 /

Ha te h á t  ig a z o lju k , hogy a / 6 1 /  a l a t t i  approxim ációsoro- 

zatra  I -  Xní̂ ) j-^0 ha n —► «=> , akkor e z  / 6 7 / -
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te l együtt első állításunk érvényességét is bizonyltja. Már­
most

i
x„„U) -  X » «) -  /  VÍÍ-T) {ß£x„(T)] - В Г хЛ т)] x„(t ) +

+ Cfxn(r)])í„.(T) -£[x„Jr)]xJr)

— Dfx—(T)] • f  £x„-.(T)j dT -

“  fYU-T){b[x„(t)] (x^(Tl-x.(T))-*
О

+(ВГх„[т)] xM-8fx«-.(T)]-x..,ÎT)>+çtx«/r)]<x~,(T)-Xo(T )> -  

-C[xjT)J(x,(r)- (̂r)>+(c[xJij]x.W-£|j(jT)]x„ (̂r)> +

+  D fx .(r ) ]  f  fx „ (r )J  -  O ix „ . , ( r ) J f  [x„-,(T )J  c /T

Vezessük be it t  a Xl/jtjííJ = I l J  
jelölést, és vegyük figyelembe а В, C i l l .  D -vei kap­
csolatos korlátossági, i l l .  folytonossági modulusbeli ki­
kötéseket В, C i l l .  D jelöli II B II I ICB Ш ЙД11 egy-egy 
korlátját, 
így /68/—ból a

t
Д т ,Ш ^  J e x p { - k « - t )  - { ß  Д ~ ,№  + S A J T )  <•

О

+  L , A J tI + C A J t) + C A J t ) +  KY>(a J t))}  d T
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e g y e n lő t le n sé g  adódik, azaz

A nJ 0 e - W í 6 ^ ) e c-TA j r ) d T  +

+ /{ [ e + c  +L J A M  + к т м ) е ^ т  / 6 9 /
Ô

F elh aszn á lva  i t t  a G ronwall-lem m át,

An.,W^/{<ß+c+i-l>An(T) + Kf[An(T)]]e'"‘dr-

•exp(ß+C-£.)t /70/
adódik. Mármost a sz e r e p lő  együ tth atók  p o z i t iv i t á s a  és Ф 

m onotonitása m iatt a függvény minden n -re  majo­

r é ib a  A n W - t ,  ha З Д ^ Д ^ )  és a "Ón so ro za t a

é
Ü J i ) -  e x p  ( ß  +C ~ £-) t - f  {<B+C + Ц )  X  (T) + W («.fóje" W ? i /

О

e g y e n le te t  e l é g í t i  k i .  / 7 1 /  v is z o n t  e k v iv a len s  a z z a l ,  

hogy a

exp {-(fi + C -£.)t} Ц  -ÍS +C-£ = ) f j = + Щ )  expfu]

d if fe r e n c iá le g y e n le t  m egoldását keressük  meg sz u k ce ssz ív

app roxim ációval, olymódon, hogy a z t  inhomogén l in e á r i s

d if fe r e n c iá le g y e n le tn e k  te k in t jü k . Ha i t t  b evezetjü k  az 
-(ß+C-£.)i

s* e  u j v á l t o z ó t ,  akkor d if fe r e n c iá le g y e n -
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létü n k  az

ÿ  = { B * C * L , ) e í* * % + K e u - i p ( é ‘ K ' t í t -ri) m /

d if fe r e n c iá le g y e n le tb e  megy á t .  / 7 2 /  sz u k c e ssz ív  approxi-
_fB+C-fo)í «

m ációval tö r té n ő  m egoldása az ^ [í| - e  -

v á la s z tá s s a l  az  ^„íí)=6 • ~dn(i) so ro za to t s z o l ­

g á l t a t j a .  kármost Д,(о) =  0  , ig y  а Д  » azaz az 77,

függvényt i s  v á la sz th a tju k  úgy, hogy Afo) = 0  resp , 

i?«(o) = 0 érvényes le g y e n . E k e z d e ti f e l t é t e l t  azonban 

/7 2 /-n e k  csak az ^ = 0 megoldása e l é g i t i  k i .  T e tt f e l t e ­

v é se in k  a lap ján  azonban ekkor a sz u k c e ssz ív  approxim áció­

v a l  adódó Tjn(l) so ro za t bármely v ég es in terva llu m on  egyen­

le t e s e n  e megoldáshoz konvergál / 1 .  p l .  [4] i l l .  [З ]/»  íg y  

bármely vége 3  in terva llu m on  A„M  i s  e g y en le te sen  zé­

rushoz k on vergá l, é s  e z z e l  e l s ő  á l l í tá s u n k a t  i s  ig a z o ltu k .

E k ét á l l í t á s  e g y ü ttesen  a z t m utatja , hogy / 5 4 /  m egoldása, 

x ( t )  k i e l é g í t i  a / 6 6 /  r e lá c ió t .  B e h e ly e t te s ítv e  e z t  az 

/5 4 /-b e n  sz e r e p lő  m átrixokba, / 5 4 /  megoldása k i e l é g í t i  az

{á ,f I[xMJ+ CíxWJjx + űfxWlf M / 7 3 /

d i f f e r e n c iá le g y e n le t e t ,  és i t t
í flo

/ J C Í X l t J l d T C Í *  ; / l û i x W f d T ^ œ  / 7 4 /
О ^

t e l j e s ü l ,  ükkor azonban az 1 . ,  2 . ,  i l l .  6 . t é t e l  s z e r in t  

/ 7 3  /  megoldása k i e l é g í t i  t  e lé g  nagy é r té k e ir e  az
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I x M  e x p ál)
b e c s lé s t ,  hacsak £ó <£*> * T ételü n k et e s z e l  igazoltuk®

M egemlítjük még, hogy a gondolatm enet lén y eg es v á lto z ta tá ­

sa  n é lk ü l ig a z  marad a t é t e l  akkor i s ,  ha В, C i l l .  D meg­

f e l e l ő  f e l t é t e l e k e t  k ie lé g í t v e  t - t 6 l  i s  függenek.
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S_u_m_m_a_r_y

On some new r e s u l t s  o f s t a b i l i t y  th e o ry .

The p a p e r v e r i f i e s  some new com parative  item s i n  o rd e r  
to  p ro v e  th e  g u ess o f  A izerm an. These a s s u re  th e  a sy m p to tic  
c o m p a ra b il i ty  o f  th e  p e r tu rb e d  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  
system  and o f th e  u n p e rtu rb e d  s o lu t io n  sy stem . B e s id es , th e  
p a p e r exam ines th e  a sy m p to tic  b e h a v io u r  o f su ch  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t io n  system s w ith  c o e f f i c i e n t  m a tr ic e s  c o n s ta n t  by 
p h a se s  w hich a re  no p e r io d i c a l  f u n c t io n s  o f th e  p a ra m e te r , 
b u t r e p e a t  th em se lv e s  p e r i o d i c a l ly .  S upported  by th e  same, 
a p a r t l y  w eakened, p a r t l y  sh a rp en es  v a r i e t y  o f Aizerm an*s 
g uess i s  v e r i f i e d .
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