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Néhény ujabb stabilitaselméleti eredményrél
/Ajzerman egy sejtésének bizonyitésa./

Frey Tamés

l.§. Bevezetés

A modern szabélyozéstechnika nagy jelentdségilivé tette a
differenciilegyenlet-rendszerek megoldédsaival kapcsolatos,
Ljapunov-értelemben vett stabilités-vizsgélatokat. A gya-
korlati alkalmazédsok szempontjébél kiilondsen fontosnak
latszansk Ajzerman vizsgdlatai, aki elészor foglalkozott
olyan szabalyozdkdérdk stabilitéséval, amelyek jelfogdkat,
ill, diédés kapcsoldéelemeket is tartalmaznak. A probléma
dontd jelentéségiinek mondhatd a nemline&ris elemeket is
tartalmazd szabdlyozbékorok Altaldnos elmélete szempont ja-—
bél, mert a nemlineéris elemek karakterisztikéi tortvonal=-
lal j6l1 approximélhaték, ez utédbbiak pedig olyan elemekkel
realizalhatdék, amelyeket kapcsoléelemekbd8l és lineéris
karakterisztikaju elemekbdl épithetiink fel., A legegysze-
riibb strukturdju - egyetlen kapcsoldéelemet, resp, nemli-
nearis elemet is tartalmazé = szabdlyozdkdrcket Ajzerman
az alabbi strukturidju differencidlegyenlet-rendszerrel ir-
ta le:

j=‘ /1/



Az flx,) fliggvényrb8l Ajzerman feltette, hogy két linearis
figgvénnyel "behatarolhaté™, azaz kielégit egy

Q% = {x) = Q% /2/
tipusu egyenlbtlenséget, emellett a Iipschitz-feltételt
is /unicités/, végiil azt is, hogy az

n a

>'<'=J;o,-,x,- %, )'tz=j§ g%  (i=2,..,n) /3/
differenciélegyenlet-rendszer X=0 megoldésa asszimpto-
tikusan stabilis t—>o0 esetén, hacsak Q€ (A, A)
68 [0.a.]C (A A) is teljesiile /L. ple [1] «/ Ajzerman
marmost ugy vélte, hogy a tett feltevések mellett az /1/
alattl rendszer x = 0 megoldésa is asszimptotikusan
stabilis, e sejtést azonban csak n=2 esetén tudta iga-
zolni,

Az alébblakban mi Altalénos stabilitéselméleti eredménye-
ket ismertetiink, amelyek révén, a sok kapcsolbéelemet és
nemlineéris részrendszereket is tartalmazd szabilyozdkdérdk
stabilitéséra tudunk koévetkeztetni, Az Ajzerman 4ltal
sejtett tétel igazolésa - az eredetinél sokkal &ltaléno-
sabb fogalmazésban - az igazolt tételek alapjén kiénnyen
adédik,
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A 2, §=ban a kitizétt programnak megfelelben a perturbalt
lineéris rendszerek stabilitésaval foglalkozunk., Az igy
adédé eredmények alapjén Cesari egy stabilitéselméleti té-
telét (1. ple [2), (3], i11. [4], 111, ennek Bihari 4ltal
adott éltalénositasét)is lényegesen élesiteni fogjuk. A

3, §=ban olyan lineéris rendszerekkel foglalkozunk, amelyek-
nél az egyitthatd matrixok szekaszonként &llanddk; az adddd
tétel tobb korrollariumét ismertetjikk, Végil a 4, §~ban

- lényegesen Altalénositott formiban ~ bebizonyitjuk Ajzer—
man sejtését,

24§, Perturbdlt lineéris, ill, majdnem linedris rend=

sgerek stabilitasa,

Jénéhény eredmény ismeretes az

%= [Al) + Blt)]x 14/

line4ris rendszer megoldésainak asszimptotikus viselkedé-
8érdl, ha az _
y=AlyY /5/
line4ris rendszer megoldésal ismeretek, és vagy majoral-

haték és minorélhaték is egy-egy exponencidlis filggvény-

nyel, vaegypedig _{lg’ tr (A@)dT > - érvényes. Az alib-
biakban egy olyan tételt igazolunk, amelyben a /4/ és /5/
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rendszer megoldésainak asszimptotikus Osszehasonlitésa
sorén csak azt tesszik fel, hogy A és B minden véges
intervallumon integrélhatdk,

l, tétel., Az /5/ egyenlet egy alaprendszerét Z“) -vel,
/4/=-6t pedig L‘ﬂ -vel jeldlve, érvényes a két alaprend-
szer asszimptotikus viselkedését jellemzd

It -El = fn BTl dT - exp f I BTldT /6/
ill. ° -

I 1’in_>g(f)egu=ju BT - exs !HB(T)ﬂdT 121
relécié, ha  X(k)= Y(b) teljesiil, ahol | I  olyan

- egyébként tetszdleges = matrixnormét jeldl, amely inve-
riéns a hasonléségl transzformécidra, Ha emellett

Nganet <o £4 ST smailly akor winwn  “TID wnsa
talélhaté olyan 2(_‘°’(t) alaprendszer is, hogy

X Yo-El = 20E8]1 801 0T 8/
111, ‘

1Y " X"-g1= 2 g0 figon ot /o1

is teljesiil, ha +t mér elég nagy.
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Bizonyitas: Tekintsik a /4/ egyenletnek megfeleld

X=(A+B)X /10/

métrixegyenletet, Ekkor (10 )=-et szukcessziv approximécid-
val és az X(f )" ) kezdeti feltétellel, az

Xonalt)= Y1 / Y () Y"lg) BE)XSS) o /117

iteréciés sorozat révén lehet = mint az jélismert -~ megol-
dani, Tekintsilk tehat a koévetkezd transzformécidt:

Tlu)= Y +[ YEY t).86) U)o na/

és a minden véges intervallumon integrédlhaté n-dimenziéds
kvadratikus matrixok terében vezessiik be az aldbbi pszeudo-
tavolségot /1. ple. [5] /:

s(uUV)=1Y i {utt)- Vitlt|

ahol I | tetszdleges, olyan métrixnormat jeldl, amely
egyrészt a hasonléséigi transzformécidéra invariéns, mésrészt
a IC0l= lcI-1DI reldciét is kielégiti. Emellett
nyllvan Q€L , tovabba S©.<8, azt jelenti, hogy
majdnem mindeniitt 8\t = 8, érvényes,
Ilymédon

e(II), TW)=IY {l)!Y(f ;)B({ U({) vis)}ds | =

4
=1 {5 8OO {Y Ul - Vil g I < 72
f Y 1) Ble) Yie) - s=(U.= d{=fﬂ§(§)ll§{g,y)d§
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ha t*f{ ., Alkalmazhat juk tehét az [5] dolgozat l., 2.,
ili, 3e tételét’ a Pn = 0,

¢
Qg =‘{ 1 B§)I 566) o Py
tovédbbd & v=w,, Ce=0, U.= Y(f) védlasztéssal, Ekkor

& =T §(wu)=|Y 1) -{Yit) + 'y(t)-;’"(g) B)Y(e)ds -Ye) | =

£ o ¢ /17/
=1[ Y (§).86) Yo of | = 1 Bo) df
Emellett G, a 8
¢

o= T+ [ 1 B6)l G.f6)d§ /18/
egyenletet elégiti ki és igy a Bellman-lemma alapjén
G~ Go= 6 = 'Z'expfﬂg({)"df é[ﬂ@({)ldf expfﬂé({”’d{ /19/

te ty

Az [5] dolgozat 2, tétele alapjén ilymédon J(U)  -nak

egyetlen fixpontja van, amely /12/ alapjén kielégiti az
X=(A+B)X ;  Xlb)= Yl

kezdeti-értékfeladatot, tovébb4 a 3. tétel szerint

SlX, Y) = 8fua,u)=1Y " B{XH)-YO}] < 6. /20/

azaz /19/ és /20/ alapjén tételiink /7/ alatti 4llitésa
valéban teljesiil,

&

Ha mérmost | IBE) df < is teljesiil, akkor - amint
ta

ez /7/-b81 leolvashat6é - ¢ ,~t elég nagyra vélasztva,
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lim ”z l " tetszdlegesenm kicsivé tehetd; ha te-
¢t »00 b
hat <t  <ban nem az X&)=Yt relédcibénak meg-

feleld alaprendszerb8l indulunk ki, hanem olyan 2('(0)“) -
bdl, amelyre ezen elég nagy t, -ndl teljesil az

g(“(lo)=l(l.) egyenldség, akkor erre ,QZ' "X-'L(M—é I
tetszblegesen kicsi, iegfeleld _>g'°’ alaprendszerre bizto-
sithaté tehét a tﬁg’"in‘!‘&—éu =0  reldcié is, Ezen X°
alaprendszer és Y ' szorzata - a szerepld improp~
rius integrél /20/ szerinti konvergenciédja miatt -~ kielé-

giti az
t =
/21/

relécidét, és igy

1YWy -£l < ]'n BOI-IY WX | of <
 20E1 16l g

-1 o
hacsak t mAr elég nagy, hiszen ekkor ;”’Z "1 L( -El-0

-4 (o)

és igy elég nagy t-re [Y X I 42“5"

122/

Ezzel tételiink /9/ alatti &llitasat is igazoltuk. A masik
két reldcié egyszerl szerepcserével, ti. az A+B=C, A=C-B

jelolések bevezetése révén azonnal adddik.
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2y tétel, Tekintsik most az el6zd tétel feltételel mellett

az

Xl = Alt)x + Bf) 9(x) /23/

differenciélegyenletet, ahol Y(X) olyan, x-ben folyto-
nos és I XI>0 ora Lipschitz=feltételt kielégitd fiiggvény,
amelyre  Y(0)<0 , tovébb4 a szigoruan monoton, folytonos

v {
és konkdv w{) —vel, amelyre lm |Gr—df  létezik
és véges, kielégitl asz

w(t‘) £ " !”'72: " f b_‘”’ /24/

reléciét. RBzesetben az L((&J=ZUJ reléciét kielégi-
t8 alaprendszere a /23/ egyenletnek kielégiti az

IX-‘(UL(U—!;'H - Q-‘{Q(.ﬁlglﬁ)lldfhfﬂ Q({)Hd{} /25/
reléciét, ahol

S (u) = fmd%r /26/
.Q_zv) pedig Q(U) inversze.

Ha Zﬂg({)"df < , akkor létezik olyan é‘u{f)

alaprendszer, amelyre

1Y UX0-El~0, h toe .
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E tétel vizonyitéasa az e€1628 tétel gondolatmenetét kivew
ti, csak az [5] dolgozat {1, 2""il 3"" tételét, ill,
a Bellmann-lemma Bihari-féle dltalénositését /1. ple [6)
111, [7] / kell felhasznélnunk,

A kapott eredményt a Cesari-féle asszimptotikus tétel,

ill, annak Bihari-féle &ltalénositésa, élesitésére hasz-
ndljuk /1, ple [4] i1l [6] /3 az egyszeriiség kedvéért a
[4] -ben szereplé jeldléseket hasznédljuk., Tekintsiik tehét

a
z=(4 +VR))z + RE) $(2) /28/
differencidlegyenletet, anol V()>0 , ha ¢t
tovabba “ Vor) ("!(f)") < ™ és flﬂ({)"d( < ®
0,0 &

teljesiil, Jeldljik az 4 métrix sajatértékeit A, -val,
az A+V(t) métrix megfeleld sajatértékeit pedig At —vel
k=1,2,¢.0,03 & sajétértékek nem sziikségkép egyszeresek,

3s tétel, A tett feltevések mellett minden k-hoz taldl-

haté olyan 2 mesoldésa a /28/ egyenletnek, hogy
-f M({)df
Izm Zt)-a% = $§ /29/
ahol As = AuSu » az8z 5, az A-nak A, =hoz
tartozé sajétvektora. Ha A, tObbszdrds sajatértéke
u) (3) ”
A-nak, akkor Sk, Sk - e stb. jeldljék a megfeleld

mésod-, harmad-, stb, févektorokat. Taldlhaté ekkor min-
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(i
den szbbajové i-hez olyan 7_—’«' megoldés is, hogy

¢

[imﬁ.—. [ ZY exp (—f Xt’({) d{)— Sf)}=Q /30/
-] A ==

teljesiile ‘

Bizonyités: Alapgondolatéban kovethet jik a Cesari-tétel

[4] «ben, ill, Altalénositésénak [7] ~ben talélhaté bizonyi-
tését, Lényeges eltérés egyfeldl az, hogy az l. tételre
témaszkodva elhagyBatjuk az A sajatértékeinek egyszeres
voltéval kapcsolatos kik3tést, hasonlékép az A+V(t)-nek a
t=t61 filiggd sajbtértékeivel kapcsolatos megkdtéseket;
ezért az A+V(t) transzformécibéban szerepl8 S(t) matrix
korldtos varidciéju voltét is (4] =t81 eltérSen kell kimu-
tatnunk. A YV(t) —» Q feltételbSl kovetkezik, hogy 4
egyszeres sajatértékeihez egyértelmien hozz& lehet ren-
delni t elég nagy értékeinél A+V(t) ugyancsak egysze-
res sajétértékeit, amelyek t — @ esetén A megfele-
16 sajatértékeihez konvergélnak. A t0bbszéros sajatérté-
keihez viszont még akkor is csak egy sajétvektort és meg-
feleld széamu févektort rendelink hozzéd, ha a szdbanforgd
sajatérték A ninimal polinomjaban egyszeres multiplici-
tésu, mert 4 + V(t) minimédlpolinomjéban t=tOl fiiggden
valtozhat a megfelel$ sajétérték multiplicitésa, sét t=t81
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fiiggben hasadhat szét, ill. olvadhat Ossze a megfeleld
sajatérteéekcsoport, Bzért J ~nak az [ -szeres multiplicitésu

A; sajatértékéhez a transzformécibdbs részmatrixot ugy ren-

2 -4
deljiik hozzé4, hogy a Iué lm natrixnak megfe-
lels | -dimenziés blokk, AY strukturdja
A 90 .
£ N .D.
0 0..1 A

alaku legyen, fiiggetleniil attél, hogy A; héAnyszoros

multiplicitdsu A minimélpolinomjéban, Ugyanilyen alak-
ban 4llitjuk eld t valamilyen elég nagy, rogzitett to
értékénél 4 + V(t) transzformAltjét is, jOllehet a meg-

53 0-4
fele1s V(A +VWH]s" [  aimenziés hiperblokkja,
i)

é (¥ melynek strukturdja eszerint
K&
A (8 g. 0. 0
{ wn# 0 O
0 { A?’(t)

esetleg csupa killonbdzd sajatértéket tartalmaz, Minden-
esetre m(f) megfeleld megvilasztésa esetén biztosit-
haté, hogy ¥(t) minden folytonossigi pontjaban _gw(z‘)
is, 7\;'”“) is folytonos legyen, tovébba a V(] -0
feitbtel niatt  SW-~TW s W -
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is teljesiiljdn., 4 transzformécié végrehajtésa esetén - az
~{
S‘m -zl = X (t) valtozét bevezetve - differenciél-

=

egyenletink az
Xné(1)5+g%-§:g &

: /31/
+ st RIE) 50 - 9(e)-x)) 7

egyenletbe megy &t. A tovdbbiakban elsdsorban azzal keil
foglalkoznunk, hogy hogyan lehet 8S(t)=t V(¥) szakadési
pontjaiban egyértelmiien definidlni, tovébba "%i"l =t

"_gtl., ~vel, resp. Var (| s(t) ) — var(] Vit) l) ~vel be-
csilni,

Ezekre a kérdésekre a (8] dolgozatban szerepld perturbé-
ciés tételek alapjén lehet valaszolni, A ¥Y(t) —» Q Te-
lécié kovetkeztében ugyanis talélhaté olyan t,, hogy [8]
l, tétele, ill., annak a 4, pontban t6bbszirds sajatérté-
kekre vonatkozé 4ltalénositésa alkalmazhaté, azaz ;> %
és t,7 t, esetben 4 + V(t,) sajatértékel és sajat =
i1l fdvektorai perturbéciéval A-D61 is, 4 + V(¥ )=b&1

is szérmeztathaték. Igy S(t) elemei - épp e perturbaciés
tételek alapjén - V(¥) ugréashelyein is egyértelmien foly-
tathatéak. Emellett az idézett tételek szerint + >t
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esetben érvényes a

Vor (1 stl)< 71 Vor (1 (1) 132/

ill, a
vor (I A1) =g Vor (1Al /33/
relécié is, ahol -~ ha +t, mar eleg nagy -

0<g=glkl=g (sp IV#N) <1 o

0 < gy Gultl= g, (sep I VIH 1) <1
teljesiil,

Minthogy emellett t, elég nagy értékére l _Sﬂ)"é 2| II
6s ISWI=21T7 ig érvényes, azért /31/ jobbole
dalénak mésodik tagjéban x egylitthatéja kielégiti az
l, tétel feltételeit,

Hasonlékép /31/ jobboldalénak harmadik tagjéban Y
egylitthatéja is kielégiti a 2, tétel feltételeit, hogy

itt ¥ argumentuméban x helyett gml_ szerepel, az
nem gatolja a 2, tétel alkalmazhatéséght - amint ezt Bihari
[7] =ben igazolta. Alkalmazhatjuk teh&t az 1, 1ll, a 2, té-
telt, Ilymbédon A egyszeres sajétértékeivel kapcsolatban
a /29/ relécid kdzvetleniil adbédik. A /30/ reléciét illetd-
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en meg kell gondolnunk, hogy az le. tétel alkalmazésa
szeupont jabél alapul valasztott,

() y

[>

Q=
differenciélegyentlet megfeleld megolddséban aszerint
szerepel az eXP{‘{ /4 (f)df} alaku tagok (r=1,2,es0,1)
linedrkombinéciéja, ill. ilyenek és Y.:)ek i-rtél new na--
gyobb hatvényainak szorzatai, ahogy [[ )\k'(g)dg aél.[ ,\‘:"(g)dg
fennéll, ill. sem./33/-bdél azonban azonnal kévetkezik,
hogy az egyes expf)\:)(g) d¢ alaku tagok hanyado-
sa két pozitiv koxl*.lét kozé szorithatdé minden +t= to =Ta,
és igy az —};— -vel szorzott kifejezés mindegyik lehet-
séges esetben zérushoz tart, Ezzel a tételt igazoltuk.

Annyit kell megjegyezniink befejezésiil, hogy a tobbszorocs
sajétértékekkel kapcsolatos /30/ reléacié sokkal pontatla=
nabbul jellemzi gf’ asszimptotikus viselkedését, mint
/29/-  Z, ~ét, gf, nagysagrendi viselkedése azonban
csak akkor marad bizonytalan /30/ alapjén, ha a

Re{h.({)(%)} —>» 0 esettel &4llunk szemben,
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3, §s Szakaszonként &llandé rekurrens egyltthatédju diffe-
rencidlegyenletek megoldésainak asszimptotikus vizsgélata

Tekintsiikk el6szdr az

x= Al x /35/

line&ris differencidlegyenletet, és tegyikk fel, hogy az
egymishoz csatlakozé (&, fin) intervallumokon
(1=0,1,2,.0.) A(t) felvdltva a B ill. G métrixszal
egyenld, Jélismert az a tény, hogy a /35/ egyenlet x = Q
megoldésénak asszimptotikus stabilitésat nem biztositja
(dltalénos) integrélhaté A(t) egylutthatémétrix esetén
az a kovetelmény, hogy A(t) mindegyik sajétértéke min-
den t=re negativ valés részii., (Egyszerfl sllenpélda pl.
az X,=-iX ; X, = GZiX: ~2% differenciélegyenletrend-

szer.) Igazoljuk azonban az alébbi

4, tétel-t: Ha B és ( minden sajétértéke negativ va-
16s részii (és A(t) = B, ha te(bi, tuu) ill,
A(t) = C ba t€(b, tun) (i=0.02,.. ) akkor a
/35/ differenciélegyenlet x = 0 megoldésa asszimptotiku-

san stabil.
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Bizonyitéss Tegyik fel eldszér, hogy B 6és C minimél-
polinomjéban minden sajétérték egyszeres multiplicitésu,

Jeloljik B sajatértékeit (esetleges multiplicitasukkal
szémlédlva) fB; =vel (J=1,2;¢00,n), & hozzdjuk tartozd
jobboldali sajétvektorokat 'b'.‘l -vel, basonlékép C sajat-
értékeit 1l1l. sajétvektorait [; resp. [ =vel (j=l,2400050)e
A (ty, Ly, ) intervallumon bontsuk fel x(t)-t a _'Qd-k-
kel parhuzamos, hasonlékép a (i, , {y, ) intervallumon

a _g_d-kkel pérhuzamos komponensekre:

X= i §ij (ha fe(le, lzm)) /3%6/
j=r M4

Ir'eSPe
x= L7 (ho et o)

A megoldésnak az intervallumok hatérpontjain folytonosan
kell Atmennie, azaz minden k-ra fenn kell &llnia a

X-0l=xlt0) ;5 clllym ) g feos) /37
=1 o

relécibénak, Minthogy a P-:) és 9_3 vektorrendszer teljes
és fiiggetlen, a ij({.) -k az _7&([.) line4ris kombi-
néciéiként 4llithaték eld (egy nem szinguldris I  transz-
formécibés métrix segitségével, a §(£.) = __I 7(1.‘)
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alakban), és viszont
-7 § (b /38/

Minthogy a _‘gj vektorok B, a 9'.‘] ~k pedig ¢ sajatvek=-
torai, azért a megfeleld intervallumon 5_ i1l 7
kielégiti a

I

== _{ /39/
= A (G
differenciélegyenletet, ahol A(B)=<p..... s>  AL)=<Y,... ¥n>

Ha tebdt t, + O =ban,  X[l)=§ byt . . + §pln  azaz
a §,= §(l) vektorral van meghatérozva, akkor
{€ ({40 , t,-0)  <=ban

£l =exp{(t-t)AB]S, /30/

Emellett /38/ szerint

nlt (¢,+0) = _{(l ~0)=
-T ‘ennflt -t AB)S,

Igy tehdt ¢€(t,+0, £,-0)  _ban

/81/

)= exp{(t,~t) A} T expftt MA(B]{ /42/



o B0
Altaléban is t€ (fzi*‘O, fu,.'O) esetén

8= exof(t-t) A (B} T - expfltu—t)AC) T -
-exp{ltstydABIT - T exofl-t AB) .

743/

és hasonléan (€ (tz,-,.+0, tasz =0 ) esetén
plt)= cp{{t-til AlC)} T Trexpllt-t)A (B)) £, /us/

i
2
l -~del jeldlve s nemszinguléris l (pozitiv) négyzet-

gyokét, T~{ ~del pedig ennek reciprokat, bevezetjik a

___7:-1‘-- exp{(f-zm —fzi)} Q_(J} __7_-% = &y (g) /45/
ill.
II' exp {(le. _[2('-!)}4 (Q)J I i i (=) /46/

jeldléseket, Ezekkel /43/ ill. /44/ igy irhaté fel:

s
+ e /47/
'éz;.z(C) """ £°(—_B=)l t

Tesp,.
.'_7(“= exP{“ _tz"")é (acg)} T-i" ,éz.- (g)gzl (g)'

3 /48/
¢ BBITRE.
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Tekintsik marmost egy ugyanolyan tulajdonségu matrixnor-
mét, mint a 2, §~ban, ill. egy vele kompatibilis vektor-
normét, Ekkor

I £ (BYI=llexp(tu —t.) A(B) I /59/
és

I €2 (C) I =llexp (b= ta ) AC) /50/

lévén a métrixmorma invaridns a hasonléségi transzforméb-
cléra, Ilymédon tehét

sl =11 AL lexolle -4 (N1
T (& (BT (CNI} = /51/
= 1T AT Newplt-ta A (B) -
;T:[ lexp(tsg, —tie) A (B)-llexpltze~t,s ) A (Ol

Hasonl6kép
In@l = 0Tl lexn (¢ ~tu) A (S -

l /52/
T Nexp (b —t-d ALC) I-lexpltse-~t:s-) A(B)I

és /51/-b81 és /52/-b81l &llitésunk azonnal leolvashaté,
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Amennyiben B 1lle C egyes sajétértékei a minimil-
polinomban tObbszdrds multiplicitéasuak, akkor gondolat-
menetiinket mindossze annyit kell valtoztatnunk, hogy a
megfeleld fdvektorokat hasznéljuk az eldallitésban a sa-
jétvektorok helyett, tovabbé, hogy ekkor /=\(1__§) s T€SDe
é( _.C_.) nem diasgondlmétrix, hanem Jordan-matrix. Amennyiben
azonban B és ¢ valamennyi sajatértéke negativ valds
részi, a tétel kovetkeztetése a kevésbé Osszevont alakbdl,
ti., a /49/ ill. /50/ alatti kifejezések szorzatébdl is

azonnal levonhaté., Ezzel tételiinket igazoltuk,

Komnyen belathaté, hogy tételink, sé6t a bizonyitéds gondo-
latmenete atvihetd arra aw &4ltaléanosabb esetre is, amikor
A(t) intervallumrél intervallumra ismétlédden a
Bys Boseesy By sorozat soronkdvetkezd elemével egyenld.
lindossze annyit kell véltoztatni a bizonyitéson, hogy
B, -rél _Bg -ra &ttérve, a transzformacids matrixot

IA 'I." alakben, Bz =roél B, -Te &ttérve T ‘I;-'
alakban, stb. kell eld4llitani, végiil l_}_k-rél B, -re
visszatérve, igy a =7;4 ‘ Z;-: transzformécibés matrix
adédik ( T, itt azt a matrixot jeldli, amelyet a B, -rél
B, -re val6é &ttérésnél haszndlunk). Ervényes tehdt az
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2¢ tétels Ha a /35/ differenciédlegyenlet A(t) egyltt-
haté métrixa az egyméshoz csatlakozd ( &5, tis ) in=-
tervallumokon rendre a ciklikusan ismét18d8 4llandékbél
4116 Bi B, .. .. B«, B, - sorozat megfeleld elemével egyen=
186 és e sorozat minden mAtrixédnak mindegyik sajatértéke
negativ valés részii, akkor a /35/ egyenlet x = Q megol-
d4sa asszimptotikusan stabil (& = tin ¥a

Megenlit jiik végiil, hogy -~ és ez (51)=(52)-b8l azonnal
leolvashaté, — az x = 0 megoldés Ljapunov-stabilitéséat,
86t megfeleld kombindcid esetén asszimptotikus stabilité-
s4t is biztositani tudjuk, ha egyes sajatértékek valds
része zérussal egyenld, sét = a részintervallumokra vonat-
kozbé megfeleld kikdtések mellett - még akkor is, ha egyes
sajatértékek pozitiv valdés résziek, Igy pl. abban az eset-
ben, amikor a /35/ egyenlet A(t) egylutthatématrixa perid-
dikus és Riemann-integréalhatd, elég finom felosztésban sza-
kaszonként 4llandé métrix-sorozattal kozelitve azonnal be-
lathaté a

6, tétel érvényességes Legyen a /35/ egyenlet é(t) egyiitt=-
bhatématrixa T periédusu, Riemann-integrélhatéd fiiggvény.
Jels1jék ennek t-t61 fiiggd sajatértékeit a  Aj(t)
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fliggvények, Amennyiben érvényes a

Z’ sp Re{2;(s) } d§ <0 /53/

relécid, akkor a /35/ egyenlethez tartozé valamennyi ka-
rakterisztikus exponens is negativ valés részii, azaz az

X 2 0 megoldas asszimptotikusan stabil,

Megemlit jik azt is -~ és ez is leolvashaté 4, tételink bi-
B
zonyltasébbél - hogy ‘Tsup Re A; df egy felsé korlétja
fo '/

a megfeleld karakterisztikus exponens valds részének,

4, §, Ajzerman sejtésének bizonyitésa,
Tekintsik az

R=[4+B0+LW ] x+ DI 900 58/
differencidlegyenletet, shol A 4&lland6 métrix, B(x) is
41landé mindaddig, amig x egyik komponense se vAalt eld-
jelet, ilyen el8jelvéaltozésokndl viszont ugrésszerien véal-
tozik, de ugy, hogy a B(x).x szorzat Lipschitz-feltételt
elégit ki, C(x) olyan matrix, amely _&&)GLJII_X"QEXP{‘&},CW
feltétel mellett valamely rogzitett to -t61l (ple to =0 -
t61) kielégiti a



- 85 =

¢
“Q(ilf))ldléz"“’ . ohdl V<4 , ho £>0 /55/

feltételt és hasonld feltétel vonatkozik 2(;) -re is,
azzal az eltéréssel, hogy x()eL, lxl= exp{-€t}
mellett legyen

f IDx®) I dt <o /56/
Végil a g{)[ : 2 Q‘) i_P_()_(_) szorzat elégitsen ki egy

I Clx) %+ Dlxa) 9lza) =L x.) %, — Dix) $(x) | =

= k‘/’(ﬂ&—&“)

tipusu feltételt, ahol Y folytonos, monoton névd konkév
tiggvény a Y0)=0 feltétellel, amelyre

4

e e
Jm S < b

/57/

tovabbd (X} snmaga is elégitsen ki egy ilyen tipusu fel-
tételt.

Végil feltesszik, hogy C és D minden gx~re korlétosak.

Azonnal lathaté, hogy az /55/-/58/ feltételek mellett /54/
speciélis esetként tartalmazza az /1/-/3/ problémit, ha
nég azt is feltesszilk, hogy tetszdleges X(IEC ; XN =k
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mellett az 4 és az A + B (x (¥)) = F(t) szakaszonként
konstans matrixok minden sajatértéke (minden t-nél) kielé-

git egy

Re{xv(A)} é—EQ ; Re{lv(”} é"Eo <0 ( Viss 42, .. m) /59/

feltételt, Az is lathatéd, hogy az /55/=/59/ feltételek mel-
lett /54/ sokkal Altalénosabdb, mint /1/-/3/; minden olyan
szabdlyozbé rendszer, amely kapcsoléelemeket és linearis sza-
kaszokkal j6l1 approximélhaté nemlinedris karakterisztikaju
elemeket tartalmaz, leirhaté a fenti médon, ha "elég foly-
tonos" médon irhatdé le a kapcsoldelemek batésa, és minden
linearizalt részszakasz egy asszimptotikusan stabil "telje-
sen" line&ris szabdlyozérendszerrel ekvivalens, Ervényes e
feltételek mellett a

79 tétel, Az /55/=/59/ feltételek mellett az /54/ egyenlet
X =2 0 megoldésa asszimptotikusan stabil, ha C és D

minden x-re korlétosake.

Bizonyitas: kindenekeldtt megjegyezziikk, hogy az [5] dol=
gozat pontjéban szerepld tétel specidlis eseteként azon-
nal be lehet latni, hogy az /54/ egyenletre alkalmazott



o

szukcessziv approximécidé-sorozat minden véges intervallu-
mon az /54/ egyenlet egyetlen fixpont jahoz konvergil. Mi
azonban egy més tipusu szukcessziv approximéciét alkalma-
zunk: kiinduld elemként (az x(o) = x, kezdeti feltétel
wellett) tekintjik a |

z= i 2(o)=Xo /60/

kezdeti-érték feladat Z(¢) = Xolt) megoldését, A k-
vetkezd kozelitést, X,[t) -1 111, 4ltaléban Xawl) -1
az Xnlt) ismeretében mérmost a kovetkezd iterébcibs eljd-
réssal hozzuk létre:

Xaultl=2(t) + f Y (=T (B lxal T + C X (T)]) Xpual¥) +
+ DIx(t] - P(xa (1)} dT

ahol (%) a /60/ egyenlet Y(Q) = B feltételt kielégitl

/61/

alaprendszere, azaz Xnlt)  ismeretében _x_nﬁ(” ag

Xow={4 + Bt + CLta®)]} Xoult) + Dlxolt] $Lxa(®)] 627

differenciédlegyenlet megfeleld kezdeti értékekbdl induld
megoldésa, Allitésunk igazolésédra mArmost eldszdr is iga=-
zoljuk, hogy a létrehozott Xalt] sorozat minden véges
intervallumon egyenletesen konvergil az /54/ egyenlet
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egyértelmiien meghatarozott megolddséhoz, mésodszor azt,
hogy Xa (¢) egy elég nagy és n=-t6l fliggetlen T kor-
146661 kezdve kielégiti egy lxtl= C-exp{-T%-& 4]
alaku becslést, és igy hatérértéke, x(t) egy

| x®l= C-exp {'if-*} alaku becslést, majd ennek alapjan
azt 1s, hogy ilymédon x(t) kielégit tetszbleges 0< &< &
mellett egy Il xW)] < Ciexp{-&t}  g1axu becslést is, ami-

vel 4llitéasunkat teljesen igazoltuk,

El852z8r mésodik Allitésunkat igezoljuk, amely Xof)= z{)

-re nyilvén igaz. Tegyikk fel, hogy igaznak bizonyult még

n = N-re is, Marmost /61/ alapjén [ Xne (41 ~t az
alabbi médon becsiilhet jiks Xm.(f) egy inhomogén line-
4ris differencidlegyenlet megoldésa, amely a homogén egyen-
let megfeleld megoldésébdl és az inhomogén egyenlet parti-
kuldris megoldéséabdl tevdédik ossze., A homogén résznek a
kezdeti feltételt is kielégits részét, _x‘;i,(l) -t az
1,2, ill, 6. tétel, tovdbba C korléatos voltara tekintet-

tel igy becsiulhet jik:

ﬂXf:), W)= C -exp{{V(%é')}- {exp(-€t)} /63/
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ahol C a B ~ben szereplé transzformiciéktél, Xl - t61
és C korlétjatol fliggd 4llandé. Minthogy v(€) csdkkend
fiiggvénye € -nak, legyen Vo= V(1&) &5 T, aza
korlat, amelytdl kezdve

exp(fv') -exp(~£&.¢) é-z'- exp {-—% £.£}
t2T -re érvényes, Ekkor innét

(n) N+2
| Xl & 4 Coexp (- -e0t) 164/
még inkébb teljesiils, Az inhomogén részt, -t az

fY(=T)- Dx()] - PLxul1)] AT
alakban tekir:tjiik, in A6t IY (-1 = C;-exp f‘&("ﬂ}
tovéabba HQ[)S_,,(T)]II-:S.(T) egy a (0,00 ) intervallumon
korlatos integrédllal rendelkezd fiiggvény, az _{y("f) -Ta
tett feltevések alapjan, végil I [xw(T)]I élxu(T)l-loquu(‘t')ﬂl
hacsak T ma‘r elég nagy, ple nagyobb, mint T, hiszen
egyébként fq,—“{) dT<w érvényes lenne, Ilymédon elég

=T,

nagy t-re, ple. -Ta

i
”___\{(*‘7) - Dhw(0] - Plxu(V)] AT || =

[ 3
€t [ _HraT s(7)
[e s i 165/

I\
o
™D

IN
N
o
o
B
|
Nz
R
o
8
x=
N
ol
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Igy /64/ és /65/ szerint elég nagy ¢ = mOX{TnTs} -Tra

I Xut) | £ C-exp{-‘%—i—f.é} /66/

teljesiil, azaz a teljes indukcié szerint /66/ ilyen t-kre
minden N-nél érvényes. Ezzel masodik &llitéasunkat beléttuk,
Marmost eddig igazolt &llitésainkbél, D korlatossagébldl
és a /61/ formuldbél azonnal leolvashatd, hogy az )_(nm
approximiciés sorozat egyenletesen korlétos és egyenletesen
eleget tesz egy 1 kitevds Lipschitz-feltételnek (tehat annél
inkébb egyenld mértékben folytonos) a [0, o) interval-
lumon. Az Ascoli-lemma értelmében van tehdt egy egyenlete-
sen konvergens X ,.g“) részsorozata itt, amely a folyto-
nos (s6t, Iipschitz-feltételt kielégits) x ()  hatér—
figgvényhez konvergal., Igy /6l1/ szerint az Xmm(f)
részsorozat is egyenletesen konvergél egy _x_"’(t) fliggvény~

L (2)
hez, ugy hogy X es X kielégitik asz

¢

X0 = 20+ [ Y (=0 {CBUL T+ LOX Ty Xt
0 / /
+Q[_X_“)(T)]'_f[)_(m(7)] 67

Ha tehAdt igazoljuk, hogy a /61/ alatti approximéaciésoro-
zatra | Xnu“) & X;JHI-?O ha n—-» o , akkor ez /67/=
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tel egyltt elsd &llitasunk érvényességét is bizonyitja. Mar-

most

¢
Xnot 1) = Xalt)= [ Y(t-TV{B [¥a(T] Kot (T) —B [xa(T)] %0(T) +

+ CLxa ()] Xond(T) =C L% (V)] XalT) + DLXalT) @ [Xa (7))
= D%t (D] P Xpu(T) ] T =

i f‘ Yt ~T){Bt (T)] X () = Xa(T) = B [ors V)]0 lT) =0 (7)) +
+( B L% ()] %alT) = B [Xort ()] Xaut (00D + L LXalT)] X CT) = Xl T) > —
— C [T -Q60L0) X0 7)) +-(C [t (T] Xa(T) = C o fT)] XaelT) > +
+ DXa(T)] @ [%a(T)] = DLXaa(T)] # [Xa-r(T)] AT

Vezessik be itt a Am.(f)=ﬂ)_(m{f) —Z_nm”

jelolést, és vegylk figyelembe a B, ¢ ill. D =vel kap=-
csolatos korlatossagi, ill. folytonossagi modulusbeli ki-
kétéseket B, C i1l. D gelsii IBI, ACH i IDM egy=egy
korlat jat.

Igy /68/=b6l a

t
Do) < [exp{=€.(6=T)}-{B Dol D) + BALT) +
+ L, A0+ C A, [0 +CANT) + KY(an(T)} AT
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egyenldtlenség adbdik, azaz

Eat 4 CT
Anltle™ = 0[(3+c)e A, 0T dT +

ul ‘{[ BC+L AN+ KWIALTI)EXaT 7Y
Felhasznédlva itt a Gronwall-lemmét,
¢
Anﬂ(é) = f{( B +C +L1> An (T) +K ‘P[An(T)]}e“th =
- /70/

-exp(B+C —¢€.)¢

adédik, MAarmost a szerepl8 egyilitthaték pozitivitésa és Y
monotonitésa miatt a ﬂn(f) figgvény minden n-re majo-
rélja  Anlt) <t, na Ult)= Adl) s a Br soroset a

, ¢
Voul) = 20 (B+C =E)E (B +L) Fn(T)+ KW(3, 1) Jatzrn/

egyenletet elégiti ki, /71/ viszont ekvivalens azzal,
hogy a

exp{~(B+C —E)H}-[§~(B+C-E)§]={BiC+LJg +KYlf) expfe.t)

differenciédlegyenlet megoldéséat keressiik meg szukcessziv
approximéciéval, olymdédon, hogy azt inhomogén lineéris
differencidlegyenletnek tekintjlik. Ha itt bevezet jik az

-(B+C-E ) 3
n=e f uj véaltozét, akkor differenciélegyen=-
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letink az

. (B+C) Eot BHC-E)t

77=(B+C+L1)e n+Ke Y(€ ) /72/
differencidlegyenletbe megy &t. /72/ szukcessziv approxi-

~(B+C-Ea)t
mécidval torténd megoldésa az 7].(0 =g - Dule)
-(B+C-&)t

védlaszt4ssal az  7altl=¢€ - Unlt) sorozatot szol-
géltatja. kédrmost A.0)=0 , igy a g y 8zaz az 1),
fﬁggvényé is véalaszthat juk ugy, hogy f%b): O resp,

7]«(0) = 0 érvényes legyen. E kezdeti feltételt azonban
/72/-nek csak az 7 = 0 megoldasa elégiti ki, Tett felte~
véseink alapjén azonban ekkor a szukcessziv approximécié-
val adédéd v;,,.fé) sorozat barmely véges intervallumon egyen-
letesen e megoldéshoz konvergdl /1. pl. [4] 1ll. [5]/. Igy
barmely véges intervallumon A,.(f) is egyenletesen zé-
rushoz konvergél, és ezzel elsd 4llitésunkat is igazoltuk,

E két 4llités egylittesen azt mutatja, hogy /54/ megoldésa,
x(t) kielégiti a /66/ reléciét, Behelyettesitve ezt az
/54)—ben szerepld méatrixokba, /54/ megoldésa kielégiti az

i={A + Bx(e}+ CIxW1}x + DIx(EIP(x) 173/
differencidlegyenletet, és itt

¢ o
[Icxanldr<t™ ; [Ipkx(]dT <o oy,

teljesiil, Bkkor azomnban 8z l., 2., 111, 6, tétel szerint
/73 / megoldésa kielégiti t elég nagy értékeire az



Ixi=exp(-¢ct)

becslést, hacsak €. <€, Tételiinket ezzel igazoltuk.

Megemlit jik még, hogy a gondolatmenet lényeges vAltoztaté-

sa neélkill igaz marad a tétel akkor is, ba B, C i1l. D meg-
feleld feltételeket kielégitve t-t8l is fiiggenek,
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On some new results of stability theory.

The paper verifies some new comparative items in order

to prove the guess of Aizerman., These assure the asymptotic
comparability of the perturbed linear differential equation
system and of the unperturbed solution system. Besides, the
paper examines the asymptdtic behaviour of such differential
equation systems with coefficient matrices constant by
phases which are no periodical functions of the parameter,
but repeat themselves periodically. Supperted by the same,

a partly weakened, partly sharpenes variety of Aizerman’®s
guess is verified,



	Frey Tamás: Néhány újabb stabilitáselméleti eredményről��������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������


