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Optimélis vezérlés bizonyos tipusu parcialis differen-

cialegyenletek esetén.

Szelezsén Jénos

Tekintsiink olyan folyamatokat, amelyeknek viselkedését

az
Latr=1() 1/
parcidlis differencidlegyenlet irja le:
u= u(xt)
X = [X, Xz, .. .., Xn]

és tegyik fel, hogy a perem-, valamint a kezdeti feltéte-
lek olyanok, hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldasa

uted) = 1 b, it vix) 2/

alaku, b;=Af*P(X) vilx) dQ ahol a {\/.'(X)} rendszer
az R tartoményban ortonormilt teljes fiiggvényrendszer
(RER, ; dQ=dx, ... dxa) . & P figgvényt te-
kintsiik vezérld fiiggvénynek.

Ismeretes, hogy a matematikai fizika szémos differencial-
egyenletének megolddsdt lehet 2/ alakban eld4llitani,
2/ tipusu megoldésa van a matematikail fizika szémos
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olyan feladaténak, amelynél a VY(x) fiiggvény a t=o
ponthoz tartozé kezdeti feltétel. Ebben az esetben a

Plx) fiiggvény a tartomény hatérdn torténd vezérlést
Jelenti.

A/ Lineéris korlédtozé feltétel

Legyen A egy konstans; legyen p(x) egy adott fiigg-
vény. Vezessiik be a  (; =°/ p(x) Vi(x) dQ jelslést.

Legyen a @ halmaz az aldbbi "hipersik™:

= { 900 : [p 901 dQ =A }

Legyen q(x) egy adott fiiggvény, legyen

g - J §lx) vi(x) 0

Tekintsiikk a
J=[lgm-ult]]" de
funkcionédlt.

A.l1.Feladat: Keressiik meg a @ halmaznak azt az ele-
mét, amelyen a J funkcionil minimumot vesz fel.

A feladat megolddséhoz sziikkségink lesz az aldbbi segéd-
tételre:
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Lemma

Tekintsiik az
S
f~== g; Xi 3/

funkcionédlt, és a

@®
2 o =Q 4/

i=1
feltételt, ahol «; (i=1,2,... ) adott. Tegyiik fel,
hogy
oSO
2
) o <
i=1
Allitéds: az £ funkcion&l minimumit a 4/ feltétel mel-
lett

O(.‘ j 13(1,2,000 )
ad;]a.

Bizonyitéds: Megmutatjuk, hogy minden mis, a 4/ feltételt

o @ 2
k1016gits X,... Xo.. .. értékekre XX =3 X;
=1 i

]

A 4/ feltétel szerint ugyanis

@
ZO(.‘ Xi =Q
L=1
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Viszont a Cauchy-Bunyakovszkij egyenlétlenség alapjén

Q0 2 @ y
(Zoqx‘-) = Zo(fixf
(=1 T

azaz
® 2
> x> 2
(] =] 2
(=1 ZO((
t=1
Ugyanakkor
© 2 2
»2 Q 2 Q
t=1 P
vagyis
(== 2 Py 2
xl = Z Xt*

A fentli lemma segitségével bizonyitjuk az aldbbi tételt.

Tétel:

Tegyiik fel,
1/ hogy 0 < k, < |t < ky

2/ hogy létezik a feladatnak megnldésa
3/ 2. 9;Cid=o

L=
Akkor a megoldés

P = 3 b Vi)

i=1
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ahol
= 0iCi
O. s Z:l Uilte £ A 2 f o
e ult)
(=1 ui (to) C‘
b; =

124,2,..

Bizonyitéas:

A J funkciondl a kovetkezd alakban irhaté fel:
oo o0 d
J=[(2, i) = )b ult) vitw) d R
Q kM

Mivel mindkét az integrdl alatt szerepld sor konvergens,
ezért a

i Lo, —bi wlts)] vi(x)

i=1
Fourier sor konvergens és valamilyen @(x) fiiggvényt
allit eld.

Ekkor
]=[s'de=lsmwl= 5 Co-biul)Y

Az 5/ feltétel alakja viszont

[Tp 3 bl dQ = ) bfplvixi IR = A

ibiCi=A



- 220 =
Vezessiik be az  Q; — b; Uilte) = [

helyettesitést. Ekkor

Bi ai—k

y;lt
A funkcionél ekkor

J=§ F

(=1

a feltétel pedig

¥ o &= § -2

=1

lesz
Mivel

’ u;f(t.,) , <K
ezért

R e
Hasonléan

Z‘, UL ch

ezért alkelmazhatd a lemma.
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Eszerint a minimumot az

= Qi Ci
Zr Ui ?i.) — A {
[ = ‘ C
¢ Z C'z U,‘ (l.)
(=4 H‘ ‘
vagyls a
= Oi Ci _A
Q; ; U,'“oj . 1 C:
L i I 2 y; (t)
b = 4, ot ©
: U; (to)

helyen éri el a J funkcion&l.

A.2.Feladat:

Az eléz & mbébdszerrel megoldhatd a kdvetkezd feladat is.
Minimalizélandé <o

7 = [ult) dQ + Y [PX) AR

funkcional (Y>0) a Jp{x)yP(x)dQ =A feltétel
mellett (ahol plx); ulxts); 9Plx) jelentése ugyanaz,
mint el&bb).

Ebben az esetben a J funkcionil

=‘2bfuz(f )+ 2 2(ul(t,) +¥)

uPﬂg
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alakban irhaté fel, a feltétel pedig, mint fentebb:

Zc‘b—

=4
A b (Gl +¥ = I; helyettesitéssel a funkciondl

J=3 I

a feltétel pedig

= Ci U=
Z—'VU.-‘H.H)’ i =A

alaku,

Tegyik fel, hogy | Ui k)] < K o Axkor

Alkalmazhatjuk tehdt a lemmAt; azt kapjuk, hogy

1;_ — A d ' =
. - N v U,'a([to)"' X
yllt) + Y
azaz
A ) Ci
ct U"}(lo) +¥
U (t.)+ ¥

X megoldas tehéat

Plx) =

#*

b; v; (x)

™s

-
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Ae3.Feladat:

Az elébbl médszerrel megoldhatd a kévetkezd feladat is.
Meghatarozandd

min [[900)- ulx,t.)]" dQ
fed 2

(Az u(x,to) - P(x), p(x) ¢fiiggvények és a @ halmaz
jelentése ugyanaz, mint elébb).

Ebben az esetben a célfiiggvény

J = g[b"“-—-Ui({o))]a

é8 a feltétel

; Cib,' =A
alaku lesz.
Legyen:
b;(1— Ui(fo)) = 1,-
azaz
/
{ - U"{lo)

Akkor
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és C,-} ]‘ _A

i=1 l = U"(t.)
Tegyik fel, hogy

T

I

<K

akkor "

& Fs =
Alkalmazva a lemmat, azt kapjuk, hogy

T A . _Gi
i Ci s
;§4[4~ u; ()12 sl
8z 8%
A ) Ci
C? l— U"{lo)
b“' - & (= uilt.)?
‘ 4 = U{ {io)

vagyls a megoldés

Hx) = 2; bi vi(x)

B, Kozelitd megoldéds kvadratikus feltétel esetén

B.,l.Feladat:
Tekintsik a

J(9) =[lgx~ ulx )] dQ

funkciondlt, ahol az elébbiekhez hasonléban
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ulxt.) = Zb Ui (ts) Vilx)
valamilyen parcidlis differenciilegyenlet megoldésa,

b; =]4’(x) v (x) dQ és {V,- (X)} egy ortonormalt
rendszer. A vezérléhatdst jelentse JP(x). Legyen

¢={9x: [PxIde=1]
Keressiikk meg a J($) funkcion4l minimumét a @ halma-
ZO0ne

Ebben az esetben célszerii a feladatot matematikal prog-—
ramozési feladatra visszavezetni. /A médszer Ritz-ti-

pusu médszer./

Vegyik az u (x,t) megoldds N-edik szeletét és tekint-
siilk ezen a funkciondlt: Ekkor

J(0,) = [lgt - u" )] 0Q =
2
=fqz(x)d§2 —ZJQ(X)U“?X.t.)dQ +f d™ixt) =

_jq (KdR-23 bult)o +Zb u;lto)

(=]
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A feltétel alakja

) b =1

(=1
Az N-edik szeletre vonatkozéan tehdt a b, ,byyeceyby
valtozékban egy kvadratikus programozési feladatot kapunk:
minden N <o are vonatkozban ki tudjuk szédmitani a
»

*
by, ba, « il minimumhelyet. Az ezen b
"Pourier" egyiitthatbékhoz tartozé

* N e
Pix) =) b vilx)
i={
tiiggvényt tekintjilkk a feladat megolddsa N-edik kozeli-
tésének.,

Tétel: Tegyiik fel, hogy az eredeti feladatnak létezik
# = 2
P(x) € ¢ megolddsa és ,Z, y; [t) < o

Akkor
! ® e *
Bizonylités:
Jeldljiik QN -nel a V,, Va,.. .., W elemek Altal kife-

N
szitett ,Z, o; Vi lineéris térnek azt a részhalmazét,
amelynek elemeire

J(;;O(i Vi)zd-Q =1
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El6szor bebizonyitjuk, hogy barmely £, esetén tetszd-
leges Y€ P  fiiggvényhez megadhaté olyan N szém,
nogy | 9x) — P, (x)] <&, , ahol ¢, (x) € Qu

A Vilx) rendszer teljessége miatt ugyanis barmilyen
P(x) esetén tetszbleges £>0  <hoz taldlhatd olyan

N

> bivilx) osszeg (a P (x) fiiggvény Fourier soranak
1=
szelete) hogy

1961 - 3 bovion) | < €°

i={

bi = [ P(x)Vilx) R

Viszont
N
2 bvix ¢ Q,
A i‘ b; vi(x) szelethez azonban tal&lhaté
y )
olyen .ZH b vilx) € Q, s hogy
N N . 5
I Zovin =2 6wl <e 6/
ST
Ugyenis 2 b;vilx) € Qu azt jelenti,
hogy

5 6wt | =1
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azaz LA 2
2 bi © =1
i={
6/ viszont azt jelenti, hogy

N )
> (bi=b Feg?

Mivel IP(x)l=1, ezért || ¥ bvital =1
azaz ‘Z' bi =1 . Ebb&l viszont

Lo, D .3

Zbi o 4_ Z bt

(=4 N+
Ugyanakkor:

N 00
>80 -2 bivitxl = 2_ bovitxl|

miatt i b;z <& és ezt Osszevetve

7/-tel azt kapjuk, hogy

4—£2<ibf <1

A 6/ feltétel tehat a kdvetkezdképpen fogalmazhatéds

Olyan b;_ szémokat kell keresni, amelyekre
& )2 2
Z' (b, _bi ) 41
(=
N
2
2 bi"=1

(=1

I-€'< ¥ b <1

72/

8/
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A fenti egyenldétlenség rendszer azonban tetszdleges

(a 8/ feltételnek eleget tevd) b; esetén megoldhaté.

Mindig vehetdk ugysnis T  En sz&mok gy,
)
hogy bi = bi+é&: (f=d 2, = oy V) vdlasztéssal
A 2
Z & <€

~
I}
-

(bi+£i)z=1

M=

~

-

N
/ -£ < ?:_' b(z <
legyen.

Az elsd egyenl&lg% ugyanis egy & sugaru, N dimenziés
gomb belsd pontjalt Jjelenti; a mésodik pedig egy egy-
ségsugaru (bl,...,bn) koézéppontu gomb hatadrpontjait.

A mésodik gomb kézé'ppont;ja azonban a Vi—&7 és 1

sugaru gombok ko6zotti részben van.

/..//\ Legyen & (by,e.e,by) kdzép-

/ \ pont téavolsiga a kozéppont-

t61 k, azaz
Kk % ] \ g 2
\ _/\ . AR " k=[2) b
\ BAT G /" (=1

\\\ N ) \1 W < k < 4
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Vilégos, hogy
k+&>1
ugyanis
Vi <« k
z z
1—€ <k
1< K+E* ¢ k+€
Ez azt jelenti, hogy a (bl”"'bn) kézéppontu egység-
sugaru gomb hatiérpontjai halmazénak és az £ sugaru

k6zéppontu gomb belsd pontjali halmazénak van kozbds eleme.,
Azt kaptuk tehAt, hogy a b;_ egylitthaték megvalaszthatdk

ugy, hogy

N N ) 2
| ; bi vi(x) —‘_; b vilx) |l < €
legyen,

Ekkor viszont

1960~ 38 wenl -

N N N
=|{P(x)- ,; blv,-(x)+_Z b vi(x) — Zb‘?’v;(x) | <

(=1

N N N
= 1900-2_brwdl + Iy bivito = )67 il <

2

< 2¢€
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Ez azt jelenti teh4t, hogy bérmely P(x) € ® esetén
talélhaté fu(x) € Q, , hogy

190 - flx) | <€,

Bebizonyitjuk, hogz ha
I Px)— P01l <€, okkor Ji)—J(¢") < d

Ugyanis

0= J(9,) = J(8*) =l g0 — uwlx. L)l "~
—lgt —u"(xto) |
ahol Un(%,to) o W U] pedig a ¢°
kezdéfeltételhez tartozd megoldés.
I gix) - unlxtall = 1 g0 — ") =
- (" Q(X) —Uy(X.foM +"q‘X) = U‘(x.to) “) .
(19(x) =ttt = g ) —u*(x.ta)ll)

De

Ilq(x) — gt + I g(x) —u"(xt)l <K
és

0 é(llq(x) —u, (Xt = [ glx) —u* (xta)l < | U"(xte) — Uyt
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Azt kaptuk tehat, hogy

JR) = UP) £ k u"(x.ts) — up(x.to) | "

Azonban, ha ggtfﬂo)< @ s akkor a differencial-
egyenlet ulx,te) megoldésa a kezdéfeltételtsl folytono-

san fiigg, azaz, ha

" "R(X) i "Pz(x)" < Co
akkor

I uy(x.to) = up(x.t)f < &
Legyen ugyanis

U,(X.to) = ; bf’)u('(to) Vl(X)
U, (x,to) = meutlt ) vilx)
b" = [ Pix)vi) dQ

Q

b =f G, (x)vi(x)dQ

Ekkor

bm"' blm f ~Pz X) Vz (X) d Q<

e}

< |d,(x) — ~Pz(x)|lz o g
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ezért

fui it — Ulxboll = T (8"-p®)® wdte) <

{=t
<€ ¥ uilk)2 ke
Ezek felhasznélésaval 9/-bdl azt kapjuk, hogy
J) -9 <0

#
Legyen . a J¥) funkcion4l minimuma a Qu halmazon.,
Az elébbiek alapjén bizonyos N=t8l kezdve felirhatjuk
az alédbbi egyenlétlenséget:

J9) < 3(9y) = JR) < J(P)+ €
Ez azt jelenti, hogy
lim J(9,) = J(#")

Es ezzel &llitésunkat bebizonyitottuk.

B,2,Feladat: Legyen most a megengedett fiiggvények hal-

maza a kovetkezd:

¢"={ix) 2‘[~lex)dsz £ 1)

A funkciondl és a jeldlések legyenek ugyanazok mint
916bbo

Tétel: Tegyiik fel, hogy

oL dlk) <o

2/ [vixil < k .
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3/ tz.? lq; Uilt)| <
- ao 04'2
>
4/ l; U(Ho) f
Ekkor a feladat kdzelitd megoldésa

Eom
"Pn(x) =) bz(N Vi (x)

=4

ahol
b'(N) . Q; Ui ({o)
N VNP (B
ahol AM " O.'z Ua?({o)

~1

& (A +U:ﬂo))2
egyenlet positiv gybke. (Ilyer gydk egyetlen egy van.)

A kapott ¥} sorozat konvergens, azaz

lim d,(x) = P*(x)

&8
lim J(9,00) = J(9"x)
Bizonyités:
Vegylik a J(¢) funkciondlt a ‘P.(X)=l§ b; vi(x) helyen.

Azt kapjuk, hogy
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W)= [gmdR -2 3 ault)on + bl k)

Az nftP’(x)dx < 4 feltétel alakja

. 2

Y bl <

=4
A J(%) funkcionalt ugy tekinthetjiik, mint a
b]_,bz,...,hN skalédr szémok fiiggvényét. Ezzel feladatun-
kat matematikai programozési feladatra vezettilkk vissza.
Ez utébbi megoldAsa Altal kepott bYsb3yecssby eByitE-
hatékkal felirjuk a Pulxl= L b/vilx) fiiggvényt

és ezt tekintjilkk az eredeti feladat kozelitd megoldésénak.

Vilagos, hogy a J (b].""'bﬂ) fiiggvény konvex, ugyanis

a J(xt %, . .. .., Xe*A%) fiiggvény )\ -nak konvex
2 N 2
fiiggvénye, nert %—7‘3, = ‘)2:' i u.-z 0 és ez mint

ismeretes azt jelenti, hogy a J (bl,...,bN) fiiggvény a
Dygeceyby valtozéknak konvex fiiggvénye.

b4

2

A b = 1 tartomény is konvex,

i

L]
-

Ismeretes [1] , hogy konvex fiiggvény lokélis minimuma
konvex tartoményon abszolut minimum is.
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Alkalmazzuk az 1/ funkciondlra a 2/ feltétel mellett a
Lagsnge multiplikdtor médszert, azaz vegyik a

() 3 N
30by, by, . bu,A) = [q(x)dx - 2 L aitilte) +

+) bult) A3 bi-1)

Piggvényt. A Jm{ B 0%, o ) fliggvény szélsdérték-
helyeli a

ag

2bi

2"

9A

egyenletek gybkhelyei lehetnek. Ezekbll az egyenletekbdl
a 8zéladértékhelyekre az aldbbiakat kapjuk

Q; U; (io)
AN Ut

l= 4120 varly N

és a szamot a

feltételt61l kapjuk.

)
Kénnyen belé&thaté, hogy létezik pozitiv A  multipli-
kédtor, vagylis a
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4 a; U.z{to)
Z (A +Uilt))* — it

(=1

egyenletnek létezik (mégpedig egyetlen) nem-negativ
gyiike.

i 2. 1%) - 5 0 ui( te) Piiggvény

ugyanis A >0 esetén folytonos és monoton csbkkens

N 2

A feltétel szerint azonban €~(0)= 2 o 1
i=

A
ha N>V , Viszont
A/[mm e, (A)=0

(]
Ebbdl kovetkezik, hogy létezik egyetlen olyan A=0
)
amelyre Sy ( ) =1 .

Felhasznadljuk az al&dbbi tételt.
Tétel (Kuhn-Tucker)

Tekintsiik az aldbbi feladatot: minimalizdljuk az

Filo, i el

fliggvényt, ha a megengedett halmaz

Filtade e %180 (=480
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Irjuk fel a-fenti feladatra az &ltalénositott Lagrange-
féle egyenleteket, ekkor az aldboi feladathoz jutunk:
meghatarozandék olyan X,U vektorok, amelyekre

£x) + 2 u =0 |
(1) :
ff=<0 ; =0 ; i=42,. .m }x
; U[fl{X)= 0 5
ahol
X = (X, X3 ..., Xn)
u= (U" Uz,..., Un)
és

f:(x) = grod fIx)

Ha mirmost az X vektor kirnyezetében az
i
fixy=0 i=42,..,m

halmaz és az f?)() célfiiggvény is konvex, és teljesiil
a Sleiter feltétel, azaz létezik olyan 4 , amelyre

{i(g')<0 isd2 ... m akkor az X vektor, ak-
kor és csak akkor ad lokélis minimumot a fenti feladat-

ra, ha létezik olyan u , amelyre az X ,U vektorpar
kielégiti a = rendszert.
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A fenti tétel alkalmazésa a mi esetiinkre azt adja, hogy
mivel a Jlb,,.. .., bu) fiiggvény, valamint a

N

r b;z < tartomédny konvex és 7«(”">O ezért a

Q=9

b'{N)_ 0.‘ U,‘(to)
T A(mi' U.’,{fo)

helyen a J (bl’bZ""’bN) fiiggvény lokalis minimumot
vesz fel, ahol

(¥) Y of ullt)
A a ‘; (A 4+ u,-’(fo))T—4

egyenlet pozitiv gyoke. A konvexicitasok miatt azonban
ez a hely egyuttal abszolut minimum is.

Most bebizonyitjuk, hogy a

(1) (2) (N)
A ) A, ...... ] ) ]

sorozat konvergens,

Vilagos ugyanis, hogy

Sy (M) > Gy (2)

A Su(2) fliggvény A -nak folytonos monoton csdkke-—

né fiiggvénye, ha 0 =<A < © , amely a



T

Qk
) @ =1 egyenest egyetlen
g,() pontban metszi (1. 4bra).
1
Mivel gmo(A) > S’,.,()\)
D) = sxdrt ' NV 5 W
] (V)
; T iy e s sorozat teh4t monoton névekvd.

Megmutatjuk, hogy korlatos is.

Ha ugyanis

)\>§ O,'2 Uiz(éo) =K2
akkor (=1

N

%)) = L, [ <

i=1

N 2,,2 X
5 o ;\I‘zw B ;\z ) o uilt) <
=1 .

vegyls ha A>Kk , akkor a $,(2)  figgvény értékei
kisebbek 1-nél, ami azt jelenti, hogy a Gu(\)  gdrbe
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)
a ©o=| egyenest olyan 7\(” pontban metszi, amelyre

e i

A ;g ,A, .... sorozat tehdt monoton ndvekvd és kor-

. o\
l4tos, ezért xonvergens, vagyis lim ™ = )

létezik.
W) @
Ez viszont azt jelenti, hogy lim b; " = bi
N-—»®
létezik,

Megmutatjuk, hogy a tett feltevés mellett az €18z8kbdl
kovetkezik, hogy

Jim Pulx) = P"(x)

ahol
P (x) = ; b vilx)
T ; O?V"(X)
Ugyanis

|97 = Butx)] = | £ b7vitx) - T % =

i=1

g b{"’)v.-(x)+ Y ] -

(= N#t

(=

N
-1, (R - u‘?’ s + £, Bl <
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N y 4
o K { 1;, N“LHEHJ B Al’ﬂ I u7(£°,1l'oi Ui (fo)l +

ahol

= T
H L |

i-”ﬂ

[vilx)| < K

Mivel )\M . ()

|

s ezért

{

l P euftt] T WG

Viszont

<€’ ha N>No

|5 Rl | < ety - )8 ]

i =N+

Mivel a ‘i’ 0; U; {to)

konvergens, ezért N

l‘_go' Q; U,'(to) , < &

legyene.

=N+

sor a feltételek szerint aobszolut

megvadlaszthaté ugy, hogy

ha N >N1



oL

N »o
Ez enki viil ' 2 Qi pi(te)| <Ky (mivel 2 e pi (ta) ]
R o
]r:onvergens).L "R

Igy az N = max (Ho) N,) valasztéssal

* 1
1970 -Py <K (K €+ 5z €] -

A norma folytonossage miatt azonban

lim J (‘PN) =] (“?“)

N— ao

is teljesiil.
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Optimal control with partial differential equations
of a certain type

Jénos Szelezsén

Let %uﬁﬂﬂﬂ}der processes whose behaviour can be described
by the /differential equation

Liu)=0

u=ulxt) Ko [ Kay v X d

Let us furthermore assume that the boundary and the
initial conditions are of the form that the solution

of the differential equation under /1/ may be given in
the following form

uxb=imwam

bi = [Px) vilx) & £2
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where the system {VJH} is a full system of functions
orthonormalized in the range X . Let us consider the
function Y(x) to be the control function.

In this paper the following problems are discussed.

A/ Let be given the functions §(x), pix) o« Let us assume
that

¢ ={960: [pt 91x) d2=A}

We shall solve the following problems

5 2
o) ¢r2g[[qlx)— ulxte)]"dR
B, i [dinte) +¥ [ P%x)d S
¥ i [0 - ulx.te) ]’ dQ

Thé solutions will be given in the form of infinite
series.

B/ Let g(x) be the given function,
¢ ={90 (9 =)t 2 o4
Themis the followig% problem:

4')76”2. i[q(x) - U{X.to)]de

The problem will be traced back to a problem of
mathematical programming

C/ Be
¢, = { P(x) !nf~P2(x)dQs i]
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The problem:

min f[q(x)— ulxte)]’dQ

PeG, =
Ap spproximative solution is given by means of the
Lagrange multiplicator method and then we prove the
convergence of the approximative solution under given
conditions.
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