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O ptim ális v e z é r lé s  b izonyos t lp u su  p a r c iá l i s  d if fe r e n ­

c iá le g y e n le te k  esetén.

S ze lezsá n  János

Tekintsünk olyan  fo lyam atok at, amelyeknek v is e lk e d é s é t  

az

L u  =  o  1 /
p a r c iá l i s  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  Í r j a  l e :

U = u ( x , i )
X =  [  Xi, I .......I Xn]

é s  tegyük f e l ,  hogy a perem -, valam in t a k e z d e ti f e l t é t e ­

le k  olyanok, hogy az 1 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  megoldása

U(x,i)= L  bi uji) V / fx )  2 /
i -  1

a lak ú , bt =£$(*)  4M  d R  ahol a {v,(X)] rendszer

az Q tartományban ortonorm ált t e l j e s  függvényrendszer  

( Q. £ Rn j d Q  = dx, . dxn ) . A ‘fix) függvényt t e ­

k in tsü k  v e z é r lő  függvénynek.

Ism er e te s , hogy a m atem atikai f i z i k a  számos d i f f e r e n c iá l ­

egyen letén ek  m egoldását le h e t  2 /  alakban e l ő á l l í t a n i .

2 /  t lp u su  m egoldása van a m atem atikai f i z i k a  számos



olyan fe la d a tá n a k , am elynél a f(x) függvény a t=o  

ponthoz ta r to z ó  k e z d e t i  f e l t é t e l .  Ebben az e se tb en  a 

f(x) függvény a tartom ány határán tö r té n ő  v e z é r lé s t  

j e l e n t i .

А/ L in e á r is  k o r lá to zó  f e l t é t e l
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Legyen A egy k on stan s; legyen  p(x)  egy a d o tt függ­

vény. Vezessük be a Q pM  VjM d Q  j e l ö l é s t .

Legyen a 0 halmaz az a lá b b i " h lp ersik" :

ф =  { fix) :/ p(x) i>(x) d Q  = A  }
a  J

Legyen q(x) egy a d o tt  függvény, legyen

Qi =*f q(x) V'MdQ

Tekintsük a

J = J [ q M - u ( x , t 0) T d Q

fu n k c io n á lt .

A.1 . F ela d a t; K eressük meg a 0 halmaznak a z t  az e le  

mét, amelyen a J fu n k c io n á l minimumot v esz  f e l .

A fe la d a t  megoldásához szükségünk le s z  az a lá b b i segéd­

t é t e l r e :
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Lemma

T ekintsük az
00

f  -  ï ,  * :
fu n k c io n á lt , é s  a

3 /

00

L  = a
IH

4 /

f e l t é t e l t ,  ahol c<i ( i s i , 2 , . . .  ) a d o tt . Tegyük f e l ,  

hogy
Qö

^  < 0 0  
í c 4

Á l l í t á s t az f  fu n k cion á l minimumát a 4 /  f e l t é t e l  mel­

l e t t

a*
Xi =  —er

adja,
E  oCi
iï-l

0(i i = ( 1 , 2 , • • •  )

B izo n y ítá st Megmutatjuk, hogy minden más, a 4 /  f e l t é t e l t
« 2 °° * 2

X„........ érték ek re  E x , >  E  X,k i e lé g í t ő  X<(...... ' Xn'.........

A 4 /  f e l t é t e l  s z e r in t  ugyanis
CD

Z o ( ; Xi == О

iH iH

(Ê  cí, Xi)= Q2
C.H

azaz
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V iszont a Cauchy-Bunyakovszkij e g y e n lő t le n sé g  alapján

oo . 2  cd

azaz

flot,») — I«î£x,*
í-< in i n

oo 2

i n  Г  e xi=i
Ugyanakkor

00 о _ 2  ook2 Q r -  2V/ -  XL — / -  )2
i. n  (21 o(,;

L  o<2 = о
/=<

1 = 4

“  2
ZI CX,: — л *í =1

v a g y is

Z x f ^ Z x r 2
( = 1 <=f

A f e n t i  lemma s e g í t s é g é v e l  b iz o n y ltju k  az a lá b b i t é t e l t ,

T é te l:

Tegyük f e l ,

1 /  hogy 0  <  k z <  M l  < k i

2 /  hogy lé t e z ik  a fe la d a tn a k  megoldása

3 / 2 2  cxL ci с «о
LH

Akkor a megoldás

*Р%) = Z  ь, V'(x)
i=i
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ahol

Ui Но)

B izo n y ítá s:

A J fu n k cion á l a következő alakban Írható f e l :

J =/( J! a- wfyj -  f  ó( U' W V i ( x ) f  d  Q
a  ‘ ~1

M ivel mindkét ад in te g r á l  a la t t  sz er ep lő  sor  konvergens, 

e z é r t  a

Ê  [Oi -0 /Ufe .J ]  Vi(x)
i =1

F ourier  sor konvergens é s  va lam ilyen  (p(x) függvényt 

á l l i t  e l ő .

Ekkor

J  =  í f / x l d Q - l ? I X ) i =  j ^ C O i - b i t t í é J ] *
Л

Az 5 /  f e l t é t e l  a la k ja  v is z o n t

/ [píx) Z  bi ViM] d Q  -  E  bjp(x)  Vifx) d Q  = A
a  r «'=< Í“ 1 *

E 6/с,- =д
1=1

azaz
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Vezesetik be az Û, — b, Ut(ta) = £

h e l y e t t e s í t é s t .  Ekkor

6 ,= Oi-Ii
UiUo)

A fu n k c io n á l ekkor

„ OO
J - E f1=1

a f e l t é t e l  pedig

00

= 1/«1
Oi Ci
u,U.)

le s z

Mivel

e zé r t

и*(1.) I < K

У  —U  u<
о. с

T U <  00

Hasonlóan

Y  1 г2 
Ь г , 'Ш !С ‘

<  С О

e z é r t  alkalm azható a lemma.
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E szer in t a minimumot az

v a g y is  a

_ J__ r
' Ui(U Li

helyen  é r i  e l  a J fu n k c io n á l.

A .2 . F elad at:

kz e lő z ő  m ódszerrel megoldható a következő f e la d a t  i s .  

M inim alizálandó

J ,  / V W . ) d Q  + ï j / l x l d i 2
a Q

fu n k cion á l 

m e lle t t  ( ahol

( Y > 0 )  a J p { x ) f i x ) d Q = A  

p(x); u(x,to) ; fix)

f e l t é t e l

j e le n t é s e  ugyanaz,

mint e l ő b b ) .

Ebben az e setb en  a J fu n k c io n á l

1-1 i=l i*=1
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alakban Ír h a tó  f e l ,  a f e l t é t e l  p e d ig s mint fen teb b :

L  C;bj = A
I =1

A b i fd ï tJ+ T  =  h  h e l y e t t e s í t é s s e l  a fu n k cion á l

oo ,

J -  L  / ,
i =  *

a f e l t é t e l  pedig

f  f  fj-g--- L  -  A
r=7 В Д +  У

alakú.

Tegyük f e l ,  hogy I u,-ÍÜ | <  К . Akkor

_ e t  Ci
utiio)* If У

Alkalm azhatjuk te h á t a lemmát; azt kapjuk, hogy

/ ,
_____

d
u?(Ü + V

a
f d l t J T Y

azaz

A
Cí

и Щ Т У

Ci
Ui'lÜ + V

I  m egoldás teh á t

Ÿ M  =  L  b* ViU)
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A .3 »F eladat:

Az e lő b b i m ódszerrel megoldható a következő  fe la d a t  i s .  

Meghatároz andó

min ( № ) -  U( x , t o ) f  c/Q 
f  £ ф *

(Az u ( x , t Q) f ( x ) ,  p (x ) függvények é s  a 0 halmaz 

j e le n t é s e  ugyanaz, mint e lő b b ) .

Ebben az esetb en  a cé lfü g g v én y

J = l  Ы 1 - и М ) У

é s  a f e l t é t e l
CD

L  Cibi = AI *=«

alakú l e s z .

Legyen:

bt(4- Ui(U)) = lt
azaz

Akkor
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és
У  ___Çl__ J — A
f e  1 -  <*(*.) 1

Tegyük f e l ,  hogy

T - u d  ^  K
akkor

L e t < œ
U -  U, (LU1

Alkalmazva a leramát, a z t  kapjuk, hogy

A с,
í  у  -__ Qi. / -  Ui(L)

г— П  — и] U»)]*

azaz

А  о
Т ~ . ~ с Г  ' / -  UitL) 

^  __ /Ь f 1 -  Uj(i.))2___________

/  —  u t (U)
vagyis a megoldás

/ м  = ï . ö‘v,fx)
« * l

B. K ö z e litő  megoldás k vad ratik us f e l t é t e l  e se té n

B . l . F elad a tt

Tekintsük a

J(<Pl = J í q U ) ~  u ( x ,L ) ] 2 d Q

fu n k c io n á lt , ahol az e lőbbiekhez hasonlóan
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и Ш  =  L  b i  u i  H o )  V i Mi-1
va lam ilyen  p a r c iá l i s  d if f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása,

Ь, =/^Ы)  V; (x) d ü  é s  {v ,(x)] egy ortonorm ált
XL

r en d szer . A v e z é r lő h a tá s t  J e le n ts e  -P(x). Legyen

4> = {-f(x) : í f ‘M d Q  =  i ]
a

Keressük meg a JÍ'P) fu n k c io n á l minimumát a 0 halma­

zon .

Ebben az e setb en  c é ls z e r ű  a f e la d a to t  m atem atikai prog­

ram ozási fe la d a tr a  v is s z a v e z e tn i .  /А módszer R i t z - t i -  

pusu m ó d szer ./

Vegyük az u ( x , t )  megoldás N -ed ik  s z e l e t é t  és t e k in t ­

sük ezen a fu n k c io n á lt:  Ekkor

J ( f J  = f[q(x)~ uM(x,to)]2 dQ =

= f  q(x)dQ - 2 jq (x )  u% ,t0) d Q  +  / u M(x,U) =  

*fúfíx)cffi-2Z;b iU i íÜ Q i  +  £_ b- u % )
Л ' <-1 ‘-1
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A f e l t é t e l  a lakja

t=i

Az N -ed ik  s z e le tr e  vonatkozóan teh á t a b1 ,b 2 , . . . , b N 

változók b an  egy k vad ratik u s program ozási f e la d a to t  kapunk: 

minden N < 00 -r e  vonatkozóan k i  tudjuk szá m ita n i a

Ы, b i , ..........,ЬЫ minimumhelyét. Az ezen 6/

"Fourier" együtthatókhoz ta r to z ó

{ м  = Ц 6/ V;(X)
i-1

fü ggvényt te k in tjü k  a fe la d a t  megoldása N -edik  k ö z e l í ­

tésének»

T é te l: Tegyük f e l ,  hogy az e r e d e t i  fe lad atn ak  l é t e z i k
oo 2

f  £ ф m egoldása é s  £  Ц < 00 

Akkor

t o  J K )  =  J ( f )Л̂—*on

B iz o n y ítá s :

J e lö ljü k  Qjj -n e l  a V<,vI ( ....... , \/w elemek á l t a l  k i f e ­
ji

s z i t e t t  Z  o(i Vi l in e á r i s  térn ek  a z t a részh a lm azá t, 

amelynek elem eire

f ( L o l i V i f d Q  =  4
Л 1=1



E lőször b eb iz o n y ítju k , hogy bármely e se té n  t e t s z ő ­

le g e s  ф € ф függvényhez megadható o lyan  N szám, 

bogy II «Pix) — фм(х) j| , ahol £ Qw

A V;(x) ren dszer t e l j e s s é g e  m iatt ugyan is bármilyen  

Ф (х) e se té n  t e t s z ő le g e s  £ > 0  -h oz ta lá lh a tó  olyan
N

Yi Öí V'íx) ö ssz e g  (a  $  (x ) függvény F ourier  sorának
1 = 4

s z e le t e )  hogy

N
I  <PM -  L Ь, V ; ( X ) II <  t

i-1

Ы = f W x ) V i M d Q

V iszont
N

^ öfV i-lx ) t  Q„

N
A 2_ b;V:M s z e le th e z  azonban t a lá lh a t ó»=1

V (
olyan E  Ói VjíX) £ Qw hogy

II Ebi Ч(X) -£ö/viíx)|| < C 2 6/I= i

N )
Ugyanis 2_ b,- V,(x) £ Qw azt j e l e n t i ,

I Z  bi’ v i M l  = 1  
< = <

hogy
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azaz a )
Z b , 1
1=1

6 /  v isz o n t  azt j e l e n t i ,  hogy
N

Mivel

azaz

I ( b , - b , f  < í 2
<=1

II f ( x) 11= -f , e z é r t  II £ 6, ViMlI = 1

L  b- =1

00  я

Е ь М - 1 ь,2

. Ebből v is z o n t

Л/+1

Ugyanakkor?

£ 2 >  I f ix )  -  Z  =  I Z  IIN

z ,1=1 Л/+1
00 2 -í

m iatt bt < c  és e z t  ö ssz e v e tv e

7 / - t e l  a z t  kapjuk, hogy

1-ez<Zb' <1< = i

7 /

A 6 /  f e l t é t e l  te h á t a következőképpen fogalm azható: 

Olyan b^ számokat k e l l  k e r e sn i, amelyekre

П ь > - ь ’ Г < е г

Z b , = i
í=i

1—C2<  t b i  < i 8 /
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A f e n t i  e g y e n lő tle n sé g  ren d szer  azonban t e t s z ő le g e s  

(a  8 /  f e l t é t e ln e k  e le g e t  te v ő ) e se té n  m egoldható.

Mindig vehetők ugyanis £,, £ i , ....... , £w számok úgy,
;

hogy bí =  b(' + £i И = 4  2, , Д/j v á la s z tá s s a l

I d  < d
Í =  1 

/ = 1

i - e 2 < L b 2 < \<=H

le g y e n .

Az e l s ő  egyen lá^ fg  ugyan is egy £ sugaru, N dim enziós 

gömb b e lső  p o n tja it  j e l e n t i ;  a második p ed ig  egy egy­

ségsugarú  ( b ^ , . . . , b j f )  középpontú gömb h a tá r p o n tja it .

A második gömb középpontja  azonban a Vl— £ z é s  1

sugaru gömbök k ö z ö t t i  részben  van.

Legyen a ( b ^ , . . . , ^ )  közép­

pont tá v o lsá g a  a középpont­

t ó l  k , azaz

Л - £ 2 < к  < i
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V ilá g o s, hogy

к  + £ >1

ugyanis

h - í 2 < к
2 2 

1 ~ £  < k

\ кг+£г  ̂ k+£

Ez azt j e l e n t i ,  hogy a ( b ^ , . . . , b ^ )  középpontú egység­

sugarú gömb h a tá rp o n tja i halmazának é s  az £ sugaru 

középpontú gömb b e lső  p o n tja i halmazának van közös elem e. 

Azt kaptuk t e h á t ,  hogy a b  ̂ együ tth atók  me g v á la sz t  hat ók 

úgy, hogy

legyen

V N  )II Z b i V i M - L ö i  Viíxíll < £zi=i i=i

Ekkor v is z o n t

IWx) ~ L à !  Vi(x) I =i=i

=lltPíx) — YibMM+LbiViM -  ^ ь ' ч мЦ ^
1- 1 í=i «•-»

^ II Ф(х) - L  ái 4M II + II t -  bi Vi (X) -  L  bi Vi(x) II <i=i í=t

^  2 í z
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Ez azt j e l e n t i  t e h á t ,  hogy bármely ф(х) £ Ф e se té n  

ta lá lh a tó  ‘PwM ê Q , , hogy

HM-tíxill < í <

B eb izo n y ítju k , hogy ha

I *P(X) - ФмМ II < £ , okkor J(<pN) - Jif") < 6
Ugyanis

0 - - J W * ) = II9-Гх) — u j x . i o j l l 2-

-II9M — U*(X,to) II
ahol Uvlx.to) a , u*(x , t 0 ) p ed ig  а Ф*

k e z d ő fe lté te lh e z  ta r to z ó  m egoldás.

1 q,(x) - ûfx.íolf- II ty(x) - uVx.é.) 1г=
= (llqíx)-c/JxJo)ll -hUqM-u*(x,L)ll)- 

•(lq(x) -  uJx,io)l\ -  И qfx) - и*Ы ll)

De

1£}(х)-МхЛ)11 + lq(x) -u*(x,to)ll < k

és

04ЦМ - uJ x . t oH - II qíx) -u*(x,b)B ̂  || u* (x ,U— í(
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Azt kaptuk t e h á t ,  hogy

J f t l - J f ' H -  kl lu*(x,U)  - u N(x,to)\\ 9/
œ 2

Azonban, ha £1 Ц (íe) < 00 , akkor a d i f f e r e n c iá l

eg y en le t uU.to)  m egoldása a k e z d ő f e l t é t e l t ő l  fo ly to n o  

san fü g g , a za z , ha

I ' P . M - « P 2( x ) I I < £ .
akkor

II ujx.to) -  uz(x,t0)l < á
Legyen ugyanis

U'(x,t0) =  L  bl'}UilÜ Vi(x)

u 2( x , U  =  í  b?UiltJ Vilx)1=1

ÖÍ" = f ' P M v / M d Q
n.

bt* ^ f tf i M v i ( x ) d Q
Sl

Ekkor

(b!"~ b f ’f =  J№*)-  Ш ч Ш с  á
Л

é  | < f t ( x ) - ' I U x ) | 2 <  £*
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e z é r t

I u , W J -  u A W I  =  L  ( b - ' - b f f  uU h )  -=
i =t

■= £o L u ? ÍU -  к Eo
i=i

Ezek fe lh a sz n á lá sá v a l 9 / -b ő l  azt kapjuk, hogy

M l  -  М П  *  6
Legyen a J(<P) fu n k cion á l minimuma a Qw halmazon. 

Az e lőb b iek  a lapján  b izonyos N - tő l  kezdve fe l ír h a t ju k  

az a láb b i e g y e n lő t le n sé g e t:

Л Г ) * Ж ) *  M ) <  J í f * ) + E *

Ez azt J e le n t i ,  hogy

Hm J ( t l ) - W )
A/—»00

És e z z e l  á l l í tá s u n k a t  b e b iz o n y íto ttu k .

B ,2 .F e la d a t: Legyen most a m egengedett függvények h a l­

maza a következő:

ф (1)z= {iffxj : { y 2M d Q  *  * )

A fu n k cion á l é s  a J e lö lé s e k  legyenek  ugyanazok mint 

e lő b b .

T é te l:  Tegyük f e l ,  hogy
aa

1/ Ui íéoJ <  00
1-4

2 / |v,íx)| < к i
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4 /

3/ J_ Iq , UjféJI <  OO
i-1

£  W  > 1

ükkor a f e la d a t  k ö z e l í t ő  megoldása

Ф .М -  L t f v i M

ahol

kía/1 o ,  u d L )

°l -  Aw +  uf(t.)

ahol a w 2 2 (2 \Л  «  W Q /  Ц . ( i 0 ) .

fc? ÍA + й З Д 2

eg y en le t p o z i t ív  gyök e . ( I ly e n  gyök e g y e t le n  egy v a n .)  

A kapott so r o z a t  konvergens, azaz

lim Ä i x )  =  * P * ( x )
N-+ oo 

és

fen J f t M j - J f n t ) )N-ьео

Bizonyítást
w

Vegyük a J(*f) fu n k c io n á lt  а Фи00=1! 6 ,4’Mi-i
Azt kapjuk , hogy

h e ly e n .
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M h ß 9  íx) d Q  - 2  f  Q i U i (Ü bi + t  bi ul ( U

Az / » f ’fxldx ^ \ f e l t é t e l  a la k ja
Cl

i=i
A J f unkc i oná l t  úgy te k in th e tjü k , mint a

ekalár számok fü g g v én y ét. E zzel fe la d a tu n ­

k at m atem atikai program ozási fe la d a tr a  v e ze ttü k  v i s s z a .

Ez utóbbi megoldása á l t a l  kap ott b* , b*t »«.»b^ eg y ü tt­

hatókkal f e l í r j u k  a ‘PwM = Jlbfvi lx)  függvényt

é s  e z t  te k in tjü k  az e r e d e t i  f e la d a t  k ö z e l í t ő  m egoldásának.

V ilá g o s , hogy a J ( b ^ , . . . , ^ )  függvény konvex, ugyanis

a J(x.  + W,( ..............,Хц+АУ*) függvény ^ -n a k  konvex
Л/ 2 2

függvénye, mert = IL i U; > °  é s  ez mint

ism e re te s  a z t j e l e n t i ,  hogy a J ( Ь ^ , . . . , Ъ ^ )  függvény a 

b ^ , . . . , b j j  változóknak konvex függvénye.

I  b t  ^  1 tartom ány i s  konvex.

Ism eretes [ l]  , hogy konvex függvény lo k á l i s  minimuma 

konvex tartományon a b szo lú t minimum i s .
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Alkalmazzuk az 1 /  fu n k c io n á lra  a 2 /  f e l t é t e l  m e lle t t  a 

Lagange m u lt lp lik á to r  m ódszert, azaz vegyük a

i  \ b tl Ь г , ......... , bWlA) =  f  t y ( x ) d x  -  2  L ú i U i U o )  +
SL

+  YL bi u f i i j  +  A  ( Z  b t  - 1  )
í=ii — i

fü g g v én y t. A 3{,)(bt, b i , ...... , A)

h e ly e i a

a / 1

függvény sz é lső ó r té k -

c)bí
=  0

A L
Э A

(O
=  0

eg y en le tek  gyök h elyei le h e tn e k . Ezekből az e g y en le tek b ő l  

a s z é l  s ó é r t  ékhelyekre az a láb b iak at kapjuk

és a

Q, Ui(io)
AW +  üf ft.)

számot Q

£ ь ? - 1
i=1

f e l t é t e l t ő l  kapjuk.

/=  1,2. N

(N)
Könnyen b e lá th a tó , hogy l é t e z ik  p o z i t iv  A  m ú lt ip l i ­

kát o r , v a g y is  a
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A  Qi U? I ß  _  i
i^1 ( A  +  U*(to))2

egyen letn ek  l é t e z i k  (mégpedig e g y e tle n )  nem -negativ

gyöke.

A y  Q , ujto)  
f=-1 1^ + UiUe))1

függvény

ugyanis /^ > °  e se té n  fo ly to n o s  é s  monoton csökken.

V 2
A f e l t é t e l  s z e r in t  azonban § w(o) =  Y  ~ ,Su г  > ^

jei  4f
ha N ^ ^  . V iszont

Л о

F elh aszn á lju k  az a lá b b i t é t e l t .

T é te l (Kuhn-Tucker)

Tekintsük az a lá b b i f e la d a to t :  m in im alizá lju k  az

f ( ...... I )
fü g g v én y t, ha a m egengedett halmaz

f  V Xl( X2 | ...... Xn ) — o

lim (à ) =  0
A - * a o

Ebből k ö v e tk ez ik , hogy l é t e z ik  e g y e t le n  olyan  

amelyre § n ( ^  *) ~  4 •
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ír ju k  f e l  a * fe n t i  fe la d a tr a  az á l t a lá n o s í t o t t  Lagrange— 

f é l e  e g y e n le te k e t , ekkor az a lá b o i fe la d a th o z  jutunk: 

me ghatároz an dók olyan  X, U v ek torok , amelyekre

f°íx) + Z ui K m  =  0
л

<■= í

rli)
f  M  * 0  ; U i ^ O  ; i - 1 , 2 , ........, m  ^

m

T̂ i Uf f ' l x )  — 0 j

ahol
X =  (x, ,  X , , . . . ,  x„)

u =  ( u , , u „ . u j

és

fx íx)= g r o d  f % )

Ha mármost az X v ek to r  környezetében  az

f ( X ) ^ 0

r°halmaz é s  az / (x) cé lfü ggvén y  i s  konvex, é s  t e l j e s ü l  

a S le i t e r  f e l t é t e l ,  azaz l é t e z ik  o lyan  X , amelyre 

f ' t f K O  1 = 1,2... , m  akkor az X v e k to r , ak­

kor és csak  akkor ad lo k á l i s  minimumot a f e n t i  f e la d a t ­

r a , ha l é t e z i k  olyan U , amelyre az X , ü  vektorpár

k i e l é g í t i  a jg r e n d sz e r t .
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Á f e n t i  t é t e l  alkalm azása a mi esetünkre azt a d ja , hogy

m ivel a J(b«,..... L 6* ) függvény, valam int a

II bi £  1 tartom ány konvex é s  /\ > 0  e z é r t  a

úí Uilto)
0i -  " F V Ä T "

helyen  a J ( b^,b2 , • • • ,bj|) függvény lo k á l i s  minimumot 

vesz  f e l ,  ahol

e g y e n le t  p o z i t ív  gyöke. A k o n v ex ic itá so k  m ia tt azonban 

ez a h e ly  e g y ú tta l a b szo lú t minimum i s .

Most b e b iz o n y ítju k , hogy a

,(<] .Г21 4(w)
A I A , ....... ....................

so ro za t konvergens.

V ilá g o s u g y a n is , hogy

>  ? « h )

A ?NÍ>) függvény A -nak fo ly to n o s  monoton csökke­

nő függvénye, ha 0 ^ A ^ oo amely a
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<-> з  1 egyen est e g y e tle n

pontban m etsz i ( l .  á b r a ).

M ivel (M > SJ'A)

e z é r t  Г "  >

>|M)
A Ai ,Л, .......  so ro za t te h á t  monoton növekvő.

Megmutatjuk, hogy k o r lá to s  i s .  

Ha ugyan is  

akkor

OO
A > I  o f  U i i Ü  = K ‘

p h í  _  у  0.* o*KJ ,
а д '') “  f a  [1I f t t J + T F

< L  л ! м ^ =  ̂
( = <  Л Л í =  <

< i t o f u f ( U  =  ( - f )

v agy is ha A > к , akkor a S# ) függvény é r té k e i  

kisebbek l - n é l y ami azt j e l e n t i ,  hogy a §N(X) görbe
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J M )
a § — 4 egyen est o lyan  A pontban m e ts z i ,  amelyre

.........)л'“' < К
л (О -чМА А , ......, А , ....... so ro za t te h á t  monoton növekvő é s  kor-

/• \°°l á t o s ,  ezér-c konvergens, v a g y is  л “  л

l é t e z i k .

I L W L “Ez v isz o n t  azt j e l e n t i ,  hogy J irTL ^ ‘ = 

l é t e z i k .
N-*Oú

Megmutatjuk, hogy a t e t t  f e l t e v é s  m e lle t t  az e lő ző k b ő l  

k ö v e tk e z ik , hogy

lim <fí ,fx) =  f i x )
r

ahol
A/-VOO

Ы
V  I MA , ( x )  =  L  bi Vi(x)
<■=1

X) =  Г  ьГ vjx)
(=4

Ugyanis

lf(x)--p.(*)|-|£ *%w-£tfV>l-
(=1í =1

«”< i=NH

I Г I 0,Ui(ío) 0,U,ÍU “  QiUílU)..,
“ I 4 ,  I r ï u T i ü  _  w r m r 111 +  -
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W T J f î ü
-||a-ц-fe j)

oo
+ 1 L

î  ж U * i

0. ttftfl I
A ' - ' + i Â  I

ahol

Mivel

I V, ( X)  I <  к

—*■ A(“ ! ! e z é r t

\(oo) Uí*«.)
1

W +  L f t ú
< € , ha N  > Ne

V iszont

I V" Q i U i ( t o )
I СО .

^  ‘ Г  - Qi I l i i t , ) \
OO

V" rv  / /У I
I f a . ,  A'” ’+  u * W

—  Z _  I
I i=H*l Г

II 8 2_ Q í ó/jito/
l = H*1

Mivel a ZZ OiUi(to) so r  a f e l t é t e l e k  s z e r in t  abszolút
iM

konvergens, e z é r t  /V m egválasztható  úgy, hogy

I 00 II E  0,- Ui(ic) <  £  ha N > Ni
i = N 4

le g y e n .
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Ezenkívül I £  a i y M * o ) | <  (m ivel ^  \ a i p - i  (-to)l

k on vergen s).

íg y  az N -  max (N0j l i 4) v á la s z tá s s a l

= к  ( k V  *7= ) ) £  -  £■

A norma fo ly to n o ssá g a  m ia tt azonban

lim  ] t f N ) 0 ( r )
N —T “o

i s  t e l j e s ü l .
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[1] Ju.M .Jerm olev: Metodi r e s e n i j a  n e l in e jn ih
eksztrem aln ih  za d a cs . (K ib ernetik a  
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[3] A .G .B u tk o v szk ij; T eo r ija  optimalno-vo u p ra v len ija
szisztem am i sz raszp redelen n im i 
parametraxni (Moszkva, 1965)»

S_u_m_m_a_r_,y

Optimal c o n tr o l w ith  p a r t ia l  d i f f e r e n t ia l  eq u ation s  
o f  a c e r ta in  typ e

János S ze lezsán

Let u s^ < ÿ ^ id er  p r o c e sse s  whose behaviour can be d escr ib ed  
by t^e / d i f f e r e n t ia l  equation

Liu] = 0
u = u(x , t ) X= [x.,X,,

Let us furtherm ore assume th a t  th e  boundary and th e  
i n i t i a l  c o n d it io n s  are of th e  form th a t  the so lu tio n  
of th e  d i f f e r e n t ia l  equation under / 1 /  may be given  in  
the fo llo w in g  form

и :*,t) -  L  bt Ui(i) ViM

Ö; = f  ф(х) v,(x] d  S2
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where th e  system  { v,ix)} i s  a f u l l  system  o f  fu n c t io n s  
orthonorm alized  in  the ran ge Л  • Let us co n sid er  th e  
fu n c tio n  fix) to  be th e  c o n tr o l fu n c t io n .

In t h i s  paper th e  fo llo w in g  problem s are d is c u s se d .

А/ Let be g iven  the fu n c tio n s  tyM, pM  .  Let us assume
th a t

ф = {f(x)'/pM fix) dS2=A}

We s h a l l  s o lv e  th e  fo llo w in g  problem s

Ы, min [ [a(x) -  u(x,L)]2d Q  
4бФ л-

A min £ uz(x,t0) + x j  f z(x) d Q

min f[>f(x) -  utx.io)]2 dQ 
феф l

The s o lu t io n s  w i l l  be g iven  in  th e  form
s e r i e s .

В / Let ty(x) be th e  given fu n c t io n ,

0 , = { f ( x )  H V j c t A H-л
Themis th e  fo llo w in g  problemt

m i n  I CQÍx) — uix,io)]2c /ß  
f  e Ф, *•

The problem w i l l  be tra ced  bach to  a problem o f
m athem atical programming

С/ Be
< k  =  {.f><x) : / / ( * )  d£2 *i ]
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The problems

mi n  f [ a ( x )  — u( x, to) ]  c /Q
феф,*-

Ал approxim ative s o lu t io n  i s  g iv en  by means o f  th e  
Lagrange m u lt ip l ic a to r  method and then we prove th e  
convergence o f  the approxim ative so lu tio n  under g iven  
co n d itio n s*


	Szelezsán János: Optimális vezérlés bizonyos tipusu parciális differenciálegyenletek esetén��������������������������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	215����������
	216����������
	217����������
	218����������
	219����������
	220����������
	221����������
	222����������
	223����������
	224����������
	225����������
	226����������
	227����������
	228����������
	229����������
	230����������
	231����������
	232����������
	233����������
	234����������
	235����������
	236����������
	237����������
	238����������
	239����������
	240����������
	241����������
	242����������
	243����������
	244����������
	245����������
	246����������


