
Egy o p t im á lis  v e z é r l é s i  f e l a d a t  

S z e le z sá n  János

T ek in tsü k  az

p
1) u .̂ a a u ^ .  p a ra b o l ik u s  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t e t ,  az

2 ) u (x ,0 )  » О X — 0

u ( d , t )  = h ( t )

f e l t é t e l e k  m e l l e t t ,  a h o l a h ( t )  p e r e m f e l té t e l  o ly a n , hogy 
k i e l é g í t i  az :

3) F ( t , h ( t ) , h » ( t ) )  = 4* ( t )

közönséges e lső re n d ű  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t e t ,  h (0 )  = 0  f e l t é t e l 
l e l .

t
Legyen F = £ '■Q ( t )  : ( t )  £  C ; ^ ^  ( t )  = A |

о

F e la d a t :  K eressü k  meg az F halm aznak a z t  az e le m é t, am elyre az 
u ( x , t )  függvény  az (x 0 , t Q) pon tban  minimumot vesz  f e l ,  azaz

J  ( ^ )  = min u (x 0 , t Q)

' f  ( t ) £  F

Ha a ^  ( t )  fü g gvény t v e z é r lő  függvénynek t e k i n t j ü k ,  akkor f e l 
adatunk  egy s p e c i á l i s  o p t im á l is  v e z é r lé s k é n t  fo g h a tó  f e l .
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Ismeretes, hogy az (l) differenciálegyenlet megoldása az 
adott feltételekkel a

H (x,t-T ) 2a П Г

X2
4a2(t- t) (t-T)“3/2

Jelöléssel
t

u(x,t) =  ̂ H(x,t-*C) h( T ) dT
о

alakban állitható elő, ezért

h
u (x o ' t o ) ■ ) н lx o>t o ' ,^ , d T

0

Tétel:
Tegyük f e l ,  hogy a 3) d i f f e r e n c iá le g y e n le t

h ( t )  = 0 ( t , ^ ( t ) )  m egoldása o ly a n , hogy 0 ^ =  c o n s t> 0 «  

Akkor a f e l a d a t  m ego ldását a

H(x0,t0-t) 0y, (t,y»(t)) « 0

d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldásának d e r i v á l t j a  a d ja ,  azaz

f C t )  = y » ( t )



ah o l y ( t )  a f e n t i  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása az 
y(0)=0, y(tQ) = A. (A C egy integrálási állandó» amely a feltételek
ből meghatározható*) f e l t é t e l e k  m e l l e t t .

B iz o n y ítá s :

A 3) d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása a f e l t é t e l e k  s z e r i n t  

h ( t )  = 0 ( t ,  ( t ) )

ezért
?»

j ( ^ )  = j H{x0 , t 0- T )  0 ( T , f ( T ) )  d t
О

Legyen
t

y(t) =  ̂ 4* ( T )d^
о

így y ’ ( t )  = ^ ( t )  és  y (0 )  = 0 , y (a )  = A

te h á t :

‘o
J ( T  ) = J ( y ' ( t ) )  = J H(x0 , t 0 - t )  2 ( t ,  y * ( t ))  d t

0

b
Is m e re te s , hogy a J = ^ F (x ,y ,y * )d x  fu n k c io n á l e s e té n ,  annak

a
szükséges f e l t é t e l e ,  hogy az y (x ) függvény s z é l s ő é r t é k e t  s z o l
g á l ta s s o n , a z ,  hogy az y (x )  függvény k i e l é g í t s e  az
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E u le r-L ag ran g e  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .

E setünkben  az E u ler-L ag ran g e  e g y e n le t

Я Г  { H(xo* V t )  0y* ( t . y 'C i : ) ) }  = о 

ebbő l

H(x0 , t Q- t )  0y , ( t , y » ( t ) )  « 0

A .f e n t i  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m eg o ld ásáv al (az  y (o )  = 0 , 
y ( t Q) = A f e l t é t e l e k  f ig y e le m b e v é te lé v e l)  megkapjuk az optim á
l i s  v e z é r lé s  p r im i t iv  fü g g v én y é t: y ( t )  -  t

Ebből ^  ( t )  = y » ( t )

Könnyen b e lá th a tó  a t e t t  f e l t e v é s  m e l l e t t ,  hogy az e lé g sé g e s  
f e l t é t e l  i s  t e l j e s ü l .

b
Ism e re te s  u g y a n is , hogy a J  =  ̂ F ( x ,y ,y ’ ) dx fu n k c io n á l

a
e se té n  az e lé g s é g e s  f e l t é t e l  a k ö v e tk ező :

M eg v izsg álju k  az un . J a c o b i - f é le

(E -  -r- F . )  u -  -Д -  (F , , u») = 0  yy dx y y , ;  dx y ’y* '

d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m eg o ld ásá t az E u le r-L ag ran g e  d i f f e r e n c i á l 
e g y e n le t  e x t r e m á l is a i  (y (x )  m eg o ld ása i)  mentén

(u  = ■ , u( о ) = 0)
Э  C
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Ha az u m ego ldás az xQ = 0 pon ton  k iv ü l  más p o n tb an  nem 
m e ts z i  az x t e n g e ly t ,  ak k o r az a d o t t  y (x ) e x tre m á liso n  a 
J  fu n k c io n á l v a ló b an  (gyenge) s z é l s ő é r té k e t  vesz f e l ,  m égpedig 
F , , > 0  e s e té n  minimumot.

V V

Esetünkben a J a c o b i  e g y e n le t

" i f "  [H(xo l t o - t )  0y f y , ( t , y » ( t ) )  u ’ ( t ) ]  = 0

Ebből a 0  ^  = C (c o n s t)  f e l t é t e l  m ia tt  

H(x 0 , t 0- t )  U » ( t )  C = C l

azaz

u»(t)

De H(xQ, t o- t ) > 0  0 á t  * t Q

e z é r t  u * ( t )  e l ő j e l t a r t ó ,  v a g y is  a t  = 0 p o n t k i v é t e l é v e l  
az u ( t )  g ö rb e  nem m e ts z i  a t  t e n g e ly t  a ( 0 , t Q) i n t e r v a l 
lum ban. Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy az e lé g s é g e s  f e l t é t e l  t e l j e s ü l .

A 0 = c o n s t  У0 f e l t é t e l  a z t  b i z t o s í t j a ,  hogy a ^ ( t )

függvény m e l l e t t  a ) fu n k c io n á l minimumot v esz  f e l .

Irodalom :

1 G elfand-Fom in: V a riac io n n o e  u s z c s i s z le n ie .

2 R .C o u ran t D.H i l b e r t :  Methods o f  M athem atica l P h y s ic s  
V o l .2 .
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§_u_m_m_a_r_y

C oncern ing  a o p tim a l c o n t r o l  p ro b lem .

L et us c o n s id e r  th e  p a ra b o l ic  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  

4  = a2uxx

on th e  c o n d it io n s

u (x ,0 )  = 0  X i  0

u ( 0 , t )  = h ( t )

where th e  h ( t )  fu n c t io n  i s  such  t h a t  i t  f u l f i l s  th e  f i r s t  
o rd e r  o rd in a ry  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n .

? ( t , h ( t ) ,  h » ( t ) )  = ( t )

w ith  th e  c o n d i t io n  h (0 )  = 0

L e t b e ! F * j v? ( t ) : ' ' £ ( t ) 6 C ;   ̂ ^  ( t )  = A
О

Problem : i s  to  be found  t h a t  e lem en t o f  F s e t  f o r  which th e  
fu n k c tio n  u ( x , t )  ta k e s  th e  minimum in  p o in t  (x Q, t o ) ,  t h a t  
i s .

J ( f )
min u (x Qft o ) 

f ( t )  €  F

I f  we c o n s id e r  th e  f u n c t io n  Ч* ( t ) a s  c o n t r o l  fu n c t io n ,  th e n  
o u r problem  can  be c o n s id e re d  a s  a s p e c ia l  o p tim a l c o n t r o l .
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