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Egy optimdlis vezérlési feladat
Szelezsédn Janos

Tekintsiik az
1) w, = al W parabolikus differencialegyenletet, az
2) u(x,0) =0 x 20

u (@,t) = h(t)

feltételek mellett, ahol a h(t) peremfeltétel olyan, hogy
kielégiti az:

3) P(t,h(t),h’(t)) = € (v)

kozonséges elsérendii differencidlegyenletet, h(0) = O feltétel-
lel.

egyen P= {€(5): P(t) € o f%(t):A}

(o]

Feladat: Keressiik meg az F halmaznak azt az elemét, amelyre az
u(x,t) figgvény az (x ,t,) pontban minimumot vesz fel, azaz

J (¥Y) = min u(xo,to)
P(Lt)EF

Ha a ‘€ (t) fiiggvényt vezérld fiiggvénynek tekintjiik, akkor fel-
adatunk egy specidlis optimadlis vezérlésként foghatd fel.
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Ismeretes, hogy az (1) differencidlegyenlet megoldésa az
adott feltételekkel a

x°
S v
H (x,$=-T) = —%Z— o kit (t-T)"3/2

2a ITF-

Jeldléssel

%
ulx,t) = g H(x,t-T) h(T) 4T
(o]

alakban &llithaté eld, ezért

t
(o)

ulxgitg) = 7 Hx,,t-T) n(T) ag
o

Tétels
Tegyik fel, hogy a 3) differencidlegyenlet

h(t) = & (t,€(t)) megolddsa olyan, hogy %q,: const > O.
Akkor a feladat megoldasat a

H(x ,t =t) 5 (t,y°(¥)) = C

differencidlegyenlet megolddsénak derivaltja adja, azaz

() = y*(%)



ahol y(t) a fenti differencidlegyenlet megoldasa az
y(0)=0, y(to) = Ao (A C egy integréaléasi &llandb, amely a feltételek-

b8l meghatérozhatée) reitételek mellett.

Bizonyités:
A 3) differencidlegyenlet megoldasa a feltételek szerint

hit) = & (&, €(t))

ezért
%
370€) = { Hlxyt,-T) (T, €1T)) ar
o
Legyen
1]
y(8) = { ¥ (Tiar
o
Igy y'(t) = € (t) és y(0) =0, y(a) = A
tehat:

%

3P) = ly'(%)) = g H(x,,t,-t) #(t, y°(t)) at
0

b
Ismeretes, hogy a J = g F(x,y,y')dx funkciondl esetén, annak

a
sziikséges feltétele, hogy az y(x) fiiggvény szélsbéértéket szol-
galtasson, az, hogy az y(x) fiiggvény kielégitse az
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Fy— EFy,=O

Euler-Lagrange differencidlegyenletet.
Esetiinkben az Euler-Lagrange egyenlet

i {H(xo, t,=t) B, (t.y’(t))} =0
ebbél
H(x_, t,-t) By (t,y'(¢t)) = C

A fenti differencidlegyenlet megoldasaval (az y(o) = 0O,
y(to) = A feltételek figyelembevételével) megkapjuk az optima—
lis vezérlés primitiv fiiggvényét: y(t) - t

Ebbdl (%) = y' (%)

Konnyen beldthaté a tett feltevés mellett, hogy az elégséges
feltétel is teljesiil.
b
Ismeretes ugyanis, hogy a J = { F(x,y,y’) dx funkcional
a

esetén az elégséges feltétel a kovetkezd:

Megvizsgaljuk az un. Jacobi-féle
(B <SP ) u=ai (P u?) =0
yw - & Tyy? & 'y -

differencidlegyenlet megolddsat az Euler-Lagrange differencidl-
egyenlet extremalisai (y(x) megoldasai) mentén

(u=-1®$£=‘-’l . ile) = O)s
C
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Ha az u megoldas az x, = O ponton kiviil mas pontban nem

metszi az x tengelyt, akkor az adott y(%®) extremdlison a
J funkcional valéban (gyenge) szélsdértéket vesz fel, mégpedig
Fy’y’ >0 esetén minimumot.

Esetiinkben a Jacobi egyenlet
-ar [l t,mt) B (8,37 (8)) w ()] = 0
Ebbél a ¢*c ¢ = C (const) feltétel miatt
H(xo,to-t) u'(t) C = Cy

azaz

u’(t) =

1
CH(x , t, - t)

De H(xo,to-t)>0 0<t < %y

ezért u’(%¥) eldjeltartd, vagyis a t = O pont kivételével
az u(t) gorbe nem metszi a t tengelyt a (0,%,) interval=-
lumban. Ez azt jelenti, hogy az elégséges feltétel teljesiil.

A @ = const)0 feltétel azt biztositja, hogy a \@(t)

fiiggvény mellett a J(*¥ ) <funkcional minimumot vesz fel.

Irodaloms:

1k Gelfand-Fomin: Variacionnoe uszcsiszlenie.

2 R.Courant D.Hilbert: Methods of Mathematical Physics
Vole2.
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Concerning a optimal control problem.

Let us consider the parabolic differential equation

2
Uy =80
on the conditions
u(x,0) =0 x 20
u(0,t) = h(t)

where the h(t) function is such that it fulfils the first
order ordinary differential equation.

F(t,h(t), h*(t)) = P (t)

with the condition h(0) = O
17

o]
Let be: F = {‘?(t): Y(t) € C; S ¢ (t) =A}
o

Problem: is to be found that element of F set for which the
funkction u(x,t) takes the minimum in point (xb’to)’ that
ise.

nin ulx_,t.)

e P(t) € F

If we consider the function ‘P (t) as control function, then
our problem can be considered as a special optimal control.
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