Transzcendens, illetve slgebrai egyenletrendszer megolddsénak
egy médszere, illetve annak egy alkalmazdsa molekula modellek
eré-4llandéinak kiszamitasara

Gehér Istvan

Legyen fi(xl’xé""'xn) n darab n valtozés fiiggvény és
legyenek C13CoseeesCy valdés szémok. Megoldandé az
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egyenletrendszer.
A tomorség kedvéért jeloljik az

yl = fl(xl,xz,...,xn) ‘
¥, = f2(xl’x2""'xn) r
In = fn(xl’x2"“’xn)
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transzformaciét Y = F(X)-szel. Ez a transzformacié tehat az

n dimenziés tér X = (xl,xa,...,xn)I vektorahoz hozzérendeli
ugyanennek a térnek egy Y = (yi,yz,...,yn)‘ vektorat. Ha a
(€11Cpseeescy)  vektort C-vel jeldljik, akkor az (A) egyen-
letrendszer az
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F(X) =C e o o (A’)

egyenletbe megy at.

Hogy az (A), vegy a vele egyenértékii (A’) egyenletet meg tud-
juk oldani, az F(X) transzforméciéra és a C vektorra bizo-
nyos megszoritasokat kell tenniink. Megolddson természetesen
elektronikus szamolégépekre programozhatd eljarast értiink.

A tovéabbiakban tegyik fel, hogy az
Y = F(X)
transzformacié az n dimenziés tér egy D Osszefiiggd és nyilt

halmazé&t ugyanennek a térnek egy R halmazéra egy egyértelmiien
képezi le. Tegyiik fel tovabba, hogy a
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(i.:l.a’.oo’n; J:l,Z,...,n)

parcidlis derivdltak a D minden pontjaban léteznek és folyto-
nosak. Végiil tegyiik fel, hogy a
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Jacobi matrix a D minden pontjdban regularis, azaz determi-
nansa zérustédl kiilonbozde.
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Megjegyezziik, hogy a —L derivéltak folytonossaga és a

s
0%y , "
z;—— matrix regularitdsa miatt az R halmaz szintén Ossze-
L 0%y
fiiggd é6s nyilte.

Az Y = F(X) trenszformicié inverzét jeloljik X = ¢p(Y)-nal.

Az F(X) = C egyenletnek akkor van gyoke, ha C eleme az R
halmaznak. Ebben az esetben viszont az egyenlet egyetlen gyoke

plc).
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JelslJikk a [ 1 Jacobi matrixot -szel, vagy
T dax
3
Q}L ~-szel. A lancszabadly miatt
dax

4ar P & _
ax ay ay

ahol 1 az egységtranszformacib, ezért

ax
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Mivel a

é8 igy az inverze is csak az X = (Y)=-tél fiigg,

azért & (B) formula a gﬁ(Y) fiiggvényre egy altalanosabb ér-
telemben vett differéncidl egyenlet.



SR

Az (A) illetve a vele egyenértékii (A’) egyenletet most méar
a kovetkez8képpen oldjuk meg:

Vesziink egy X° vektort a D halmazbél és meghatérozzuk hozzé
az Y° = P(X°) vektort. Megkeressiik a
-1
X =[.;‘.L.] (c)
ax ax

differencidl-egyenlet azon @(Y) megoldaséanak ;!’(C) helyette-
sitési értékét, amely eleget tesz a 55(!0) = X° kezdeti felté-
telnek,

Mivel

AX =A@ (¥) =% AY +R(AY)
ay

ahol |[R(AY)| = ol A¥|), azért az (A’) egyerlet X =¢(C)
gyokének egy x¥ kozelitd értékét a kovetkezdbképpen adjuk meg:

Felvesziink m+l darab Y° = 2°, Zl, 22, csey Zm"l, 22 2 C
vektort ugy, hogy a
2%, zt, 72, ..., 2™, 2B

tortvonal as R-ben legyen és hogy az

|zt - gt ¢ L
"

egyenl8tlenség fenndlljon, ha i=l,2m...,m. Meghatarozzuk az

V°, Vl, Va,..., vV = xk vektorokat a kovetkezd rekurziés for-
mula segitségével:
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Beldthaté, hogy X~ —>» X = #(C), ha k —> S© ,

Mivel ez eléggé plauzibilis és itt szamitastechnikai médszerrdl
van sz6, azért a bizonyitast annak hosszadalmassaga miatt nem
k62061 jiik.
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A gyakorlati feladatok megolddsanil 4ltaléban a

dF

parcidlis derivaltat, vagyis a matrixot kénytelenek va-
gyunk kézzel meghatarozni. Mégis abban az igen fontos specidlis
esetben, amikor tudjuk, hogy az £ (xl’x2""’xn) fiiggvények
olyan polinomok, hogy barmely valtozéjukban legfeljebb m-ed
fokuak, a differencidlast a szamolégéppel is el lehet végeztet-
ni. Ennek az az oka, hogy egy polinom egylitthatéit a differen-
cidk segitségével ki lehet fejezni.

Legyen h egy fix szam és jeloljik A -val azt az operatort,
amelyikre

Ag(x) = glx+h) - glx)

Ha p(x) = mem + Cm_lxm"l + esee + clx + Co’ akkor a Ci egylitt-

hatékra a kovetkezd rekurzibés formula érvényes:
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T A [plx) = (cp X" +Cp 3 X7+ oo0 40y, X))
Y nt

ahol X tetszés szerinti. A Ci egyutthaték ismeretében a
-1 -2
p'(x) = m Ca e 5 ey} Crcy e e R N CX + Cy

polinom helyettesitési értékeinek a meghatarozésa nem okoz gondot.

A fent emlitett differencidlési eljarasnak az a nagy eldnye is
megvan, hogy az F(X) transzformaciét explicite nem is kell is-
merni, elég ha amt egy rekurziv eljaras segitségével adjuk meg.
A kovetkezdkben meg fogunk emliteni egy konkrét problémét, ahol
éppen ez a helyzet.

Molekula modellek erd-dllanddinak kiszamitédsaval kapesolatban a
kovetkezd probléma merilt fel:

Adva van egy A n x n-es matrix, tovabb4 n szam:

U19529"°’ '61;1 y

Meghatarozandd a

r T

diagondlis matrix ugy, hogy AZ sajatértékei ’6'1, ‘5’2,...,6.11
legyenek. A tovabbiakban ezt a problémat (E)-vel fogjuk jeldlni.
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Egy M n-ed rendii négyzetes matrix |tE - M| karakterisztikus
polinomja legyen h°+h1t + h2t2 + eee + hn_ltn'l +[<1)"2

A (ho.hl,...,hn_l)' = H vektort az M matrix karakteriszti-

kus vektordnak fogjuk nevezni. A H vektort az M sajdtértékei
egyértelmien meghatérozzak.

Ugyanis:
n-i
Bpg = (S22 8 85 eee 8y
ahol 8§, 32’ eeey S5 a8z M sajatértékei.

Az E probléma tehat a kévetkezdképpen fogalmazhaté:
Adva van egy A n-ed rendi négyzetes matrix, tovabba egy

C - (cl’ca’OQO’cn)’ Vektoro

Keressiik a

i X

digondlis méatrixot ugy, hogy az AZ matrix karakteriszsikus
vektora C legyen.

Jelolje Y = F(X) azt a transzformaciét, amely az
X = (xl,xz,...,xn)‘ vektorhoz hozzéarendeli az
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matrix karakterisztikus vektorat. Az (E) problgma megoldésa
egyenértéki az

B(X) =

egyenlet megoldasavale x

Tudjuk, hogy egy M matrix H = (h orby 90 e ety 1) karaskterisz-
tikus vektoranak hn i koordinataja egyenly az Osszes i-ed-
rendii £féminorok Osszegének -1)n -gzeresével.

Jeloljik az A matrix oszlopvektorait A;,A?,...,Ap-nelo
Az AZ matrix oszlopvektorai xlA;, 12A2,...,XnAp.

Az AZ matrix féminorai nyilvan az X5 XpyeeeyX, Olyan poli-
nomjai, amelyek minden valtozdéban linearisak. Ezért az AZ mnat-
rix karaktérisztiku vektoranak a koordinadtai, azaz az

fi (xl.xz,...,xn) fliggvények minden véltozéjukban linearisak.

A parcidlis derivaltakat tehadt a kovetkezd egyszerii formula ad-
ja megs

ié fi(xl’xZ""’xn) ) xi XppeeesX +h,...,xn)
9% .
fi(zl’XZ""’)&l)

h
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Az F(X) transzformicié értékeinek a kiszamitésa a féminorok se-
gitségével gyakorlatilag haszndlhatatlan, ezért F(X) meghatéaro-
zéséra gyakorlatilag hasznalhaté explicit formuldnk nincs. Vannak
viszont j6 rekurziv eljarasok, példdul a LEVERRIER féle eljaras,
illetve annak FADDETEV altal médositott formdja. Mivel F(X) egy
egyértelmiiséget csak egy hely kornyezetében tudjuk biztositani,
azért az eljards csak abban az esetben konvergil, ha olyan X°-
b4l indulunk ki, amely valamelyik gyckhoz kozel vane.

Irodaloms:

D.E. Mann, T. SHIMANOUCHI, H.MEAL, L.FANO: NORMAL COORDINATE
ANALYSIS OF HALOGENATED ETHYLENES,

THE JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS VOLUME 27. NUMBER l. /1966/

ERICH W SCHMID: MOLEKOLMODELLRECHNUNGEN MIT ELEKTRONISCHEN
RECHENANLAGEN «

ZEITSCHRIFT FUR ELEKTRONENCHEMIE. BD. 64. NR4. /1960/
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A method for solving the system of transcendent equations

Let Y = F(X) denote a transformation that maps the domain
D in the n dimensional space onto a set R in the same n
dimensional space. The equation F(X) = C is to be solved.

Let us suppose that the domain D is open and connected, moreover
the map Y = F(X) is one to one, continuous, having continuous
partial derivatives

G

dx

at all the points of the domain D. Besides we will apply
of

0 x;

J

for the restriction that the Jacobian determinant is not

equal to zero at any point of the domain D.

and the not

The continuity of the partial derivatives

.-

vanishing of the Jacobian determinant involves for the set R to
be open and connected.

Let @(Y) denote the inverse transormation of Y = F(X).

The equation F(X) = C has got a root if and only if C belongs
to R. In this case the equation mentioned above has got a unique
rott @(C).

0% dF
Let us denotet the Jacobian matrix|—= | with gl Owing to
P (1x
J

the chain-rule
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This is a differential equation in a general meaning for the
function @(Y). The solution of that differential equation can
be found as follows:

We take a vector X° of the domain D and then we define the
vector Y° = F(X°). Let #(Y) be the solution of the differential
equation

-1
dx _ (4F
dy = |&X
that satisfies the initial value condition @(¥°) = X°.

@(C) is the unique root of the equation F(X) = C.
Due to the formula

AX:AQH)r%AAY+RMYL

where |[R(AY)| = ordo (|4 Y|), the approximate value of the root
@(C) can be calculated in the following way:

We take m+l vectors Y° = 2z°, zt, 22, ..., 281, 2z go that the

path Z°,Zl,...,Zm"l,Zm with a straight line between two
consecutive points should belong to the domain R and the inequality

k

should be satisfied, if i=1,2,¢..,m. We define the vectors
Vo,Vl,...,Vn = & by the following recursive formula:

v o=x°

AT [93

2
dxjx=v1
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It is not difficult to justify that Xk converges to
X = ¢#(C) if k —» o= This method is particularly simple when
the functions fi(xl'xé""’xn) are polynoms.

In this case the coefficients of the polynoms can be calculated
by means of the differences of higher order.
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