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T ranszcendens « i l l e t v e  a lg e b r a i  e g y e n le tre n d s z e r  m egoldásának 
egy m ódszere , i l l e t v e  annak eg y  a lk a lm azása  m oleku la  m o dellek  

e rő -á l la n d ó in a k  k is z á m ítá s á ra

Gehér I s tv á n

Legyen f - ^ x ^ .X g ,. . .  ,3 ^ ) n d a ra b  n  v á l to z ó s  függvény é s  
leg y en ek  c]_»c 2 » • • • »cn v a ló s  szám ok. Megoldandó az

^ l^ x l ,x 2» *’ *,x n) = C1

^2^3C1*I 2 ’ * * * ,x n^ = c2 

• • • • • • • • •

f n^x l ,x 2***, , x n^ = cn

(A)

e g y e n le t r e n d s z e r .

A töm örség  k e d v é é r t  j e l ö l j ü k  az

7i - • • • t 3̂ )

У2 = je2 ^ * Í ,x a » ’ , , »aSi*

7n = f n (x L»x2 » e " » aSi)

t r a n s z f o rm á c ió t  Y = F ( X ) - s z e l .  Ez a t ra n s z fo rm á c ió  t e h á t  az 
n  d im enziós t é r  X = , . . .  ,3 ^ )*  v ek to rá h o z  h o z z á re n d e l i
ugyanennek a té rn e k  egy Y = (y^ »У2 » • • • »Уп )*  v e k to r á t .  На а 
(c-^jCg» • . • *cn ) v e k to r t  C -v e l j e l ö l j ü k ,  akkor az (A) egyen
le t r e n d s z e r  az
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F(X) s  С . • • (А»)

e g y en le tb e  megy á t .

Hogy az (A) ,  vagy a v e le  e g y en é rték ű  (A*) e g y e n le te t  meg tu d 
ju k  o ld a n i ,  az R(X) tra n s z fo rm á c ió ra  é s  a C v e k to r r a  b iz o 
nyos m e g sz o rítá so k a t k e l l  ten n ü n k . M egoldáson te rm é sz e te s e n  
e le k t r o n ik u s  szám ológépekre p rogram ozható  e l j á r á s t  é r tü n k .

A to v áb b iak b an  tegyük  f e l ,  hogy az

Y = F(X)

tra n s z fo rm á c ió  az n  d im enziós t é r  egy D ö sszefü g g ő  é s  n y i l t  
ha lm azát ugyanennek a té r n e k  egy  R h a lm azára  egy eg y érte lm ű en  
k é p e z i l e .  Tegyük f e l  to v á b b á , hogy a

”  ( i = l , 2 , . . . , n { j = l , 2 , . . . ,n)

p a r c i á l i s  d e r iv á l ta k  a D m inden p o n tjá b a n  lé te z n e k  é s  f o ly t o 
n o sa k . Végül teg y ü k  f e l ,  hogy a

3 * 1 3 * i 0 * 1

3 * 1  ’ « * 2 2 4

3 * 2 9 * 2
Эх,_ •

= г Э * П

. 4 .
3 * n Э * д Э * д

L 0 х !  ’
л » * • •
Э *2 3 * n  '
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J a c o b i  m á tr ix  a D minden p o n tjá b a n  r e g u l á r i s ,  azaz d e te rm i
n án sa  z é r u s tó l  k ü lö n b ö ző .

9 f i
M egjegyezzük, hogy a -----  d e r iv á l t a k  fo ly to n o ss á g a  é s  a

9 x 3

m á tr ix  r e g u l a r i t á s a  m ia t t  az R halm az s z in té n  ö s sz e 

függő és  n y i l t .

Az Y z F(X) tra n s z fo rm á c ió  in v e rz é t  j e l ö l j ü k  X = ф[Y )-n a l .

Az F(X) = C e g y e n le tn e k  ak k o r van gyöke, ha C elem e az R 
halm aznak. Ebben az e se tb e n  v is z o n t  az e g y e n le t  e g y e t le n  gyöke 
0 ( C ) .

" a vJ e lö l jü k  a La V
Ja c o b i m á tr ix o t cLF

dX
- s z e l ,  vagy

dY
dX

- s z e l .  A lá n c s z a b á ly  m ia t t

dP d Ф  _ dY_ = I
dX dY dY

ahol I  az e g y s é g tra n s z fo rm á c ió , e z é r t

d Ф  dP
dY " dX

(B)

M ivel a é s  igy  az in v e rz e  i s  c sa k  az X = ( Y ) - tó l  fü g g ,
dX

a z é r t  a ( B) form ula a ф[Y) függvényre  egy á l ta lá n o s a b b  é r 
telem ben v e t t  d i f f e r é n c i á l  e g y e n le t .



-  47 -

Az ( A) i l l e t v e  a v e le  eg y en é rték ű  ( A* ) e g y e n le te t  most mér 
a következőképpen  o ld ju k  meg:

Veszünk egy X° v e k to r t  a D halm azbó l é s  m eghatározzuk h o zzá  

az Y° = F(X°) v e k to r t .  M egkeressük a

d i f f e r e n c iá l - e g y e n le t  azon ф[Y) m egoldásának ^'(C) h e l y e t t e 
s í t é s i  é r t é k é t ,  amely e l e g e t  te s z  a j[t°) = X° k e z d e t i  f e l t é 
te ln e k .

M ivel

A  X « А  0  (Y) = ÓY + R U  Y) 
dY

ah o l I R ( ^  Y) I = 0(1 Д Y | ) ,  a z é r t  az (A*) e g y e r le t  X =jÓ(C) 

gyökének egy X^ k ö z e l i tő  é r t é k é t  a következőképpen  a d ju k  meg:

F elveszünk  m+1 d arab  Y° = Z°, Z'*’, Z^, . . . ,  Zm_^ , Zm » C 
v e k to r t  ú g y , hogy a

7  O n i  17 2  пП1“ 1  17Ши у и у Zi у i m ) ti 9 и

t ö r t r o n a l  a s  H-ben le g y en  é s  hogy az

I z1 - zi_1| < —
к

e g y e n lő t le n s é g  f e n n á l l jo n ,  ha i s l , 2 m . . . ,m .  M eghatározzuk az

V°, V1 , , . . . ,  V“1 = X^ v e k to ro k a t a kö v e tk ező  r e k u rz ió s  f o r 
mula s e g í t s é g é v e l :
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V° = X°

-1

Vi+1 = V1 + dP 
L dX

-j (zi+1 - ZL)

X=UJ

B e lá th a tó , hogy Xk ----->  X = 0 (C) ,  ha к  -----

M ivel ez e lég g é  p l a u z i b i l i s  é s  i t t  s z á m itá s te c h n ik a i  m ó d szerrő l 
van s z ó , a z é r t  a b iz o n y í tá s t  annak h o sszadalm assága  m ia t t  nem
k ö z ö ljü k .

A g y a k o r la t i  f e la d a to k  m eg o ld ásán ál á l t a l á b a n  a Э f i

9 l a
p a r c i á l i s  d e r i v á l t a t ,  v ag y is  a —= — m á tr ix o t  k é n y te le n e k  v a -

dX

gyünk k é z z e l m e g h a tá ro zn i. M égis abban az ig en  fo n to s  s p e c i á l i s  
e s e tb e n , am ikor tu d ju k , hogy az f ^  ( 1 ^ X 2 , . . .  függvények
o ly a n  po linom ok, hogy bárm ely  v á lto z ó ju k b a n  le g f e l j e b b  m-ed 
fo k u ak , a d i f f e r e n c i á l á s t  a szám ológéppel i s  e l  l e h e t  v é g e z te t 
n i .  Ennek az az oka , hogy egy  polinom  e g y ü t th a tó i t  a d i f f e r e n 
ciáik s e g í t s é g é v e l  k i  le h e t  f e j e z n i .

Legyen h  egy  f i x  szám é s  j e l ö l j ü k  /Д - v a l  a z t  az o p e r á to r t ,  
am ely ik re

^ g ( x )  = g(x+h) -  g (x )

Ha p ( x )  = СщХ111 + Cm_-LXm‘"‘1 + . . .  + C^X + CQ, akko r a e g y ü t t 

h a tó k ra  a k ö v e tk ező  r e k u rz ió s  fo rm ula  é rv én y es :

Cm
4 * p ( x )

haml
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1 a V * >  -  (Ои X“  + 0 ^  X“- 1 ♦ . . .  * 0 1+l I i+ 1 ) J

1 = Т Г  ?
ah o l X t e t s z é s  s z e r i n t i .  A e g y ü tth a tó k  ism ere téb en  а

p» (x )  = ш Cm Xm_1 + (m -l) Ст _х Xm_2 + . . .  + 2 C2X + Cx

polinom  h e l y e t t e s i t é s i  é r té k e in e k  a m eg h atáro zása  nem okoz g o n d o t.

A f e n t  e m l i t e t t  d i f f e r e n c i á l á s i  e l j á r á s n a k  az a nagy e lőnye i s  
megvan, hogy az F(X) tr a n s z fo rm á c ió t  e x p l i c i t e  nem i s  k e l l  i s 
m ern i, e lé g  ha a n t  egy re k u rz ív  e l j á r á s  s e g í t s é g é v e l  ad juk  meg.
A következőkben  meg fogunk e m li te n i  egy k o n k ré t p ro b lé m á t, a h o l 
éppen ez a h e ly z e t .

M olekula m odellek  e rő -á l la n d ó in a k  k is z á m itá s á v a l  k a p c so la tb a n  a 
következő  problém a m e rü lt f e l :

Adva van egy A n x  n -e s  m á tr ix , to v áb b á  n szám:

2f 1» 2* ** *» í n  .

-

AZ s a j á t é r t é k e i  • * * » Ö"n

a p ro b lém át (E ) -v e l  fo g ju k  j e l ö l n i .

M eghatározandó a

Z =

*1

d ia g o n á l is  m á tr ix  úgy, hogy 

le g y e n e k . A to v áb b iak b an  e z t
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Egy Iá n -e d  re n d ű  n é g y ze te s  m á tr ix  | tE  -  M| k a r a k t e r i s z t i k u s  

p o lin o m ja  le g y e n  ho+h^t + h 2t 2 + . . .  + h ^ ^ t 11” 1 + ( - l ) n t n

A (h Q, h ^ , . .  .  » h ^ ^ ) *  = H v e k to r t  az M m á tr ix  k a r a k t e r i s z t i 

kus v ek to rán ak  fo g ju k  n e v e z n i .  A H v e k to r t  az M s a j á t é r t é k e i  
egyérte lm űen  m egh atáro zzák .

U gyanis:

^ i - i  = (_1)П lZ  \ l  \ 2  •** Ski

ah o l S^, S2 , . . . ,  Sn az M s a j á t é r t é k e i .

Az E problém a te h á t  a köve tkezőképpen  fo g a lm azh a tó :

Adva van egy A n-ed  ren d ű  n é g y z e te s  m á tr ix , to v áb b á  egy 

C = (ci » c2 *• • • »cn )*  v e k to r .

K eressük a

d ig o n á l is  m á tr ix o t  úgy, hogy az AZ m á tr ix  k a r a k t e r i s z t i k u s  
v e k to ra  C le g y e n .

J e l ö l j e  Y m F(X) a z t  a t r a n s z f o r m á c ió t ,  amely az 

X = (x^jX g, . . .  jXjj)*  v e k to rh o z  h o z z á re n d e l i  az
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m á tr ix  k a r a k t e r i s z t i k u s  v e k to r á t .  Az (E) p roblém a m egoldása 
e g y en é rté k ű  az

E(X) = C

e g y e n le t  m eg o ld ásáv a l.
X

Tudjuk , hogy egy M m á tr ix  H = ( ^ , ^ , . . . , 1 ^  , )  k a r a k te r i s z 

t i k u s  v ek to rá n ak  h ^ ^  k o o rd in á tá ja  eg yen lő  az ö s sz e s  i - e d -  
ren d ü  főm inorok összeg én ek  ( - l j ^ ^ - s z e r e s é v e l .

J e lö l jü k  az A m á tr ix  o s z lo p v e k to ra i t  A1 ,A2 , . . . , An - n e l .

1 о _
Az AZ m á tr ix  ő s z lo p v e k to ra i  x^A , XgA , . . . »X^A .

Az AZ m á tr ix  fő m in o ra i n y i lv á n  az x-^, x2 , . . . , x n  o ly a n  p o l i -  
n o m ja i, am elyek minden v á lto z ó b a n  l i n e á r i s a k .  E z é r t  az AZ m át
r i x  k a r a k t e r i s z t i k u  v e k to rá n a k  a k o o r d in á tá i ,  azaz az

(x ^ ,x 2 * • • • 1^ )  függvények minden v á l t o z ó j á b a n  l i n e á r i s a k .
A p a r c i á l i s  d e r iv á l t a k a t  t e h á t  a kö v e tk ező  eg y sze rű  fo rm ula  ad
ja  meg:

^  f i ^ 1! »^2» • • * ,3Cn^ ^ ( x j^ X g ,  • » * »X-j+b» » * *

^  = h

t . . .  »x^)

h
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Az F(X) tra n s z fo rm á c ió  é r té k e in e k  a k is z á m itá s a  a főm inorok se 
g í ts é g é v e l  g y a k o r la t i l a g  h a s z n á lh a ta t l a n ,  e z é r t  F(X) m eghatáro
z á s á ra  g y a k o r la t i la g  h a sz n á lh a tó  e x p l i c i t  fo rm u lánk n in c s .  Vannak 
v is z o n t  jó  r e k u r z iv  e l j á r á s o k ,  p é ld á u l a LEVERRIER f é l e  e l j á r á s ,  
i l l e t v e  annak FADDETEV á l t a l  m ó d o s ito tt  fo rm á ja . M ivel F(X) egy 
e g y é rte lm ű sé g e t c sak  egy h e ly  k ö rn y e z e té b e n  tu d ju k  b i z t o s í t a n i ,  
a z é r t  az e l j á r á s  c sak  abban az e se tb e n  k o n v e rg á l, ha o ly a n  X°- 
b ó l Indulunk k i ,  am ely v a lam e ly ik  gyökhöz k ö z e l v a n .

Irodalom :

D.E. Mann, T. SHIMANOUCHI, H.MEAL, L.FANO: NORMAL COORDINATE 
ANALYSIS OF HALOGENATED ETHYLENES.

THE JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS VOLUME 2 7 . NUMBER 1 .  Л 9 5 6 /

ERICH W SCHMID: MOLEKÖLMODELLRECHNUNGEN MIT ELEKTRONISCHEN 
RECHENANLAGEN.

ZEITSCHRIFT FUR ELEKTRONENCHEMIE. BD. 6 4 . NR4. / I 9 6 0 /
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S_u_m_m_a_r_y

A method, f o r  s o lv in g  th e  system  o f  tr a n s c e n d e n t  e q u a tio n s

L et Y = F(X) deno te  a t r a n s fo rm a tio n  t h a t  maps th e  domain 
D in  th e  n d im en sio n a l space onto  a s e t  R in  th e  same n 
d im en sio n a l sp a c e . The e q u a tio n  F(X) = C i s  to  be s o lv e d .

L et us suppose t h a t  th e  domain D i s  open and co n n ec ted , m oreover 
th e  map Y = F(X) i s  one to  one, c o n tin u o u s , hav in g  c o n tin u o u s  
p a r t i a l  d e r iv a t iv e s  
Ъ  f<

a t  a l l  th e  p o in ts  o f  th e  domain D. B esid es  we w i l l  a p p ly
9 xd
f o r  th e  r e s t r i c t i o n  t h a t  th e  Ja c o b ia n  d e te rm in a n t 

eq u a l to  ze ro  a t  any p o in t  o f  th e  domain D.

3 * i

3=<
i s  n o t

The c o n t in u i ty  o f  th e  p a r t i a l  d e r iv a t iv e s 8 * j and th e  n o t

v a n ish in g  o f  th e  Ja c o b ia n  d e te rm in a n t in v o lv e s  f o r  th e  s e t  R to  
be open and c o n n e c te d .

L e t 0(Y) den o te  th e  in v e rse  tra n s o rm a tio n  o f  Y = F(X) .
The e q u a tio n  F(X) = C h as  g o t a r o o t  i f  and  o n ly  i f  C b e lo n g s  
to  R. In  t h i s  c a se  th e  e q u a tio n  m en tioned  above has g o t a unique 
r o t t  0 (C) .

L e t us d e n o te t  th e  Ja c o b ia n  m a tr ix  

th e  c h a in - ru le

9 £ i '
w ith dF

dX*
Owing to

dF
dX

d0
dY

-1
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T his i s  a d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  in  a g e n e ra l  meaning f o r  th e  
fu n c tio n  0(Y) .  The s o lu t io n  o f  t h a t  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  can  
be found  as fo l lo w s :

We ta k e  a v e c to r  X° o f th e  domain D and th e n  we d e f in e  th e  
v e c to r  Y° = F (X° ) .  Let  0(Y) be th e  s o lu t io n  o f th e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a tio n

dX
cCY =

dF
сПL J

-1

t h a t  s a t i s f i e s  th e  i n i t i a l  v a lu e  c o n d i t io n  0(Y°) = X °.

0(C) i s  th e  un ique  ro o t  o f  th e  e q u a tio n  F(X) = C.

Due to  th e  fo rm u la

Л  X = Д  0(X) = Ц  A  Y ♦ R ( 4  Y ) ,

where | R( / 1Y) I  = ordo (| A  Y | ) ,  th e  approx im ate  v a lu e  o f  th e  r o o t  
0(C) can  be c a lc u la te d  in  th e  fo llo w in g  way:

We ta k e  m+1 v e c to r s  Y° = Z °, Z1 , Z2 , Zm_1, Zm so t h a t  th e

p a th  Z °,Z ^ , . . .  ,Zm”\ z m w ith  a s t r a i g h t  l i n e  betw een two 
c o n se c u tiv e  p o in t s  shou ld  b e lo n g  to  th e  domain R and th e  in e q u a l i ty

i z 1 -  Z1 -1 [< - 
к

sh o u ld  be s a t i s f i e d ,  i f  i = l , 2 , . . . ,m. We d e f in e  th e  v e c to r s  

V° , V^ , . . . ,V® = Xk by th e  fo llo w in g  r e c u r s iv e  fo rm u la :

V° = X°

dF’
dX

1
Vi+1 = V1 +

X=Vi
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Ir
I t  i s  n o t d i f f i c u l t  to  j u s t i f y  t h a t  X converges to

X = 0(C) i f  к  -----► c*=> T h is m ethod i s  p a r t i c u l a r l y  sim p le  when

th e  fu n c t io n s  f  . . .  , 2 ^ )  a re  polynom s.

In  t h i s  case  th e  c o e f f i c i e n t s  o f  th e  polynom s can  be c a lc u la te d  
by means o f  th e  d i f f e r e n c e s  o f  h ig h e r  o rd e r .
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