Optimalis vezérlés a telegraf egyenlet esetén perem-—

feltétellel

Szelezsan Janos

Tegyik fel, hogy egy folyamatot a
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parciélis differencidlegyenletet ir le, az alabbi feltételekkel:

u (0,t) =u (1,t) =0
u (x,0) =0
O u

(x,0) = £(x)
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ahol a, b, ¢, pozitiv konstansok.

Tekintsik a

I (L) = [ alx) - ulx,t)] 2 ax 2/

O\/-\§I

funkcionalt, ahol ql(x) egy adott fiiggvénye.
Legyen az F halmaz a kovetkezd fiiggvényhalmaz
([
) {f(x) : g u(x,to)g (x) dx = A} 3/
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Feladat: Keressiik meg az F halmaznak azt az elemét, amelyre a 2/

funkcional minimumot vesz fel.

Tétels

Tegyik fel, hogy q(x) és @ (x) korlatos, és folytonos
(0 &« x £ k), és tegyiik fol, hogy a feladatnak egyetlen megolddsa
létezik. Akkor a megoldass

f(x) = q(x) + -1(2—- Q (x)

ahol

i

0
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/( - S nN= 0
S‘j T, (t,) ; 4 5 @ (x) sinpx éx) sinnx dx
o

n=1 (o]

Bizonyitas:
Ismeretes [ I] » hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldé-

s4t az adott peremfeltételek mellett

o>
ulx,t) = 2> b T, (t) sin nx 4/
n=1l
adja, ahol
3
b, = 7%? g £(x) sin rx dx
n
It i

és
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-at (a2 -Db = n2c2) % sh (aa—b-naca) 2 %+ ha n202< a2-b

te'at ha nzcazaz-b

e"8% (nc2 4+ v - a2) % sin (n2c2 +b=-ay t

R

ha n“c“> a“ =« b

Mint latjuk az f(x) vezérl§ fiiggvény a b, egyitthatékban sze-
repel; ezért a 2) furkciondl minimumAt eredrényez8 f£(x) fiiggvény
meghatdrozdsidt az alkalmas by egyitthaték meghatérozasara vezet-

Juk vissza.
Vegyilk ¢ 4/ végtelen sor részletisszegét a t, pomtban
N

u(N) (x,to) = Z b (to) sin n x
n=1

Erre a részisszegrevonatkozdban a funkciondl
T N 5
g () = § [ alx) - Z B e 15, et r.x] ax
o n=1

lesze A feltétel alakja

N
Q(x) >, b 2(t) sinnx ax = A
(¢] n=1
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Tekimntsik a J(N)(f) funkciondlt a b;,e.s,by egylitthatok
fiiggvényeként., Alkalmazzuk a Lagrange multiplikatoros médszert,
vagyls keressiik a

0
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J(N) (bl.ooo.bN”() = § [q‘x) - Z' bn Tn (to) sin u] dx +
o

n=1

f—

-
¢/<(g Z’ b. T (t_) sin nx dx - A)
(o]

o V) ¢ by o)
n=1

fiiggvény minimuméat a b]_,...,bN egylitthatékra vonatkozban. A
széls8értékre vonatkozé sziikséges feltétel szerint a bygeceyby
egylutthatékra teljesilni kell az alabbi e@'enléisésekpek:

g J(N) (bl'...’bN'A)
3 by

= O‘ 1:1'2..0.’N

3 ;N) | NIPUENR W
QA

azaz
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:Zl" N
2§ [alx0) = > v, 1, (5) sinmx] 7, (t,) sin ix dx +
(o] n=1
W
¢ K g Ty (to) ©(x) sin ix dx = 0 151,200 0N
0
és
g N
g 9 by Ty (t)) sinnx - A = 0 5/
0 n=1

Az integralasokat tagonként végezve, és figyelembe véve, hogy

[

|
sin nx sin ix = ! ~

(‘ Dan =1%

=

han £i

© ey =

valamint feltéve, hogy T, (to) £ 0 a kovetkezdket kapjuks

'l

B /
alx) sin ix dx = 2 — by, + 4 3 Q(x) sin ix dx = O
2
(o]

n
O\-/\——~)

azaz

C
£ l) (q(x) + £ € (x)) sinix =1
o 2

gN) O - P |

f
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A kapott b?" ~ket helyettesitsiik be 5/~be

T x5 T
g Z -‘-3:- g (q(x) + -g- & (x)))sin nx dx) Tn(to) sin nx dx = A
0 o

Ebb8l A -ra azt kapjuk, hogy
o

N
AT w2 Z T, (%)
/< (N) = n=l

o\ m)

( { q{x) sin nx dx) sin nx dx
0

0

X
g( ;Q(x)smnxdx)sinnxdx
nsl [+ (o]

Azt kaptuk tehdt, hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldAséanak

N-edik szeletére vonatkozébdan a mirimalizaléd peremfeltétel

A (N)

Q (x)

fx(x) = alx) +

hiszen ilyer peremfeltétel mellett a

T

£ (N)

3

—,?3— § q{x) + Q(x)] sin ix £8ly2,000,N
o

egyiitthaték a differencialegyenlet megoldasanak részletdsszegét
4111tjék el8 és minimalizdljdk a J'N)(f£) funkciondlt.
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Megmutatjuk, hogy 1lim f£,(x) = f(x) minimalizilja az ere-
N

N — OO

deti funkcionalt.
El6szor is igaz ugyanis, hogy a

1w £ W) .z

N—*“

hatérérték létezik.
Ehhez agz &llitashoz be kell bizonyitani egyfeldl, hogy

T w

E Tn(to) { ( g (q(x) sin nx dx) sin nx dx
n=l 0 o

létezike.

A feltétel szerint azonban q(x) korlatos, azaz [q(x)|4 Kq

i

Igys g q(x) sin nx dx korlatose

o
De
T o ha n paros
g sin nx dx = {g_ ha n péaratlan
& n
Ezérts:
H I
Z T, (%)) ;21- g q(x) sin nx dx Z
n paros 0 n paros o
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De [T (t,)] =0t %)

|Tn(t°)| ’

n

ey =l 3

k| O (%)
n paros n

Kz azt jelenti, hogy a

T 3
E‘i T (t,) g ( { a(x) sin nx dx) sin nx dx
n=1 0o 0

sor konvergens.

Hasonléan lathaté be, hogy a tett feltevés mellett

So

3
Z Th(to) f (
o

n=1

Q (x) sin nx dx) sin nx dx

O\.—-\§7

sor is konvergense.
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e ‘\ i i
2 T (%) S ( § § (x) sin nx dx) sin nx dx
n=1 o o

sor is konvergens.

Belattuk tehat, hogy lim /Q(N) = A létezik. Vilagos,
N = o

hogy létezik a

lim fN(x) = £(x) O &X & o
N =~

hatarérték is, és mivel

i
2
bn = T_— § f£(x) sin nx
(o]

n=1,2,....

0P
biN) = e%— g fN(x) sin nx
o)
ezért

lim b
N —>

Bebizonyitjuk, hogy

1m 3V (2,(x)) = Jle)
N = o

Igaz ugyanis, hogy
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[38g) - ate))= | ({lato - 37 b{® 2 (%) sin L
o n=l

-fq(x) - Z‘ b, ’l‘n(to) sin nx]a}dx =

n=l

0 N =
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] n=l n=1
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: { 1 by Tulty) sinmx = > bl @ (4 ) sin nx} x| «
n=l n=l1

i N o
& /{qu(x) - Z br(xN) T,(t,) sin nx - Z b, T, (%,) sin nx]z dx .
D=l n=l

T s N 2
4 \/ ( [ SO Pa Talt) sin nx - Z‘ ble) T,(%,) sin nx] ax ¢
o n=1 n=1l

N i
2
[ D =) m () stams > b 7, (t,) sin nx]
n=1 n=N+1
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Végezzilkk el a négyzetreemelést

~—

' N
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S[Z n - h n'"o

+

N 1
2 {Z (bn - bx(xm) 'rn(to) sin nx}{ n%\l b, Tn(to) sin nx} +
+

n=l

+

— 2
{ D by T (%) sin nx} "

R=N+1

N ¢

« S ito, -piMyR Big ) ¢ 2 S{Z‘ (b, = b{) 2.(%) sin mx} .
D=l 0 n=l

DD

. {Z { b, T,(t,) sin nx} +

n=N+1l

[ g-‘

oo 2

= )

{ ZJ b, T (%) sin nx} ax
n=N+l

N
i 50 (o, - bx(xN)) T,(t,) sin nx &sszeg korlatoa. A

e

Nl

Z bn Tn(to) sin nx sor konvergens /a differenciélegyenlet meg-
n=1
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oldasat allitja eld az (x,to) pontban/ ezért az N megvalaszt-
haté ugy, hogy

,l & g
S by Tp(t,) sin nx | < &
n=N+1

legyene. Ez viszont azt jelenti, hogy

TN  eo
2 { 5 (v, =My @ (e ) sin nx}{ 2. b % (%) sin nx} +
o n=l n=N+1
. < 5
o &
+ g{}j bn'l‘n(to)sinnx} dxéz‘Klél+u<“.l
o n=N+1
kD, (v, - b,(lN))z szx(to) Osszeget bontsuk két részre
n=sl
- (N)y2 2 = (N)y2
N)y2 S !
Sv.‘ (bn = by ) Ta ‘to) = »ZJ (bn - by, ) szx (te)
n=l n=l
a (N2
N N
x 5 (b =ptVhE B s )
n=n
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Az elsd Osszegben

lim ble) % b

n (n=1'2.ooo,no)
T

miats
nO
E:i (o, - b{M)2 22 (¢ )¢ &, hacsak N DN, .

Vezessik be a

N G T
max (bn - bg ))2 = K, jelolést.
noénﬁN

N N

w3 (-2 e ek, 3 22 (5
n=n n.-.-.no

.2

Ha c?'?az - b akkor

2
e A5.) <
n '‘o B Ty w Bt

)
és igy a QE? Tﬁ (to) sor konvergens, mert egy konvergens sor-
n=1

ral majoralhaté.

Ezért van olyan 0, hogy
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OO

;Ej Tﬁ (to) < 653
n=nb

és méginkabb

N
< <
2, miv).= &

n=n°

N
Igy ST (b, - ng))‘? ’l‘i(to) ¢, &,

n=
nO

Legyen N > max (Nl, no).

Azt kaptuk tehat, hogy:

I )y =0 bt « TRV R, sTER » &5 20, &)

azaz

1im 3 (g (x)) = 3(2(x))

N =0
Viszont
(N
7N (q(x) + -'52—- ) ¢ (x)) £ J(e(x)) N=1,2,...

ahol g(x) egy tetszbéleges megengedett fiiggvény, ezért

7 Gole) + -/;_— ¢ (x)) & Jlelx)).
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Irodalom:

(1] HeF. Weinberger: A First Course in Partial Differential
Equations (Blaisdell Publ. Comp.
New York-Toronté, London, 1965).

Optimal control in case telegraph equation with boundary condition.

Iet us suppose that a process is described by the partial

differential equation

2 3 32
g+2a-_:——u +bu—c2%=0
at At ~ X
0 & X =& f, t >o.

with the following conditions:

u(o,t) ul ©,4)

1}

u(x,0) = O

;%LE L6 w 2

where a,b,c are positive constants.
Let us consider the functional
«

J(£) = g [q(x) - u(x,to)] 2 ax 1/

O
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where gq(x) is a given function. Let the set F be the following

function set

F = {f(x) : Q(x) u (x,to) dx = A}

0\/\21

Problem: Let us find that element of F set, for which the
functional 1/ renders the minimum,

We have obtained: Let us suppose that gq(x) and @ (x) are
bounded and let us suppose that the problem has one solution.

Then the solution of the problem is:

s = gl -’é— @ (x}

where — =
{i il

o) \1 Tn(to) {(S q(x) sin nx dx) sin nx dx
/<= n=1 I

Sq: T, (%) s ( S 5 (x) sin nx dx) sin nx
n=1 o o
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