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O p tim á lis  v e z é r lé s  a t e l e  g rá f  e g y e n le t  e s e té n  perem 

f e l t é t e l l e l

S z e le z sá n  János

Tegyük f e l ,  hogy egy fo ly a m a to t a

Э 2U ^ Э ц  . 2 Э 2U♦ 2a ----- — + bu -  c —— S- = 0
3 * 2 Э t э 7

í /

о <. X < a , t  >o

p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t e t  i r  l e ,  az a lá b b i  f e l t é t e l e k k e l :

и ( 0 , t )  = и ( T  , t )  = 0 

и ( x ,0 )  = 0

3  и
3 t

(x ,0 )  X f(x)

a h o l a , b , c ,  p o z i t i v  k o n s ta n so k . 

T ek in tsü k  a

//

J  ( f )  x  ̂ [  q (x ) -  u ( x , t Q) ]  2 dx 2 /

f u n k c io n á l t ,  a h o l q (x ) egy a d o tt  fü g g v én y . 

Legyen az F halmaz a k ö v e tk ező  függvényhalm az

F я

а

f ( x )  : { u ( x , t Q)^ (x) dx = A j
о

3 /



-  91 -

F e la d a t :  K eressük meg az F halm aznak a z t  az e le m é t, am elyre a 2 /  

fu n k c io n á l minimumot v esz  f e l .

T é te l :

Tegyük f e l ,  hogy q (x ) é s  9  k o r l á t o s ,  é s  fo ly to n o s

(0  ú X 4 'k ) ,  é s  tegyük  f e l ,  hogy a f e la d a tn a k  e g y e t le n  m egoldása 

l é t e z i k .  Akkor a m egoldás:

f ( x )  = q (x ) + P  (x )
2 Л

ah o l

OO

X

__ Il II
А II -  2 Tn ( t Q)  ̂  ̂ q (x ) s in n x  dx) s in  nx dx

D=JL

sn= l

______ÿ_____________________________
Tn ( t 0') J ( j 9  ( x ) s in n x  dx) s in n x  dx

B iz o n y ítá s :

Ism e re te s  C i l  , hogy az 1 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  megoldá

s á t  az a d o tt  p e r e m f e l té te le k  m e l le t t

u ( x , t )  = bn Tn (* )
n = l

nx

a d ja ,  ah o l

bn = f ( x )  s in  r x  dx

4 /

é s
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- i ah (a 2-b - n 2c 2 ) ^  t  ha n2c2 < а2-Ъ

te - a t

- i, —a t  # 2  2 y. 2 \ 2 , i 2 2  i 2 \\ e  Vn c ♦ b — a ) s in  [n  c ♦ b — a ) t

у 2 2 s 2 y.ha n c /  a — b

M int l á t ju k  az f ( x )  v e z é r lő  függvény а Ьд eg y ü tth a tó k b an  s z e 

re p e l}  e z é r t  a 2) fu n k c io n á l minimumát eredm ényező f ( x )  függvény 

m e g h a tá ro zásá t az a lk a lm as  bn e g y ü tth a tó k  m eg h a tá ro zásá ra  v e z e t 

jü k  v is s z a .

Vegyük { 4 /  v é g te le n  s o r  r ó s z le tö s s z e g é t  a t Q pon tban

N

n= l

E rre  a ré s s ö s sz e g re  vonatkozóan  a fu n k c io n á l

dx

l e s z .  A f e l t é t e l  a la k ja

N

<^(x) bn ®n( V  3Ln “  ^  = A
n=lc
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T e k lá tsü k  a J ^ ( f )  fu n k c io n á l t  a e g y ü tth a tó k

fü g g v én y ek én t. A lkalm azzuk a Lagrange m u l t ip l ik á to r o s  m ó d sze rt, 

v ag y is  k e re ssü k  a

.(N) (b , •  » V )  = í  -  и b T n  n (*o>
n = l

«Js in  nx dx +

A (
N

5 7
n= l

bn Tn ( t 0 ) s in  nx dx -  A)

függvény minimumát a b ^ , . . . , ! ^  e g y ü tth a tó k ra  vo n a tk o zó an . A 

s z é ls ó é r té k r e  vonatkozó szü kséges f e l t é t e l  s z e r i n t  a b ^ , . . . , ^  

e g y ü tth a tó k ra  t e l j e s ü l n i  k e l l  az a lá b b i  egyenlőségeknek*

^  J (N) (b1 , . . . , b ^ , A  )

Э ь.
0» i = l , 2 , . . . , N

d j (N) ( b j ^ , . . . , ^ , ^ )

3  /

azaz



2 Ti  ( V  3^n -̂x dx +5 L q w  -
N

z
n = l

b„ T n n <*o> 8 1П  ПХ

II

+ X ( Ti  ^ q ) '? (x) s i n  i x  dx = 0 1 = 1 , 2 , . . . ,N
о

é s

r N
) 2  bn Tn {V  a i n  “  -  A = 0 5 /
0  n = l

Az  i n t e g r á l á s o k a t  t a g o n k é n t  v é g e z v e ,  e s  f ig y e le m b e  v é v e ,  hogy

I. Г О
(
\ 3 in  n x  s i n  ÍX -  J ~

0 "  I s -

v a la m in t  f e l t é v e ,  hogy ( t Q)

Г
í  F

2 J q (x )  3 i n  i x  dx -  2 —
о

ha n  /  i

ha n = i

4  0 a k ö v e tk e z ő k e t  k a p ju k :

T

+ F  I Ç (x )  s i n  i x  dx = ü
о

aza z

II

\ ( q ( x )  ♦ ^  ( x ) )  s i n  i x  = b [ N^ 1 = 1 , 2 , . . .  ,N



-  95 -

(NÎ
A k a p o tt  9 - k é t  h e ly e t t e s í t s ü k  be 5 /~be

СГ r—я N Ï

\ Д г ^ (q (x )  + —  9  (x ) j) s in  nx dx) Tß ( t 0 ) s i a  nx dx  = A
о ä=1 о 2

Л

Ebből А  - г а  a z t  k a p ju k , hegy

С  С~N К J
А И -  2 ^  Tn ( t Q) Г ( Ç q ( у.) s i n  nx dx) s in юс dx 

(N) ___________n= l
_N

n=l

о о—g..««-,.—,.y y n ---
V  T

S  ®n ( t 0 î ^ C ^ Ç ( x )  s i n  nx dx) s in  nx dx

Azt kap tuk  t e h á t ,  hogy az 1 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldásának 

N -edik  s z e le té r e  vonatkozóan  a m in im a liz á ló  p e r e m f e l té t e l

r N-x ' q(x) + X (Ю
Ç  (x)

h is z e n  i ly e n  p e r e m f e l té t e l  a e l l e t t  a

s in  íx i ” i , 2 , . .  » ,N

e g y ü tth a tó k  a d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldásának r é s z le tö s a z e g é t  

á l l i t j á k  e lő  é s  m in im a liz á ljá k  a f u n k c io n á l t .
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M egm utatjuk, hogy lim  f^ ,(x) a f ( x )  m in im a liz á l ja  az e re
H —* - o o

d e t i  fu n k c io n á lt*

E lő szö r i s  igaz  u g y a n is , hogy a

U» X W = X . 
к —». ««■

h a tá r é r té k  l é t e z ik *

Ehhez az á l l í t á s h o z  be k e l l  b iz o n y í ta n i  e g y f e lő l ,  hogy

T T
2  Tn ( t Q) Ç ( Ç (q (x )  s i n  nx dx) s in  nx dx 
n a l  О О

l é t e z i k .

A f e l t é t e l  s z e r in t  azonban q (x ) k o r l á to s ,  azaz ( q ( x ) lá
Tígy* í
0

q (x )  s in  nx dx k o r lá to s *

De

r —
N О tr Ш n p á ro s

$
0

s i n  nx dx = ] г ha
L n

n p á r a t la n

E z é r t:

T

£  V V  n í
n p áro s  о

z:
n p á ro s

q (x ) s in  nx dx
n
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De W l «<*( ê  >

í gy J K J J ]  ' W L i Kl  0 - 1  )
n  p à u ? O S  E  П

Hz azt j e l e n t i ,  hogy a

ГГ« TСЧ? /
^  Tn ( t Q)  ̂ ( Ç q (x ) s in  шс dx) s in  nx dx
n= l о о

s o r  k o n v e rg en s.

H asonlóan l á th a tó  b e , hogy a t e t t  f e l t e v é s  m e l l e t t

_ T  T
y -' T ^ ( tQ) ( (  ̂ Q ( x )  s in  nx dx) s in  nx dx
n= l о о

s o r  i s  konvergens
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U  W  i ( S ^  (x ) s in  nx dx) s in  nx dx 
n=l о о

s o r  i a  konvergens.

B e lá ttu k  t e h á t ,  hogy l i n  Л ^  = Л  l é t e z i k .  V ilá g o s , 

hogy l é t e z ik  а

lim  f N(x ) =  f ( x )  0 4  X h ÎC .

N —i» -o

h a tá x é r té k  i s ,  é s  m ivel

I,
b = { f(x) s in  nxn и j

O

II

Ъ ™  = Ç fj^(x) s in  nx
O

e z é r t

lim
N

bn

B e b iz o n y ítju k , hogy

n = l 1 2 1 • •• •

lim  J (N) ( f N(x ) )  = J ( f )  
N —>•

Ig az  ug y an is , hogy
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I J (N )C%) -  J(t) ( [ [ q ( x )  -  Tn ( t Q) a in  axj
n= l

00 2 
" ^ q ( x )  "  S  bn  W  Bin “ ]  =

n= l

» N ^
Í  j 2 q ( x )  -  j P  b£N> Tn ( t 0 ) a i n n x - £ |  bn Ta ( t 0 ) sin a x }  
® '  n = l n=JL J

Í
N

S  bn W  s in  nx -  ^  b^N) Tn ( t 0 ) a in  nx 1 dx J 4*
Пш1 D:=l  J

/  •' N ^
6 У í  i 2 ^ x )  -  J C  b<*> Tn ( t o ) s in  n x -  2  Ьц Tß ( t 0 ) s i n  nxj dx  .

Пз1 n= l

bn W  s i n  nx -  2 ]  bi N) V V  s in  ^ J 2 *
n> l

6 Ko

Й N

ft 2 <bn b (N )) TB( t 0 ) s in  nx + - S '  bn  W  a in  “ J 2 
n=N+l
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Végezzük e l  a n é g y z e tre e m e lé s t

J S 2

) L 2  tb n  - ь1",) w  ain “ J
о n= l

, (k).
Tn ( V s in  nxя г

П а Л + 1
W s in  nx }

♦ 2  ъп w sin “ j
'  n«N+l

~)2

H u N

é  <bn -  hi*0 *2 TI< ‘ o> * 2 ( { S  <bn -  bi N>) w  3 ib  “ j  •n«l О Del

• { 2  { bn Tn ( V  s in  n x }  + П  £  bn Tn ( t 0 ) s in  nx}" dx
^ nnN+1 о l n=N+l

N

* T. <bn  - b ÍM Tn ( t 0 ) s in  nx ö s sz e g  k o r l á t o s .  A
n « l

oO

Г ' b T ( t  ) s i n  nx s o r  konvergens / a  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  meg-j Д  u  О
n= l
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o ld á s á t  á l l i t j a  e lő  az ( x , t Q) p o n tb a n / e z é r t  az К m eg v á la sz t

h a tó  úgy, hogy

>7 bn  Tn { to ) a in  >“  1 •'
n=N+l

le g y e n . Ez v is z o n t  a z t  j e l e n t i ,  hogy

'* . N

2 \ { IC (bn -  bnN )) W  s in  “* } {  H  bn  W  8111 “ )  *
0  n= l n=N+l

M i i :
о n=N+l

bn W  s i n  “ } ebe ó 2 t Kx £  x ♦ |T£

N
A £  4

n « l
-  T2 ( t c ) ö s sz e g e t b on tsuk  k é t ré£ ;zre

N
V  (b  -  b(N>)2 T2 ( t  ) « ' ' n  n ' n ' o'
n = l

no

(h.
n= l

n
b (N )j2  ф2 j

n ' n ' о '

N
* Г  (ь„  -  Ь ? > ) 2 €  ( t . )n n '  n o '

П а й .
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Az e l s ő  összegben

lim  b,(N)
n ( n = l , 2 , . . . ,n Q)

a l a t t

no
2  íbn -  b £ * ° )2 ( t 0 ) <  < i2 h acsak  N >NX .
h s l

V ezessük be a

n ax  (b -  b iNb 2 = K~ n n 2
a  énáNо

j e l ö l é s t .

így
N

Г
n=n.

<bn -  bi ’° > 2 T2 ( t o ) , S '
n=n

Tn ( * . )

Ha a 2c 2 ? a2 -  b ebekor

Tn  < V  < n e  ♦ b -  a
oO

ée  Így a 2 ?  Tn ( t o ) s o r  ko n v erg en s, 
n= l

m ert egy konvergens so r

r a l  a a jo r á lh a tó .

E z é rt van  o ly a n  nQ , hogy
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Z! *n <V - £ ;
n= n

és  méginkább

N

S  «S«t . )   ̂ £ ,
n= n

N
így Z  (bn -  bi N>) 2 тп<*о> á  *2 £ 3-

n= n

Legyen N > max (N^, n Q) .  

Azt k ap tu k  t e h á t ,  hogy:

J (N )( f N(x ) )  -  J  ( f ( x ) ) |  é ? K 0 ( 2 ^  Kx £ ,  + ?  Ó ,2 + £ 2 + K2 £ 3)

azaz

llm  J (N )( f N(x ) )  = J ( f ( x ) )
N —̂  »о

V iszo n t

(q (x )  + (•> (x ) )  á  J ( g ( x ) )  N = 1 ,2 , . . .

a h o l g (x )  egy te t s z ő le g e s  m egengedett függvény , a z é r t

J  {q (x ) + Q  ( x ) )  á J ( g ( x ) ) .2
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Irodalom :

Cl] H.F. W einbergers A F i r s t  C ourse in  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l

E q u a tio n s  ( B la i s d e l l  P u b l. Comp.

New Y o rk -T oron tó , London, 1 9 6 5 ).

S_u_m_m_a_r_y_

O ptim al c o n t r o l  in  case  te le g r a p h  e q u a tio n  w ith  boundary c o n d i t io n .

L et us suppose  t h a t  a p ro c e s s  i s  d e s c r ib e d  by th e  p a r t i a l  

d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n

i 5 ü
a t 2

+ 2a 2_u
c) t

+
2 2 

bu -  c^ ------
r) X

u
5 = 0

O < X ^  (Í , t  > 0 .

w i t h  th e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :

u ( 0 , t ) = u( к , t )  

u ( x , o )  = 0

( x , o )  = f ( x )
Э t

where a ,b ,c  a re  p o s i t iv e  c o n s ta n ts .  

L e t us c o n s id e r  th e  fu n c t io n a l
F

J ( f ) ( [ q ( x )  -  u ( x , t Q) ]
о

2 dx 1 /
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where q (x ) i s  a g iv en  f u n c t io n .  L e t th e  s e t  F be th e  fo llo w in g  

f u n c t io n  s e t

Prob lem : L e t us f in d  t h a t  e lem en t o f  F s e t ,  f o r  w hich  th e  

f u n c t io n a l  1 /  re n d e rs  th e  minimum.

We have o b ta in e d : L e t us suppose t h a t  q (x ) and (~> (x ) a re  

bounded and l e t  us suppose t h a t  th e  p rob lem  has one s o lu t io n .  

Then th e  s o lu t io n  o f th e  p rob lem  i s :

о

f  ( x) = q (x ) + Ç  (x )
2

where

X. n= l__________ о 0

^  w  i ( i 5 (x )  s in  nx  dx) s in  nx
n = l о о
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