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Egyenletek megolddsa szakaszonkénti perturbaciévale.

Frey Taméas

1. §. Bevezetés,

A Newton-Raphson-féle un. érintdmédszert ille. kiilonbozb
valtozatait ujabban egyre gyakrabban alkalmazzak nemcsak egyenle-
tek gyokeinek, hanem Altalanos operdtoregyenletek megoldédsainak
numerikus meghatarozaséra (1. ple. [1] ). A finomitott eljarésok
4ltalaban igen gyorsan konvergalnak - ha elég jé kozelitésbidl
tudunk elindulni. A gyakorlati feladatoknal azonban éppen ez utéb-
bi jelenti a legsulyosabb problérat. Jélismertek pl. az algebrai
egyenleteknél a Newton-mbédszer alkalmazasa soréan fellépd jelensé-
gek (1. pl. [2] )e Bz 8z oka annak, hogy az egyenletek zérushe-
lyeinek numerikus meghatarozasara még olyan, latsadlag sokkal mun-
kaigényesebb médszereket is igénybe vettek, mint pl. differencial-
egyenletek numerikus integrdlasa (l. pl. [3] ). Az alapgondolat:
az y = f£(x) kapcsolat minden olyan szskaszon, ahol £ monoton,
egyértelmiien meghatérozza az inverz x = g(y) kapcsolafot is; emel-
lett itt g differencialhaté, ha f 1is ilyen, és ekkor

4x = -Il— érvényes, Ha tehat % a keresett x zérushely egy

dy £(x) 9
olyan kozelitése, amelyeket f egy monoton szakasza kot Ossze,

és f itt differencidlhaté, tovabba ¥ = f£(x), akkor x, kisza-

mithaté a

'd—x= ;x:ﬁ;y:'y\
dy £7(x)
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kezdeti=-érték probléma y = O-ig torténd numerikus integrélasaval.
Sajnos, algebrai egyenleteknél - kiilondosen ha valamennyi zérus—
helyre sziikeég van - még az a kovetelmény se biztosithatd, hogy
Qi és xo,i minden i-re egy-egy kozds monoton szakaszra esséke
Ezért a fenti elapgondolatot az alédbbi mbédon prébaltuk to-
vabbfejleszteni: a megoldandé egyenletet, ill. rendszert egy +t
paraméter filiggvényevé tessziik, éspedig olymbddon, hogy € egy
rogzitett értékénél, t = to-nél legyen ismert a vélasztott alek,
Y (x,t) valamennyi megoldasa, t egy masik régzitett értékénél
viszont, ﬁl. t=t, -nél ¥Y(x,t) éppen a megoldandé egyemlettel

legyen azonos, azaz legyen

\P(x’ tl) = f(X)'
tovabba a

P (x,t,) = 0

egyenlet megoldasai legyenek 10’1,10.2,...,x0'n. Ekkor = amennyi-
ben ¥ mindeniitt differenciéalhaté, a

%’Ci(t),ﬁ} =0
azonossagot kielégité x(t) fiiggvények a
Y B9¥f &

—— o — —

2t 9x dt

0 (1)

differencialegyenlet megoldasai; ha tehat ezt a t = to; X = fl
kezdeti feltétel mellett numerikusan integraljuk +t = tl-is, akkor
x(tl)=x° i érvényes lesz. A 'F fliggvény megfeleld megvalasztésa
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biztositja, hogy (1) numerikus integralasa sorén a g?f =0 fel-

tételt kielégitd helyeket elkeriilhessiike. *
Gyakorlatilag, algebral egyenletek megoldasa sorin ezt a
kovetkez8kép prébéltuk biztositani: a megoldandé Ph(z) = 0 egyen~-
let zérushelyeinek viszonylag durva kozelitéseibsl megkonstruél-

tuk a Qn(z) = W_(z-gi) polinomot, ill. az Rn_l(z) = Pn(z) -
- Qn(z) kiilonbséget. Ezekb6l konstrualjuk a

Y(z,t) = Qn(z) + sy + V(%) [.Qn(z) + Rn-l(z)] .

filiggvényts;

VY (t) itt tetszéleges, 0tszdr folytonosan differencialhaté, a
M(0) =¥Y(1) = 0 feltételt kielégitd fiiggvény, smelyet az in=-
te;;rdcié soran szakaszonként konstrudltunk +t(7T) polinomjaibél
dinamikus programozassal olymédon, hogy l%?£€| a leheté leg=
nagyobb legyen, de a ‘¥ (1) = 0 feltétel is biztositédjék. A
valasztott médszer viszonylag magas fokszamu polinomok, sét 4l-
talanosabb operatoregyenletek esetén is nagyon jénak bizonyult
mindaddig, amig nem keriiltek egymédshoz nagyon kozel a zérushe-
lyek. Bonyolult sziirdk méretezése sorén azonban olyan 28-40-ed-
foku polinomok zérushelyeinek megadllapitéasat is el kellett vé-
geznink, amelyeknek 7-7, ill. 10-10 zérushelye egymastédl 10'3 -

R e

tavolsagban fekiidt. Itt - a numerikus integralas soran
a Runge-Kutta médszert hasznalva, valtozé lépéskozzel - mar kb,

10%-10° szému részintervdllumra kellett a 0 £ ¢t £1 intervale-
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lumot felosztani, hogy a zérushelyeket 5-6 értékes jegyre ponto-
san meg tudjuk allapitani. Ez pedig még kozepes sebességii szémo-
légéppel is nagyon idéigényes.

Ezért a fenti mdédszert célszeriinek latszott ugy aAtalakita-
ni, hogy a Newton-médszer azon valfaja altalanositasénak lehes-
sen tekinteni, amelynél érintdegyenes helyett mAsod- ill. maga=-
sabbfoku parabolat fektetiink 4t a pillanatnyi kézelitésnek meg-
feleld ponton. Az aladbbiakban ezen médszer leiraséat, hibabecslé-
8ét, tovabba Altaldnos operatoregyenletekre torténd alkalmazésat
ismertet jiike

2.§. A Runge-Kutta-médszer Altaldnositéasarél.

A RungevKutta-mbdszer 4ltalénositéséval tobb munka is fog=-
lalkozott (1. ple [4,][5]). Ezek azonban elsésorban az eljaras
fokszamAdnak novelését vizsgaltdk. Az alébbiaskban olyan irényu
4ltalénositassal foglalkozunk, ahol nem érintéegyenesekkel, ha-
nem érintdparaboldkkal operalva konstrudljuk meg az integralgor-
be pontjaite [5] alatti munkédnkban mér szerepelt ilyen jellegi
4ltalédnositas, de nem szisztematikusan hasznaltuk.

Tekintsiik tehdt elészor az

%= f(t.X) (2)

differencidlegyenletet és tegyiik fel, hogy a tekintett tartomény-
ban £ elég sokszor folytonosan differencialhaté. Ekkor x(t)
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differencidlhanyadosai a D = E?— + f-ja- operatorral kife-

% 9x
jezhetéek (ol pl. [5] ). Minthogy azonban a D operatorral kap-

csolatosan tobb uj formulara is sziikségiink lesz, a vele kapcso=
latos formélis szabdlyokat az aldbbiakban Osszefoglaljuke.
D maegasabb hatvanyait a

S S Y
° " £ 3 (3)

relacié révén értelmezziik. Igy rekurzidval a

+1 3 @ _uy 9° 1 92
) gDnat+fDnax = D7 -a-? + £ atax+
92 d2
-1 =1 g
+fDn8tax+f2Dna—;— =
St 02 2p p1 B2 2 B2
=T 9+ Vtx 32

relaciora jutunk, ha feltessziik, hogy a szerepld parcidlis deri-
valtak folytonosak, és igy a differencidlasok sorrendje felcse~
rélhetd, Ha tehdt k £ n-re még érvényes a
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A+l __.(g) pR+l=k g’?; - (1;) ¢ pP+lk 6_';:;-6-:: el e

(4)

. ( k) #F ph+l-k

T

ata_ﬁaxr v o(t) e 3L

relacié, akkor (3)-at ujbdl alkalmazva

i (k) g a_g-r_é 2 +{< K (11*)} e 3 ;;1

) @) S

1) @) o 220

+ (i) g+1 pn+l-k-l 3?3‘ li*'l

adédik, és igy - a binoncialis egylitthaték ismert tulajdonségai
miatt (4) érvényes k+l < n+l-re is. Igy a D = I relaciét is
figyelembe véve, a (3) - (4) formuldk alapjan (k+l=n+l védlasz-
tassal élve) DP*L a D operator formalis (n+l)-edik hatvanya-
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val azonos képletet eredményez. Teljes indukciéval most mar

azonnal belathaté, hogy e p? operétort Osszegre ill. szorzatra
n

at®

épp ugy kell alkalmaznunk, mint a operatort.
Valbéban, n=1 esetén, D definiciéja alapjan

D(a+b) = Da + Db (5)

]

é8

D(a.b) = aDb + bDa (6)

érvényes. Tegyik fel, hogy n=N-re még érvényesnek bizonyult a

]}‘(aﬁ'b) = DN8=DNb (7)

ill.

b o

M(a.b) = (g) a.D'b + (ﬁ) Da L b e (N) paf. 0N T p o

+ + (N)bDNa (8)
LN J N L ]

formula is. Ekkor (3), ill. (7)-(8) felhaszndlésaval

DN*l (a+d) = o 58-; (a+b) + £ DN% (a+b) =

I RS - N - B S
= D' g fDNQa s DN,a <5 4 £D" <5 B =

-DN+la+DN*lb

ill.
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(1)B0"22 4 ()

(1)ad 22+ (%) Da D2
+{<g)aDN§-§ +1‘(T) Da DN-ié—; + e +{\(:)ax D: =
-(8)b D"'a + {(N)+ (¥ ob Da +{(L)#(3)}DBD" et +
vt {(N (W]} D"bDa +(§)a DM b,

68 ezek a binomialis egyltthaték jolismert tulajdonségai sze=—
rint azt mutatjék, hogy (7), ill. (8) n=N+l-re is érvényesek.
Eszerint (7) és (o) minden N-re teljesiil.
Ugyancsak teljes indukciéval igazoljuk a
D(DPg) = DP*: g-o»nllfDn-la—-'3 ¥ (9)
X

reléci$ érvényességét is. Valdban, n=l-re

9% 9 3f 9 2
D(g—%ff )—.j*._i_j@./*_{a._& +
92.

i} °f 29 3%q e
9t Ix X X 3 x2 dx




- Xt

azaz ekkor (9) érvényes. Ha m=N-re mér igazoltuk, akkor (3)

alapjan

b (D™g) - D[D",?% p* 2¥ 7] -

-DNH ‘8% FDN* D€DN*’8

FND{DNJQQ B‘F DNB%_

) N+2 2
-0+ NDFD" ST 4 DD SR LD grne)DFD 22

tehat (9) érvényes n=N+l-re is. Igy (9) n minden értékére
igaz.
Tekintsiik most (9) helyett a D®(Dg) kifejezéste (3)

Marmost D definicibéja szerint

g 1(9% 2L 9% w99 Bg B
At? at Ix At Y «x Dt 3 SE

ill.

_.)j

{"3 G __fl (8‘% [>g;i'*?é"' 2%

“(D‘%) gt'ax T"ox B« 3x Ax

Ezeket helyettesitve, és (7)-et ill. (8)-at felhasznélva
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t X At 9 x
3 3 o1y 723 n-1 9 ,9
+é—x(F£)]=D c)—t(é—t%) £D g;(g%)f
n-1 3 n-1 3 5 n =
D g (P2 DT A (FST)-D 5 « D' (F 32 -
"2% £ 38 ()DFDT GE + ()05 20w 4 (2)0Y. 2
B i f(n)D“)“"?_:t ( )D{ ”' ?;3 () 2% o
D qT\ o Fx (n)gxbr ({0)
is érvényes.
A fentieken kiwviul szﬁksésﬁnk van a
2 )
5x (Dg)= DE% ‘3—5 T x (11)
tovabba a
(Dg) D%z 2%'% *gfz?ii'{ (12)

ill. altaléban a

<D%> b 2%, 4 (7)2L. 28

.- w

DQx" Ax (13)

relacidkra, amelyek teljes indukciéval, e featiek mintdjara
konnyen belathatodak.
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Végil fel kell hasznalnunk
’aS

alaku kifejezéseket is, amelyeket nem adunk meg - bonyolultsa-
guk miatt - zart alakban, hanem sziikseg esetén (13), {(10) ill.
(8) révén kepeziink.

Marmost fenti relacioink kozul (9) alapjan az x(t) = f(x,t)
differencialegyenlet altal meghatarozott x(t) fiiggvények maga-
sabb derivaltjai a D operator, ille a g = £ helyettesités

révén meghatarozhatdak, éspedig

X = s

x = Df;

x = D(DE) = D°f + £'x Df;

X = Dx =D f+3DtDE ' x+£'xDPL+£0x DE;

x = D*E+6DEDCL I x+3Exx( DE)°+ (14)

+ 4DPEDE Y x+7 L xDEX? DE+L XLOL+2°% DPL+£30DE;
stb.

A valasztott 4t = h-hoz tartozé k novekményt a Runge-
Kutta modszer mintajara helyi novekményekbol allitjuk eld, eze-
ket azonban kovetkezetesen legalabb masodfoku alakban vesszik
rel, espedig olymodon, hogy k és Ax a h mennél magasabb

hatvanydig egyezzék meg. mhhez a kiindulasi bazispontban a

9
(to,xo) pontban f értéke mellett %;g ille iﬁg értéké-—

re is szuksegunk van, hogy igy Df 1is kepezhetd legyen. czek
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révén eldszor meghatarozzuk a kl ill, kf novekményt a

\ \2
l{4 = h‘po + O4zh2D<Fo + Q{,’hsf x,0 DFO +Q1"‘_ hu'Fx)O D{o +

1 n-2

too0 4 Qg R ‘Fno D fo (15)

2 3! 12
k" = hfo + a2 h"Dfo+ az b fxe Dfo +ay, h"Fx' D{of...(m)

alakban. Itt a O als6 index, a (to,xo) helyre vonatkozik,

kl a k kialakitasara szolgalé sulyozott kozépérték egyik

eleme, végil xf arra szolgal, hogy a kovetkezd segédpont
(t;,%;) helyét kijeloljiik.

A tovabbi kozépérték-képz6 elemek meghatarozasédndl mar
tOobb utat kovethetiink; ugyanis a (tl,xl) pontbeli £, to-

vabba fo, Df

o és fx % segitségével felépithetiink h-ban
»

magasabb fokszamu kozépértékképzd elemeket. Lényegesen tobb

szamitasi munkaval azonban fx,l és Df; felhasznalasaval is

megtehetjik ezt. UtObbi mbédszer egy szempontbdl mégis elénydos—

nek fog bizonyulni, ezért ilyen tipusu formuldt is levezetiink.
Igy pl. negyedrendii formulat épithetiink fel a

i =hfo +agh*Dfo+ayhifxo Dfo + ay HF)’ DY,
2
k=B h fo + @z M Dfo + Gy h?fx, D fotay,h*f) Dfo
1
(17)
t4=t0+E4h)' X:Xo‘\'k,‘
k= f, + Qs hzb{c t Qg3 hl‘C‘X'o (1(4'{0) Y az, hjlc;lé (‘F, _Fo)

L(:Q4L(1+Q2L<

2
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resp. a

ng =hf, + dy “‘ZD({ + O g h’F'x.J B +g3‘rh")(;‘b_({
‘ (18)
médon.
Mindkét formulatipus haszndlata esetén az 1 indexii
(tls B (tl.xl) pontbeli) értékeket az (xo,to) pontbeli deri-
valtak segitségével kell kifejezniink, hogy k és A4Lx egyezte-
tésérél gondoskodni tudjunk. E célb6l k) -ot a

k‘l‘ = E;hf_ + ® (nh;f) (19)

alakba irjuk. Ekkor - feltéve, hogy £ elég sokszor folytonosan
differenciadlhaté -

fo=f kot By xox Einfor @(hi{)=fo+ En(flo+ £ £),0)
+@ oo+ [ Fito v+ 260 (B0 fa + @) nio +Efo 10, ).

- ahol a O index a (t,,x ) helyre vonatkozik, amelyet a to-
vabbiskban elhagyunk, ha ez nem vezethet félreértésre. Felhasz-
ndlva tehat a D operatort is

¥*=R*°+ Eihjxe+ E,hf+@) <

=F+EnDf+® £+ 217 ESh DY +E,n@Df'x +
(20)
+Z @ F X+ 37 BN D g EIHODT X+ 4 £,n @D, +

)

3 h
+ 4 @ fxxx ¥ TEMRD Y+ 5 E 30@D [+ ..
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Hasonléképp - bar erre egyenldére csak a masodik tipusu formulék

hasznidlata soran lesz sziikség =
Df(to +Esh; xo +E hfo +®) = D +E, hD(Df)+@ = (Df)
+ 91 D' (D) +E,h @ D(;((D{)% Z@‘é@; (DF)+

rREIRD' (0N EIW@D [ 0P+ (2
¥iLe

Fx(bo+Eih; xo+Ehfo + ®) = £'x E,h Df'x +®. fxx +
%E hZDp)( +Eh@Df,~<x+.... (22)

Ezek felhaszndlésaval tekintsiik elészér a (17) tipusu for-
mulékat. Felhaszndlva () részletes alakjat

hfi = hf+ E, KD +£x (022 W*Df +a 5 W £'% DF +
taz h5IDf+)+ +EF hDF+E h' Dfx (az2 W Df +
rQzs B Dfr.. )4 .- +ZESRD (23)

adédik. Eszerint - k és A x (to,xo) helyre vonatkozé hate
vénysoranak aszonos tipusu tagjal egylitthatbéit Osszevetve - az
ismeretlen egylutthatékra az alédbbi egyenletek adddnaks
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f egyitthatéis 1 ill. Rl + R2

Df egyitthatoéis % i11. aj, Ry + 85, Ry + RE;

2
D°f egyitthatéi: £ ill. By B
2

1 E?
D’t egyiitthatéi: —5p 11l. R, —-

E két utobbi relaciébédl

1 5 L . 3
5 = & R B{, azaz § = RyE]
ill.
)i 2
<z =3 R2 El' azaz % = R2El

A masodikat sz elsdvel osztva

=5

adobdik. Igy
6
% = R2 %z, 8zaz R2 = %7 .
Isy Rlzmo

a5 és 835 csak a masodik relaciéban lépnek fel. Szim=-
metriaokokbbél az 8, = 852 = a valasztasgsal élve

% = a + %% . % =a+ % ’
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5 1 4 =8 1
amibdl azz—-g:gm:-rg—sa]z:a}zo

2
E
£ e 1k
f; DFf egylitthatébis -y ill. R2 833 3

Igy
s S
2% = B %33
azaz
1
-

. 1

Dthi egylitthatois ¥ ill. R2 E1 8559
1 1

azaz 855 = F o 5

3 1 2 4
oE’;:B.IZoB:??.
A harom "feleslegben 1évé" egylitthatd, 323. 85y ill. 334 me g

allapithaté ple. ugy, hogy otodrendi tagokat egyeztetiink a segit-
ségiikkel. Egyszeriibb azonban, ha zérusnak valasztjuk &ket. Igy

Végul
" !
fi Df egyilitthaté: z ill. Rl a3 + R2 {322 + El' a53}

R
amibsl a; = % . %I - Rf {322 + E1°35} * % ?I > %% {%5 ¥ g # %}
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2 s 1
f; Df egylitthatéi: % ill. Rlal4 - R2 (823 + 833 o a5 +

R
1 2
1 ° amibdl 814 = 3% o ﬁ; - R'I {8231-833822#&34}

=§.§I-ﬁ.{o¢%.g+o}.3§-§-§=

Formuldink tehat:

+83“0E

2 2 3
klahfo«tthfo-ﬁhf;‘.ono

kY = ¢ hf | + 95 hODE, (24)
= hf; + %E n°Df % he x,o 'fo)

X = %-% X, + 38k,

Attérve a masik formulatipusra, ott a

2 5 2
kl = hfo + a12h Dfo + aIBh fa’:,o Df + aluh f’ Dfo

n’g' Df +a,,bht£22 Df (25)

» 2
k) = Ejhf, + a,5h"Df +a X,0° 0" 24" *x,0 V0

23
2 5 4,2

e

k = Rl kl L 2 R2 k2
relacidkbdl indulunk ki. Konnyen belathaté, hogy a paraméterek
széma igy is csak negyedfoku formula létrehozasat teszi lehe-

tovée
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hf, kifejtését egyébként (20) alatt megadtuk. Hasonloékép
h‘Df‘1=h2DF(fo*% hj xot+k,") = thTro(to»r%h)xo%hfa +@ =

=HDfo + E, K D(DF), +®h (th ESh*D*(Df),+-
=k D{O+E h' D*fo + E h{xoD{o+Ozzh"D{‘o[D{xo (
h"[bﬁ £ 2DFDf % +f'x. D*f]

Egyenletiink tehat:

f egylitthatéis 1 ill. R1 + R2

Df egyitthatéi: % 1ll. 81 oR; +85,R, HRE)

°f egyitthatéi: $ 1ll. R, [ ;ZL +ag, . El]

’f egyitthatéi: % 1ill. R, {Eg- + as, JE;—}

Az E1 1 valasztéssal élve, a két utolsd egyenletbdl

&
2 X
4'4

]
I~
-+
-
Ny
Q
X
)
w
*
N
Q
(7Y
N
N
0
w
~
]
o|~

8zaz
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2
) " AL o8 E .
1(‘,( Dz{‘ egyiitthatéis — . Qz {032 —2-' t Qz3 E4 } amibdl

2k
i 1 A
7% =7 {-% +°33})°m e
DEDfx eeyaveheboly 2= iR kyj £y Gy T Og (Sag TEy
+ Qs E“ } y Ennek alapjén
1 5 5 1 2

1 . . 4 1 , :
T g%~ FT "I Qi 7 Qa2 F

A tovabbiakban élhetiink az 323 = 8y, = 83y = 0O valasz-

tassal.
Végiil
! i 4
fx DF egylitthatéis ——6— il . Ri Q.3 1’(22 {azz* Qg E4 + 033})
amibgl
1 2 1 s ¢
o . 20-24+40-5 4
43~ 60 60
ill.
" 1.
egylitthatoéis ™ il Q1 Q. t Q{Qsz Q,2 1t Qs

1 {_2._4_ _4_}
azaz —'iTxQ“"f -5— 6 & )

At
Qw = 75
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Formulénk tehdt ilyen alaku
1 (2 1 3 4 kbt 2

k{=hfo +fh D]Co fgo-h-rx,ob?o+75—h -F'xlo Dfo
k/'<hfo + £ Dfo
o 1 2 1 i3
k2=h](\1“ghbf4+§h{\x|4 D-{:1 (27)

1 ~S

l'< 2 (k1”“z)

Megadunk végil egy elsd tipusu otodfoku formuléat is:

k* =h{, +quh2D{‘o F ey hs{"x,a D{\o tay h 7(\:0 D\fo g
*o‘is*hs{j‘xs.o D{o
Lﬂ*‘ E,hfo+byh Dfot b h? 1("X.C’ D{o

k,=h{; +a,, h1D¥° JfC"Zzs\“z\(\;ﬁo (1(\2 _{'\o)"azl' hsﬂ; (Fz-fo)
by = P(Bz ot Ezz f2) # byy WDforbyy hifL o (§,-£5)
ky=hfs +Gu bDLe + ass W'f'x0 (£ ~£0) ¢ Cuh™Fho (- 4]

k=Q4[‘<,‘+QZL( +Q5L<S

2

ahol a 2 index a (to+Elh; xo+kf), a 3 index pedig a
[to+(E21+E22)h; xo+k’2‘] helyre vonatkozik.
Ttt - a (20) formula mintadjara =
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iy =hfo +E W Dfo + (by W FX D + byg hf 2 Df) +
P EL LD 4 (E by W DEADE 4 E by oY ek D) +
t7 b R fhx (D) et %‘i h"Dsf‘r(%Z b 0’

DD, ¢ )+ EL HE e

tovabb4d - bevezetve az Ky + E22 = E2 jeldlést - f3 argu-
mentuma igy irhaté:

{o-{rEzhj Xothh{\of HZ(E1E12+b22)Df 2
+ h3-%-‘ E,o D°{ + \'\3<‘°12 E22 + b,, 54){",« Df +

E,3 ol — 1
+h T Eys DS-F t h“(bzs “Eii f x Dz‘r + hq E4bﬂ_ E,, D{"D‘F"'
t h*(logy Egp * bas byz) f‘xzof-

Ezért

hfy =hfo + E;n' D +h (E,Esat byy) ['x DI +
E4 ' 2. !
hh—’ € £ xDf + h* (b, B2z + bys E4)pxzb+‘ +
SE{ ' El 12 2
+h T €., {?xDS‘F t hs“z“" szFx D §+hsE1b1z

E, £x DX Df
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+h*(bys Ez2+bzs by,) £ D-F’r ES L2 p* ‘F+
+ h" (E E Ezz‘\‘Ezbzz)DfD-px % hs 2 E E22D'FD‘FX+
+ h® (bu E,2 +basE, E'z)‘r,'x DF’x D{‘*’ e
E.F 2 ’
o sl bl o (o B pp

Es ' 4
#h° 2 (B Epe by ) DEDY £ 0 41 % D¢+

Egyenleteink elsd csoportja 9 egyenletbdl all és 9 is-
meretlent tartalmaz; koziiliikk kettd szeparalhat$, mert csak ez
tartalmezza Ry -et ill. a&),=t. A 7 maradék egyenlet D°f,
»’z, D', Deoey, DerPer, £ (D2)? 11, D°EDE}  egyiitthatéi-
nak egyenldségét fejezl ki. Ezek az egyenletek:

2

f e - Er
1 E3 523
L S =q =
725 “R: g tRs
" &

i o E4 E,
20 *R: 71 *Rs 3

’;— ’RZ E{ b42 ) 2 P3 E2 (E4 EZZ+ b22)

2 Ez
? blz 1" 3 _23 (E E22 t bzz)

B g, ba R, (E4 Ezz* b22)*
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Tekintsiikk eldszor egyrészt az elsd két, masrészt a ne-
gyedik=0todik egyenletet, ElSbbibdl

i
Qz Ef"'QéEgz '-'-'3'
3 3
QZ E1 + ps Ez = 21_'
és igy
1 1
o E(FE:— %) 1 4E -3
) Eiz E. (EZ - E4) 1 E42 (E2.- Ey)
4
1 3 Ef(“k"?ﬂ) . 3 — &Ey
’ Eiz E: (Ez'Eq) 12 Ezz (EZ'E-\)

Igy a harmadik egyenlet szerint fent kell allnia E; és E,

kozott a
4 g2 4Ep -3 4 2 S-WEs 4
iZ 51 E,-E, ' 1 L
azaz a
i
LEE, (E,-F,) +3(E; —E]) =2 (g,-F,)
azaz a

4
3(EL+E1)—“’E1EZ = —é—

azaz végilis a

15(Ex +E | —20E By =12

egyenletneke



- 129 =

Az utébbiakban bevezetve az E,E,, + b,, = v roviditést,
az egyenletek szerint

QZE‘ b,|2 +Q3Ez co =

2 2
amibdl

gl o=l~

1o 4 )
b R, (3Eim75) 4 _5E, -l
12 QZQgE‘EZ(EZ—E,,) 40 R, E,(E,-E,)

ill.

1 1
RELs—FE] . 4 _h-TE,
R,R3 E,E, (E2.°E1) 40 R3 Ez<Ez“E,‘)

vagy R2 ill. R3 értékét helyettesitve:

o _ 42 Ei(4-58,) _ 3 E4(4-5E€)
TR0 LE, -3 10 4E,-3

és
y E2(5E,-L4) _ 3 Ey(5E,-L)

P T 3-uE, 0  3-LE,

Marmost a hstodik egyenlet szerint fenn kell &llnia By és

E2 kozott az

S (L[--SEAZ A 1 i
10 (4E,-3) 2 (EL'Ef)

3 (SE.-k)* 4 1 4

10 3-Le,) 2z (E,-E,)
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8zaz a

3{(4 ~5E) (8- 4E,)+ (5E,-h)(LE,-3)} =20(,- E,) 5 -4E)(4E-3)

relacidénak is. A miiveleteket elvégezve

3{(16 -LOE, +25 E})(3- 4E,)+(25E; - LOE,+16)(4E, - 3) } -
=3{-100E2 + 235 E;/— 484 E, +100E; - 235 €, +

+48%E, = 5 {400 E; +100E E, + 00E7 — 235E,~

— 235E, + 184} = 20(-46 E,E,+12E, + 12E, -9)

Végilil rendezve:
300 E; + 620 E,E, +300E, -Qu5E, ~Qu5 E, 4732 =0

Hozzéadva ehhez az elsd egyenlet 3l-szeresét
5(E; +€,)—8(E,+E,)+6 =0

azaz
10(E, + EY =16 (E, + E,)+ 12 =0

adédik. ILevonva ebbdl az elsd egyenletet
10(E, +E,)° -34(E, +E,) +24 =0

adédik, amibdl

E1+E2 T 20
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8N

adédike. Az E, + E, % vélasztéssal az elsd egyenletbdl

g a8 g MR 8
E,- &, 209 26 40 8 °

8zaz E1 és E2 az

2 g 3
X ~ 35 X ¥ o Tt Q

§+{Ck-60 _ g2

egyenlet gyokei. Itt x =

10 S a4
WA
azaz E4 < ©5 Eo
Visszahelyettesitve
4 1 125 513
R:——-~ 5 = = (=
2" %.?‘ 246 <6)
o PR Al o N N O
P3‘12 = T 2'8"2’)
= 3° = 213 és végul
6% " 246 ’
;Q__G_‘:__‘*_s
1 216 T ¢
Tovabba
3
b =i. '5(4-3) 9 \
12 7 4o y ='§695 és

1 3 5 1

3
0 3-4% 740 15-42 T 2

Végiil az utolsé egyenletbdl
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4D ! - 13
=T) es 19y EZ{“’—tzz-Z—')
végil
- _ 4 8 4o 4 B - %
by sea = EyBaa=g ~% "3 "2 "5 =" 18

Végil Df egylitthatéinak egyenldésége alapjan
1 —

amibdl 3
1 1 125 29
Clu:-z-—QzE 'RsEz=7"“~ il o

1 5 246 216
108 -95 -272 ¢ A
. 216 - 246 = 36

Ujabb 3 egyenlet adédik f;c D2f, f:’c D3f és fi Df;‘ Df egylitt-
hatbéinak egyeztetése révén: "
2 2
1 ES Es E. E, }
75 Ra{0m G- PR Bt o 34 0 F

3 3
1 g2 £ E £
g6 -Refos T 1R {F B rong +ls P )

7
= =R2{E4b“+au.E1b12}+£25{:E4 BB b, By B b

s bzs E1E2 Q33 E1 bﬂz € CSS (E1 Ez E22+ Ez b27_>]
E rendszerben 4 ismeretlen 1lép fel; az elsdé kettdében harom.

Igy az azz = O valasztassal ez a két egyenlet:
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Innét
AR (R s PN i
H3” 25 5 4= 7 Omtyg s

2(5-L)=2 =25 cip3 +25 C33

10-8 =2=250a,3 +15 033

amibdl C = O és Q = 2
33 28 T 2
25

Attérve a harmadik egyenletre, ott a by = 0 véalasztéssal

b, = O adédik, £1° 1°f egyitthatéinak egyestetése az
2 2
1 E, =
726 “Re@nz TR G Pas
amibdl

2
854 = 55 adédik.

Végil £2 Df, £2° Df ill. £)° Df egyiitthatéinak egyezteté-

se révén az

§= Rya,+R, {by ray, E,}+ R{(E,Esp+b2)]

ill.

{ :
7 o R0 * B, { b,y ¥ Qb+ Qs E 4}_+95{(b42 Ezz +by4Ep)s..)
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111,
120 =Ry @48 TR {025 bis + Q4 b42}+R {(bﬂEzz"'bzsbn)" }
egyenletek adédnak. Ezekbsl
2a gﬁ
g7 Ry
85 = g .
Pormulank tehét
Kk, = h{o+—- h'Dfo - hfx oDfo- 32 h*f'x,0 Dfa
k*=-—hp bl R0,

kp=ht "3 h Dfo + h Px,o(ﬁ ‘F")"" l"31(‘&0 (f2-fo) i

kz:h(;—g f, "‘2—%' o)— Z*h?'DFo

|<3=th +3%th{\0
alakue.

L(‘ 425 l( y 27 2.7 k

-216 toie 316

Mindkét tipushoz hasonlé strukturdju magasabb fokszamu
eljarasokat is konnyen kidolgozhatunke.

Formuldink erejét normal és erdsen "meredek" megoldasgor-
bével biré egyenletek esetére az le. ill. a 2. tdblézat érzékel-
teti! Megemlitjiik végiil, hogy a fenti formuldkban t és x
komplex mennyiségek is lehetnek.
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3« S« Hibabecslés és a formularendszer tovabbi javitésa.

A megadott formuldk elméleti hibabecslése a Runge-Kutta
tipusu formuldkndl sszokdsosan hasznélt médon megy; a fellé-
p8 konstansok becsléséré egy késdbbi munkdban még visszaté—
rink, az azonban részletes vizsgélat nélkiil is lathaté, hogy
5tszdr vagy hatszor differenciélhaté £(t,x) esetén egy-egy
lépés hibaja h2-nél vagy n®-na1 ardnyos. A gyakorlatban
ugyanis csak ezt az asszimptotikus tényt szoktuk felhasznélni
a klasssikus Runge-Kutta formulédk hasznélaténal is, mert az
exakt formuldkban szerepld &llandbék csak 6riédsi munkival be-
csiilheték. Ilyen szempontbél a 2.§.-ban bevezetett ujtipusu
formuldk némileg elényosebbek, mint az eredeti Runge-Kutta
formuldk, mert a megeldzd lépésben szamitott segédnivekmények
felhaszndlédsaval 6todrendii formulat is készithetiink. Ilymédon
menet kisben egyrészt lépésenként h®-na1 aradnyos hibaval
kell csak szémolnunk, masrészt minthogy ugyanekkor egy hs-
nél ardnyos hibadju mennyiség kiszémitésa is megtorténik, mé-
dunk van a lépéskoz sziikség ill. lehetlség szerinti menetkoz-—
beni megvéaltoztatisadra anélkiil, hogy a Runge-Kutta médszernél
szokésos mdédon ismételten ugyanazon a részintervallumon kel-
lene szé&molnunk. S8t ugyanezen novekmények egyidejii felhaszné-
l4dséaval s megeldzd alapponttédl mért kétszeres lépéskizii lépés
otodfoku kozelitését is meg tudjuk adni. Ezen uj formuldk
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levezetése céljabdl azonban sziikségiink van az alabbi segédté-

telre:

1, Segédtétel. Az £(t,x) fiiggvény legyen a (to,xo)
hely egy alkalmas kornyezetében (pl. a |t-t°| £ R; |x—x°| £s
kornyezetben, ahol még k(t,x)l £ é is teljesiil) otszér foly=-
tonosan differencidlhaté. Legyen k = R, |k(h)| £ S, és tegyiik
fel, hogy Ix(to+h; X st,) = (xo+k)l = (¥ () érvényes. Lrvé-
nyes ekkor az Ix(to; x +k, t°+h) - xo\ = ()(n?) reléacié is.
Bizonyitas: Feltevéseink érteimében x(t_+h; X st,) =
- x, = x;-x; = k(h) + C(h).h?, és itt C(h) =0, ha
Re

B
I\ ©

Emellett, feltételeink szerint a differencialegyenlet a

tekintett tartomanyban egyértelmien oldhaté meg, és igy

X(to; xl, tO + h) = X,

is érvényes. Minthogy pedig f az x-ben feltételeink szerint
Lipschitz-feltételt elégit ki - éspedig t-ben egyenletesen a
It - ¢l 5B |x=x, | £ S tartominyban, azért (L-lel jeldlve
a Lipschitz=-feltétel allandéjat)

|X (te; Xo+kytoth) = x| =X (to; xot k,t ot h) -
‘X<’Co'>)<n' bath) | & [k xs -x,|-exlh éC(h)eth.hs__U(m)

{1s pls [6] ), ahogy &allitottuk.
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E segédtétel felhasznalasaval tovabbi formulat adunk
meg: hdrmat arra a célra, hogy a (to’xb) bézispontban meg-
hatdrozva az ismertetett formuldk alapjan a kl’ k{, k, no=
vekményeket és ezen a réven a negyedfokban pontos k-t, to=-
vabba felhasznalva a (t -h, x ) ill. (t,-2h, x) ill.
(t, - %, x) pontra témaszkod6 k, és k,-ben szerepls ta-
gokat, egy 8todfokban pontos k-t is meghatarozzunk (itt te-
hat figyelembe vessziik a lépéskoz-=felezés ill. lépéskodz dupli-
kédlas lehetdségét is). Masik hérom formula révén pedig - ugyan-
ezen adatok révén - a (to-h, X), (t,,-2h, x) 111, (to- %, x)
pontbél kiindulve hatérozzuk meg a bt +h pontbeli, x(t +h)
értékhez tartozé x(to+h) - X noévekményt 6todfokban kozeli-
t6 kg értekét is.

Formuldink tehat ilyen alakuak:

k=Rzhfz #+Ryhfiy + Rohfot Ryt 52 W Df-,

4= So "‘ZD{'\O ¥ T-Z)‘| hz{_"’x”z (F—Z - 1(\0) +T"2|2 hz ][‘)'(’ -2 ({?-" ~-F°) +

+T~2,3 h* 'r;‘-z (‘F1 - ‘Fo) ; To,1 b F'Xno({‘-z 'Qo) *'To‘zhz{"x,o ({[Fo)
+To3 h' ?‘X.O (ﬂ -£o) + Y, H f‘xf—z (Fi-£o)t Vit %o -(£22- £o)
Vi H Lo (£ =) Y WH L, (£,-6%)

ill.
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ks=tohfo +rnhf, +nhf; +hfs+SoHDfo +5,0 D,

thou M0 (£i-fo)ttop h{ ko (fi-fo)ttos ¥ ko (£i-£o)
(30)

Frzg bz (£i-Lo) vty W £z (F2-fo)4t, b 2 (Fs—fo) +
VR0 (F-fo)e v Wk, o(fa o) R L2, (6 fo)e w2 o (£, £o)

ahol az elsd formuldban a negativ indexek vonatkoznak a meg-
el6z6 lépésbeni segédnovekményekre, a masodik formulaban vi-
szont ezek = értelemszeriien -~ a8 O ill. 1 indexet viselike
/Megemlitjilk, hogy itt a (24) formuldkra kivéanunk témaszkod-
ni, ugyanugy lehetne kiépiteni természetesen a (25) formulédk-
kal kapcsolatosan is fonomitést./

Elészor a (29) slatti formuldt tekintjiikke E formula = 2
indexi elemei a ¢t - h, x helyre vonatkoznak, ahol =1,
2 vagy % - attél fiiggden, hogy lépéskoz-tartas, felezés vagy
duplikdlas tortént-e a legutolsé lépésben. x-et viszont -~ hogy
a -2-es8 indexii tagok kifejtése otodfokban pontos legyen - az
l. segédtétel értelmében az x_ helyrdél a hatvanysor negyed-

(o)

foku szeletébdl extrapolalhatjuk, ha X, otodfoku kozelitése

x-re vonatkozéan x(t )-nak. Ilymédon

33 3 3
)L*)Cov’\y‘hpo +3h Dco—,\g‘"s_h’ Dz{o_’\—?:éir‘x‘o Dro

Q
h h" J 2 'J\hh"
24 )

—— D*fo +

DFXOD‘FO* {;onO
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tehat (a O indexet elhagyva)

g;phmw ATh ; XO-m,,m@ - hf- 0h=Dr+—prp

’\}‘3 A?‘hs ’?-
h 4, § 3
uf;, £ DF D+ ‘9"*’{'ix>¢ ﬁﬁbr-"‘ DEDE +
P e+ T g o - D+ T o+
‘zhg "

és hasonloékép

K Df-2 =HDf (to-V'h; X0 ~Thfo + @) =

- DF - TR D (D) —“i”—‘-‘ﬁcw D?-—is*wF)Df
T D iy e 2 5 (b= L B2 (1] 0f
- ér DS(DT)—“" =

=W Df-J K (D ;‘xbpu D@(D{ e
ﬁqh fl lfo(D¢;+P&3+
) ’\.9‘5'\8

LD*F%Df +
+ P (D)4 2% Df%DF] - __é— [D‘T’fSD?szx +

' “9}1 2 (D4 +20pDF' + £ b

+3DFDLx + fx D2 s



a 180 =~

= WD - T H D - PH L% DP ___D;Jr_f_“; DL s
S“T FYON “T“ Mf D
2‘” DEXD™ - TR DL - “’”"rxxmp

—JGL’ (i g 7«7‘;1‘,0 bpxw-_—gx Df * ...
végul

‘[),(,-z:r,’“/‘jﬂhbf'x 49ﬂl'1

X X

Ennek alapjan szémithatjuk ki a -1 indexnek megfeleld (t,x)
helyet. A (24) képlet szerint ti. E; -.-% y 68 igy

3 1
‘l’._‘( 2{_2+Zﬁyh=£0—1—\9ﬂh)
tovabba

.-X'f"—"l}ah{:z‘f hr\TD.Fz

X4

azaz negyedfoku pontossaggal
X_= Xo =T hfo + 53 AJH D\fo——/ﬁ“shzbf Aﬁ“shﬂcj(bp
A A S N v LSS L IO NV A TS Y
«Thp_—ar ht D£+ P ol 0 T ——3‘%"{x D - 2 I
W' D+ 5 TR D - 2 PR DE R Df- 2T DY £
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%thzb.p___ryshzbl{:_ 3h3£|XD<F-\'§": /\‘Thhhbz{:
b TR D DD TR DR
- Xo- 3 Thp e L ATWDE- L T - L o g

= SRR +1g5 TR LD + 2T Db

"oz 192

Ennek alapjén

hfoi=hfo— 4 THDF+ g T L0f - L by o - L o

ol j;zﬁm‘fxbp - O 1 2 Thegl D s

i C e M
+~ﬁ—$hb¥—mﬂ9~nb“bfﬁmﬂyhbfxb.{‘+

%,Z‘)?;Lr,\yh Fxbrlxb‘ci" O‘_,g'yh{‘xx (D.f)

AR Jh‘b{?b$x+ b T HED

58‘1’ Giuk

tovabba
ChEDf =h Dg——h J' D (DF)+ —-J‘z : fa ~ (0).Df -

— 2 2 (op) B = W 2 (O FRDE e ey

e E o h”o‘(o;) w ot SR (§ O Of -~

128 h‘D‘(M)t..

3811-

SDE - LRI - L RTEN0f+ 35 T RO DS ¢
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1 2 2 3 s 2 3is02:2
L T LU0 - S TR DR - 2 TR D —

szh‘\c Dgxbg-aaahp Bf s THOP 4
I P10 - o ¥ D, Of
—md“hspxx (D) - gz T WD

——L— 4.5 p 3 4 S, ' 2
L F LR BV TN o AR

és végil
' ¥ A A 2
1(x,-4-fx~?«?’hD£L A ;xxbgf L IND 2
Ami végil az 1. indexii helyet illeti, itt a (24) képlet

szerint tato-o-gh;x:xo-r%hfo*- %Ethf

és igy

hfi=hf + =R D+ WL Df + 5B DY + 2 e = D& DT

zot«zeh ?xx(b]f) 1?_8 = h'D° ﬁflOZ“hYD{fxDJﬁ zowhSD‘F

h’LD‘F \é"{'\"‘," értékére nincs sziikségiink.
Marmost egyenleteink els¢ csoportja hét egyenletbdl &ll,
amelyek D¢, D’z, D%, D2 Df, D°fy D2, Dfy D°f, és £ (Df)?
egyitthatéinak azonossagat fejezik ki:

A Ay‘a /\y‘L g
= AR o PRy 1,3-2-_+S_Z~(494)
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A . R 9 i
ﬂ:p_z(—z—)‘}'R_ -.3—8—‘;) Q‘l “28 g~2.(_2_

4 R T

120 gQ"Z‘E + R, G{lrlr+R* 20%8 ¥ 5. <_ )

A 29 2 2
o, (L) R, 428,)*-12‘,“84,9 J

4 2
+ T‘_z"‘ ’\y‘ S T‘Z‘Z - i— /\j\ + T—Z|3 (— -%—,\9")

4 /\.Th /\941'
-Q’Z'—"‘;—i' Ry 102k + Ry 1021'.*‘3—2 (,J' ) +

3 7 3
+ Toga- (_ =) 4T (- -&-)* Tos 3

Qﬁ*ﬁ
o R T tRy g TR R S, )+

S

+T-2{~(-—2—.-)+T_2,_(- )+T23 ("

I N

1

E=Q-Z'T*R-4'm*94z‘5‘u e st
,\9\ 2 A

Itt a hetedik egyenletbdl kivonva az otodiket, a kiilonbség
az elsé harom egyenlettel egylitt egy négyismeretlenes lineé-
ris egyenletrendszert képez, amelybdl R_2, R-l' Rl és S_2
megallapithaté:
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LeT*R., 43R _, +27R,-96.56., =16
SG TR, TR, +27R+182. 85, =48

3
12805 R, +5T R_, + kO5R,-5120 S, =256
_1280 " R_,~5F *R_, - 405 R, + 542095, =-256

- és ezekbdl az utolsd elhagyhaté$, mert nem fiiggetlen a rend-
szer - amelyhez csatlakozik az eredeti rendszer negyedik, 0to-
dik és hatodik egyenlete.

Ezek azonban szintén nem fiiggetlenek, mert hatodik egyen-
letben T-2,l’ T_2'2, ill. T_g’3 egylutthatéi éppen - o
szeresel a negyedik egyenlet megfeleld egylitthatbéinak. Ezért
az elsé§ harom egyenlethez még egy negyediket csatolunk, amely
azt kovetelli meg, hogy az o0todik és hetedik egyenlet ne le-
gyen ellentmondbée. Igy az elsd harom, tovabbi e filiggetlenséget
megkoveteld egyenletbdl R 5 R-l’ Rl és S_, megallapithaté,
(86t a =1 esetben R_; szabadon valaszthaté, ple O=nak) ,
majd a negyedik és o0todik egyenletbdl a T-2,l’ T_2’2, T-Q.B’
amelyek koziil egyet szabadon valaszthatunk. Igy a A= 1,
F=2 11, =% esetben.

B, 19 e wers e W et
R, = - T ille = —par il == 5%
R, = ¢ ille = ¢ ille = ¢
396¢ : g72¢8 : 2048
R = e = @ e ——
1 T Gels WY BieatE VS gans



- 145 -

S = : ill ---—4—- ill —-L
=2 "~ J&0 * = T8RO i 7 |
To1= & ill. = ¢ ill. = ¢

62 125 1024
T = i. 10 B = —— € T e —
XL - 3025 Lk 8§75

186G 304 542
T o mw e— 1.110 = illo e c—
=293 T p35 9075 2625

A fentiekhes csatlakozbéan f 1ill. Df egyiitthatéinak azo-
nossagabdl Ro ill. So is megallapithaté. Valdbans

1=R, +R, +R +R

ill.

—-;—- =R_2.(-’1\5‘)+ Q.—* (——“‘:/\r)f R1‘—3" - 3 SO"'S-‘Z ‘

L
Innét
13 406447 J P
RO = 2‘70 ill. —m i1le = '—""'3S
. 1L, w @278 1L, s o0
¢ 4180 8% 420 90

Ujabb hérom egyenletet kapunk f3D°f; £1Df 111, f£ID°f
egyitthatéinak egyeztetésekor:

A
5= =Ry (G Vo Ry o) Ry $46,. 5 4

I b, g
tTon 7 YTz 35 *Tas 37 *
2 Z

+ ‘0‘1 = 2 olz : 32 + 0‘3 z 32



= 1hG =

il J°
o Q-z"z‘ b Wy © 22 + Q{% ¥ S-2'<—’\T)+

T (-9 Ty (- V4 Tpa -2 #

+To () + Toz (-1 A0)+ Toa - -i—

4 Py TR 32
m=Q_L-Z_‘;.+Q‘4. 192 +Q4.¢ +S”Z'(_~é_>+
/3‘\3 ’\7\3 g
+T-24 (—--a)i- T~2?- (—3—8—;)+T_23 m

G | 33 o3 12%
Ezen egyenletek alapjan
T B i1l = 33 & [ 393—-
ol = AE LS S n e (T tile ® gqaas
G Wk , G3S36 . 108224
Ty,2 = EL35 111, = ek ille = Tc125
S¥0k : 39329 , geudc
T = tlile = = ills =
003 = J5has 209 43S 235628

Ujabb egyenlet adoddik f]" Dfn’c Df egyltthatéi egyeztetése

sorans

7 Al 337"

'TZ—E)—:Q_Z.ET; +Q..“ 581 Q @*‘S ( I}J )'l‘
5 0 4 T

*T-z«(‘*z—‘“‘“T—zz CrgY =g I T

;_2-8--——’\9")*_-‘—01( OZ ('_ ,12&>+
no,z,.(%;fv{.(_zim,



= 1H] =

amibdl
LOSA . _ 66
1= 73480 w. = ¢ = 335550

A kovetkezd két egyenlet £2°Df 1ll. ffnzf egyiitthatdi-

nak egyeztetésébsl adddiks

3
7R (D)o R (B R b5 2
J\'L ,‘9/\7.
*T0 T T 57 ¥ Tazp 53 *
Asz A942
+ TOﬁ _— + To‘l' ’37 +TO‘3 392 +

% \(l Ayse=t o \(2 (}‘ér) RS \/3 -'

ill.

1 I’ el
126 *R2- 7y *Ry-g7 tRy- P 4 S, (“‘)*

+T-21(" )+T22( )+T__2‘3.¢+

* Tog 'T)+T°‘1' )+T0.3‘¢ &
,\9,\L
: o VQ " ;i; +-\/3 22 +—\/z‘ il



- LU =

amibél
R 1. - G2SCY g, ASRAL3
24604 1038018 3635000
16243 111, o 590536 ... _43022¢C
'3 = 361360 3294228 LA3% 37 %

Végul f’5Df egylitthatéinak egyeztetésével:

4 érﬁ 4{«9«H 3
Yo - Rargr ¥ Q'*"——-4qz +Ry. @ +84:.(-7% )+
/3«3
ABTR G g zz( )+T—2‘3‘<j5+
-7 e
“‘To‘v("@—)* To‘z'('?g,_g_ >* Yoa - P +
g 3 vl 3
+ \G- 32 +-‘V3-'§ET 4 VZ"ET— +-\J--7; )
amibdl
, 2814 €8 ;
W= @ 1. = =S5y e = ¢

Formuldink tehat lépéstartas (J = 1) esetén:

A

k = -00183G¥BUG h{_, +0U2SI8Sh Lo+ SIIEUTLHL, ¢+

+0,03833838 "D {0 -000H4228SF K" Df_;~ 008 k3T 3k 1

£x~z(-f: & TV 025’50642\*\.{?)(' z({.} f) 0004046 &4 k¥
(31)

hgxo({-z o)+oqueeezh‘;xo(§-{ -{o)

+036a5k332 W {'x,0 ({4 -£o) 40,02231208%4 hz’,f
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(§.-$0)+0,038333860 ¥ f'x0 (§-,-§o) +
4+ 0,042¥532 303 £x,0(§4- £o) 5
lépésfelezés esetén (J'= 2):

A
k =~0004543S8GF h{_, + 0 k0c0485 h{o+0s9 ss30eh g, —
- 00013 36D WD, + 00138838 D fo ~0050213¥332 ¢ %2 (F4 = fo)=
= 2 el 2,0

00334386217 F 2 (§ ~Fo)r 003132 HEWL', (- fo)+ P2
+0,2121539% w—rx\o q_‘ - £6) +0,1329260%h"( 'x,o (-F('-(:o)* 0056938803

12 Xavl
h*f X,0 (£2-fo)rolsian3hy w( X,0 (£1-§o)-0,04%4 GSHSh“{‘L;(ﬂ ~{o);
lépésduplikalés esetén (4.7‘.-.1/2)3

~

k =-0d92hf-, + 058518518 h [0 + 060CEh £ - 00k W D _, +

2 -
+ QO h'D o - 4470285 [ 'x 5 (f-4={5) - 049s04}G4 h"(l)‘('_z
- = !
(“\4 f°) O(OZOSZOGSH' h -fx|o (-F-z "'-Fo)'* 1'9632’1} hz.p'x‘o (.(‘_“- -(\o)f
t 12
+ 03435233 [k 0 (£~ o) + 00049984882 L 2 (33)
(£4-Fo)+ 004303240W £y 6 (1.5 - §o)+ 003 a2 3
z
I

h ‘Fx,o ('F-f ‘(\0)-

Attérink most a k_-ben szerepld egyitthaték szémitésa-
ra. Egyszeriibb, ha itt a megeldzd novekmény lépéskozét vesz=—-
sziik alapul, és a most végrehajtott lépéskozt ehhez viszonyit-
juk S h  alakban (lépéstartas esetén O = 1 1lépésfelezés

esetén 5:% s lépésduplikalas esetén 5:2). Itt tehat a
O index a bazis, az 1 index igy a

9
t:‘to-‘-%h} X,Xo.’——%—hp.f-g-z—th‘F alaku,
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és igy

hfi=hf+ = h‘b$+ h¥ Df +

20#8 fx (OF) +428 g lozw D[ Df+.. *—— WD+

A 2 indexre
W W R
t=toth) X~Xo+h$+—’DF+—D2{‘+—$ Df +
4
T LA

és igy
S’
13 !

hfz-h.F+hD.€1———FxD¥+——¥ D{ ——F D+ Z#F
2D 4 T P b D o oy DQ+—2—D£
*E_D‘CD‘C"‘*—ED‘CD‘CX’LT“O”(D‘C) +*2: D% +
W 200 hY &
* 7:'t>¥ D ; x t Eﬁ; D -F ;SRR
tovabba
hD{z-hbme(Dm—i(Dg) D7C+———(b£)D{
2 (df) £ X Df + 5 2 (bf) +~D( (D§>D§+
b

_b_
e
% Oft- = WDf+WDE + RExDf + —2~ Df Dfx+
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b 2 hg :
t7 £ Df+§3—D;xD‘{+.—{: bf" FxD-FxD«f+
*‘ij': of +-§D3¥+ = £ O+ ¥ DL D +

P o h Y :
s 2 P (B + D ¢ 2 f Ok

és

B el bl 2 0% B - B e
Ilymédon a 3 indexii pontra

t-t°+(1+35)h- x=x2+—3-ha‘pz+%h15101cz=
- Xo+(1+ 2 I)hf4 2 D\C+——D‘,C+——\C Df +
—;D3L+§TrfxD¥+TD{XD{+3—;$§ZD¥+%5WD§+
t 5 SR Df+ SO DY 4 S TWELDF 4
+§5h31>1; + S INDEDL v WD £+ T I WD r
tag SO+ 2 S DF ¢ & JhD{Dfx

6 h p Df + . Sl\r\‘1 D3{+£T51h"£'x DFE 4 so0e
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= Ko r(1+ 2 )b+ (4420w 5 SO+t 78+ )rDY

H(Er 30+ )R (4 T3+ 2 ) WD L
+(5_1;*+—-;—5+§; JZ)H‘{?'XDL-F{-(—%- 51—245)*1[)# Df+

t(Frgded )P DL

Eszerint

hf,= hf+(1+—- hD{.‘f(—-—+ 5+§—52>h2¥\"b£"
t(Er TS SIREDY ¢ (L + 38+ F IR
+(2,++g<5 3*)h ' D3¥+(—+ % HRLED L 4+

+[<—;—+—§-5+§—:5L)+(4+-‘3:5-)(i 35+95 ]hsf D{:xD{-\‘r

3
(G e SIPLEDR LD ey, 35y 8

125+ 5 WDEDLY +(1+ 3 Qj35 i 3 )% DEL D +

s g VL opy <**z>»«m+

3 2
1+—(§ 4 Q g 2\, S (‘H’ San
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Egyenletcsoportjaink ugyanugy alakulnak, mint a masik formu=—
larendszernél; egyetlen véltozds, hogy A x hatvanysorat a

t = t, + (1+3)h helyen kell tekinteniink. Az els§ hét egyen-—
let tenst D°f, D’f, DY, DeDey, DPeDey, DEDPer 1l £n_(D£)2
egylitthatéinak azonossagat fejezi ki:

3 v 3
(1+3)° 9 3 (G+59)
S -aah e R AR fb S

.
(A8 9 o4 o (eI 4
2 T AR T Rl g YT 2" 2
(4+9)° 2% @+%3)"
e~ " aeny T T zu”’s—‘“ t8ag
(4+38)" 2% 1 3 1 3
3

ey oL et 4 G (14 §)

s
(—'_'_*‘-5) B "'1‘4’ + T,

4 3 1. 3. 95, . 2%
= " -g+'f3(1f‘r§)(z+25+v_5 +8, T +

Gz )t
3

9
“‘":z.‘« ‘33t

N>

t tz;s
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3)$ g1 4 1+23)
e - A et e el

3 1 1
+ tz‘.’ ~_‘+tz'z~‘2—' + tzis"i"<"+% J)

g
(4 +3)5 4 i 104 3 g t2\2 y
5 WGea e g gl 0 ) v

3 1 i
+tz,4"§ +tz‘7.'-2- **&@‘7("*%5)
1,3 9 x2 _ Llis38%
7+39+ 59 7(14%3)

relaciét, tovabba a két utolséd egyenlet kiilonbségét képezve,

Figyelembevéve itt az

az is azonos & harmadikkal. Egy egyenlet tehat itt is elhagy-
haté. Igy killon kezelhetd az elsd harom és a negyedik és ha-
todik azonossagat megkoveteld, tovabbd a negyedik és otodik
egyenlet:

22 7, + 48 1, 4 48(4+ 3196 b, « 16 (1+9) 7

27 T 4Gk 4+ 6k (145 5) 13492 s, = 4G (14 9)"

405 T, + 1280 +, +4280(1+ 5 3)" 4345120 52 = 25G (4 -3)$
540 T, + 4280 , +t280(4+§5)3¢5 + 3840 s —

~320(4+3)"= hOS « + 4280 r, 4 1280 (44 %5)“ 15

+ 5120 8, 256 (“5)‘)

amibsl a § = 1, % 111. 2-nek megfeleld értékek
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r, - 4338 . e =26328
. *1—2&3 il =_.\Z_§§ Bl el
¥z = ¢ ille = ¢ 111. = ¢

Il 2—?' tlle = %%% ill. = _t%}_z_

234, +Gh 1+ Gk (142 5) 492 5,196 1, , 1128 L, +

3 = 3 T 2
+428(1+ 5 d) 1, =80 7, +k80(14 235+ 35+ Ty
+3205,+ 435, (4240t  +240(4+ > I)t,3=16(1+J)°
405 &, + 4220 T, + 1280 (1+ 3 )" 4y + S4205, + 1920 ¢, +

3
£2560 t,,+2560 (1 + 3 8)=25C (143)°

amibdl
B % sl 111, = 2213 111, = — 1358
i 14k0 .
. 30% ; o -(_’\_3_?.}. 11, = éQ-?—’i
= m ill. = (920 i - 10

P1ls = 56 Yile = qS
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Ezek ismeretében £ ill. Df egylitthatdéinak Osszevetésébdl

o ill. s, 1s megallapithaté:

(‘H—J):'fo-f'ﬁ. + T, + oy

ille

YR
“;5) :fr,% + 1, 1 + fr_,,.(++—3;5)+so-4+s&-4
amibdl
ro"—% iu,z_;_-i_ ill.:——ci—g-s
So:'sjst 111.=—3—326 ill-=-%279

Ujabb harom egyenlet adsdik f£3 Df, £) D°f ill. £} D’f
egylutthatéinak egyeztetése révén:

(1+3)* g 4 i 3
C =’r4-~3-€—+'fz~’z'+’f3-?(1+—q’5)+$,_'{ﬁ-
t sttt (14 28)
207 I 22 2,3 I
3 3
+’Co(1'7;*to,z'1+)Co,3'(“‘1;5)
(1+3)* ¢ + 4 R P B P R
2 9 1" TN TR e ¢ 2
9 1 4 3 2
et +t2‘2~7+{'2‘3~7(1+:5)




g9 1 3 2
i 1 8 %2 4
o5 =T g (g deg Sas g
9 4 1 3 3
+JC2.*‘T2_§ +t2‘1 g ++'2'|3’ E('H”:-S) *
g 1 1 2 3
Fron g ttoa g ttoag (1458)]
amibdl
b o o DRXE 111, = - 48639 TC
0,1 180 3200 2
b .= 3319 111, = Se? VT 2950
Gy ¥20 1920 s
128 8 424
t . et ille = —m— ille = -
052~ age 23S 52¢

Ujabb egyenlet adédik f:’ch]’:Df egylutthatél egyeztetése so=
réans

120

d
e LT R EAP PR (IS EN E M N

+(8 351—2 5)]1-42-2— % .-i+{

04" 129 &

N[.a.

1 3 3
rtoa (e 3N by (Fy oy M (1 +3) +45

L1123 +33(+28) T v vy - 3 )

_ 2614 . L w29 10403

ille = — ——

Y3 =7 5340 Le = 23040 360
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Ujabb két egyenletet szolgaltat f;ca Df ill. fia Pt egyitt-
hatéinak egyeztetése:

1+3)* 1 c ¢
~(——2—l-+—-—=’f4-¢+'rl'—6‘+'f3 <—G—+ é.‘\“s‘z‘éz-)fb

9 1 3 =
v gy mr Shey -5 & T I )

1
2° 2 1

o B el e

3
+V3%1-\)1'—q_"\-va ")
(1+5 : T £S5 1 i_ s 3% 3
— ¢ + R 851&6#5)1\5&-@#
1 '5
+t01¢*£oz'§' 03(6 g d )+
+tl-{ ¢ +t22 C "'tz‘3 54’_5 )“'
g | 1
+33—§-+U1-§+Vl-}—)
amibdl
$13893 iy 28390991 _— ggIs&r
1 * 204160 *"rerico " Tigoo
V5 - 1336 ill. = — 8163 ill. = 2;———*‘(30‘3@
10S

kg -
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Végiil £)° Df egyiitthatéibsl

—(jT;()ﬁsz T, ¢ + 5 ';Tr*‘S'(ﬁ+%5*%)* 32'2;‘ +
+t,, ¢ +Jfo,z'jc,' ¥ io(s'(%*'%a'*'?%gl)*
+t, - ¢ +t2‘7_~%+ ’cz‘s-(% +—§-5+3% 3%) +
+u,.§_- ¥ UL-% +v3%_+ w . %_ )
amibél

w

és igy formulaink:
lépéstartas esetén

ko = 30340 h{, -25Ch{, —~2 34024034 h fo -
~0¥SSSSSSSh Dfo+S5,0H Df, —182055€S h‘ﬂ('o (§,~{o)
+12 34305k [ x o (f,- £, )r0k0630I WL, (£~ (30)
~£0)-4¥0SSSS L' o (fi-fo)+42421666 W, (F2-fo)+
+ 254203241 £ o(§, ~fo)- 18433095 & DR O TP

— 0306592 hll‘:'x.z'( £ ‘£°))'
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lépésfelezés esetén

k, =015625h o + 3,20 ~18562Sh{, - 000333}S
h*Dfo + 0590625 h Df, ~6,30563u W'y o (£~ o)+ kS192708
W £ 0 (£2- Fo)+ OMraShS KLy o (f3- o)+ 42563k WLy,
(£, -96) = 33192308 W f', 5 (§, - £o) + 2284k OSuh®

P o(fi-Fo)-18552232 W ) o (f,-fo) +

+ 019223090 £ 2, (£,-{o);

(35)

lépésduplikaléas esetén

kg = - 35,28898 b o + $4,2898%hfy ~S42 g, -

- 20,96666 ¥ Dfo + QLW Df: -18}30&.;@#\6‘&0({: A
+#2,333330 [0 (£2-Fo)- 0,80130UY K {'xo (3 - £0)

“2H R (F- £)# 2033 n*f k2 (£, -Fo )¢ Sus 3260 128
R0 (£,— fo) - 38%3466 h*f'x o (§,-F0) -
~28063833 WP, (£, -06).

A fenti formuldk alapjén méArmost a kovetkezSképpen Jér-
hatunk el: a kezddintervallumtdl eltekintve - erre még vissza-
térink - az egyes részintervallumok végpontja és kezddpontja
(i1l. a megeldz8 részintervallum kezdépontja) kozotti fiigg-
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vényértéknovekmények

Ay = x (ki 4n)- x (£
ill.

B = 2 s h) - x(t=3"h)

1
szémAara két-két kozelités 41l rendelkezésiinkre. Akx() -et

ti. az 6todfoku pontossagu k és a negyedfoku pontossagu k
kozelitésben is ismerjik; Ax‘?) =t viszont a (te~J'hjto4h)
intervallumot egy lépésben athidald 6todfokuan pontos ks és
a megeldézd lépésben szémitott otodfoku pontosségu ﬁ; és a

k ©sszege is kozeliti. Kettés ellendrzésnek is alé&vethetjiik
tehdt A xV pontossagat és ennek révén h megvalasztéasat.
Egyrészt | X - k| elég pontosan jellemzi k hibajat és igy
4ltaléban nyugodtan tekinthetjiik elég sokszor differencidl-
haté £ esetén Q hibdja "erds" felsd korlatjénak. Masrészt
a klasszikusan alkalmazott hibabecsldé mbédszer mintidjara a

0, (Jh)® & ke
xg) = -he 4 |2
Oy - (144])%0® + ks

DD D
: . *x
B ES
" ! "

relaciék felhasznalasaval a szokasos médon, Cl' 02 és C3 egy
k6268 C=vel valé helyettesitése révén adédik A x') hibaja-
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nak becslésére a
N A
|k, + k » k_]|

64 24159 44207034159 246"

relacié. Ha tehat A4 x® hibajat a
A 3 2 =VA N
H = max {[k-kl; (6% 155" 20T+ 1597 6.5) Jhr ke

relaciéval becsiiljilk, a szokasos eljarasnal lényegesen bigz-
tosabban becsiiljiik feliilr8l a hibat, megsziintetve a kétszeres
lépéskozzel Jaréd tulmunka jelentds részét is. Hogy a szamitas
ismétlését is lehetdleg elkeriiljiik, h értékét a soronkovet-
kezd lépésben lefelezziik, ha H a megengedett hiba % -8Zere—
se £0lé né, és csak akkor dupldzunk, ha H a megengedett hi-
ba 15%- -ad része alad csokken. Ilymédon a klasszikus médszer-
nél adédé, jelentdés tulmunka nagyrészét megtakaritjuk és 4l-
talaban nagyobb biztonsaggal dolgozhatunk, mint a klasszikus
esetben, Az exakt hibabecslésre egy késébbi dolgozatban még
visszatérink; ez szonban csak elmeleti érdekii kérdés, hiszen
jélismert, hogy a gyakorlatban az igy adédéd bonyolult becslé-
seket nem tudjuk hasznalni.

Ami a kezdd intervallumot érinti, ott csak a megadott
otodfoku pontossagu ﬁ és k eltérésére szoritkozhatunk,
ill. sziikség esetén a féllépéses szamitidsismétléssel ellendriz-
hetjik k pontossagat.
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Megadott formuldink csak minténak szémitanak, hiszen
hasonlé elvek alapjan olelkezd formuladkra téamaszkodé hatod—
heted- stb. fokszamu kozelitéseket is lehet konstrudlni.
Ezekre egy késdébbi munkadban tériink vissza.

A kidolgozott formuldk erejét és a hibabecslés értékét
a 3. tablézat érzékelteti!

4, §. A szingularis helyek kornyezetérél.

Mint a bevezetésben is emlitettiik, a zérushelyek kere-—
sésének differencidlegyenlettel torténd megoldidsa esetén olyan
tipusu szingularis helyek kornyezetében okoz a javasolt mbéd-

szer problémékat, ahol az (1 ) relacié alapjan adéddé
Y

dx |
dt

1%Dror1
x gl

egyenlet jobboldalan Ei__ -nek zérushelye van. Megemlitjiik,

hogy gyakorlatilag mA:;:éen zérushelyek kornyezetében is ko=
moly numerikus problémék meriilnek fel, mert a megfeleld pon-
tossag eléréséhez a szokdsos Runge-Kutta médszer alkalmazésa
esetén tul "finom" 1lépéskozt kell haszndlni. Mindenesetre a

3e Se=ban kimunkdlt formuldk ilyen pontok kornyezetében sok-
kal hatésosabbak mint a Runge-Kutta médszer. Ezt joél érzékel-
teti a 2-3. tédblazat. A szingularis helyek kozvetlen kornyeze-

tében azonban ez a mdédszer se valik be.
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Az alabbiakban ezért feltessziik, hogy az
x = £(t,x)
differencialegyenletet olyan (t ,x ) pont kozelében tekint-
jik, ahol £ viszonylag nagyon nagy, sét esetleg |f| — oo
ha (t,x) —» (to'xb) és amelynek kornyezetében f viszony-
lag gyorsan valtozik. Célszerii ekkor a

& = THp - 86D

egyenletet tekinteni, azaz felcserélni - legaldbb is forméli-
san - a két valtozd szerepét., A két valtozd szerepcseréjét |
azért nevezziik formdlisnak, mert végeredményben A t érté- |
két tekintjiik adottnak és Ax ~k értékét keressiik tovabbra |
is. (Ilymédon - éppen mert a haszndlt Runge-Kutta=tipusu el- 1
jérés magasabb fokszamu - lényegében a Newton-Raphson-féle
eljaras magasabb fokszamu polinommal torténd megvaldsitasénak
megfeleld médszerre jutunk.)

A legegyszeriibb lehetdség marmost az a két valtozd for-
mélis szerepcseréjének megvaltoztatasara, hogy ténylegesen a

& = 7w = 66

egyenletb6l indulunk ki, és eredeti formuladinkat haszniljuk,
figyelembevéve x és t szerepének felcseréldédését (ez |
~ fa 8 |
természetesen azzal jar, ho D helyett a D = — = |

8 Jar, gy J Gx*gat |
operatort hasznélyﬂ¢.Megtartva a k és h Jjelolést, forma- |

lisan a
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hi=gik+ oy Dgjy K2 ...

hE = (B v B qut  Biiq)k + By Dy Lo

h= 2> R hy

formuldkbdél indulunk ki, de nem k, hanem hl értékét vesz-
sziilk fel, ebbdl szémitjuk ki az elsd egyenlet alapjam k
értékét, majd ez utébbi alapjan hJ', h, stb. ill. h érté-
két. (Igy természetesen se h, se k értéke nem irhaté eldre
eld, sét h komplexnek is adbédhat; éppen ezért nem hasznél-
haté a kétlépéses 6todfoku eljaras se, hiszen ott a két lé-
pésbeni k-értékek viszonyédnak is adottnak kellene lennie.
(Megemlitjiik egyébként, hogy ez utébbi probléma athidalhaté,
mert a \9\= l&; valasztassal is élhetiink.) Jéllehet a fen-
ti formularendszer is haszndlhaté elvileg, lényeges hatrany-
nak kell tartani azt a tényt, hogy h nem irhaté eld, ezért
egy mas moédszerrel éliink. A két valtoz6 szerepének formalis
feléserélését nem a differencialegyenlet kozvetlen transzfor-
maciéjaval érjik el, hanem az eredeti formuldk inverziéjaval.
Ekozben fellépnek % derivaltjai, és ezeket helyettesitjiik
g derivaltjaivale.

bEredetileg tie.

’ 3
<y il k(*: ai4h-ta4LhL+a63h-r”. (39)
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alaku formuldkat adtunk meg, ahol az -ek &4llanddkbil és

g i
az fj-k linearis kombindciébdél épiilnek ;el, az ai’z-k ha-
sonldan allandékbébl, ij-k 31l fi,j (sz'fjl)'ek linearis
kombindci6ibdl, stb.

Marmost e formulakban egyfeldl az eredeti x = f£(t,x)
differencialegyeniet helyett a t? = % = gox,t) differen=
cidlegyenlet jobboldalara tamaszkodunk, ami azt jelenti, hogy

a szerepld fj fliggvényértékeket E%— -vel helyettesit jik, to-

J
vabba figyelembevessziik a

R R T I 2 I
D‘CJ:D(‘W)_EH: 9 4fli?x a; g;*"(%xqj

. T\~ 40
*C&s;_)—tql)"[zg‘s De;],‘ b
91,
= Ei-;L'= - (41)
9x gy

relaciékat (ez eddig természetesen gsak formalit atalakitas),
masrészt azomban a k; ='V/i(h) formulakroél attériink az in-
verz h =V :1 (ki) formulékra, éspedig olymédon, hogy utdb-
biak hatvanysorat tekintjiikk, és azt olyan pontossagnil cson-
kitjuk, mint amilyen pontossagu a hasznalt teljes formula. A
(39) alatti formuldk inverz fiiggvényének hatvanysora jbélis-
mert alaku (1. pl. [7] ), éspedig a
beels e "'0([)1 ok."+ o(,")sokizfXt-}:kihfo(l-"kif... (42)

[



- 167 -

kifejezésben (ahol °k1 vagy k-t vagy k’{-ot jeloli)
2

2ai,2 —Qi, 493

_4_ )0(, _____a':)z

ofi = 3 s ol =
L : ty2 : L3 ;
Aagy ) a;,s ) « a;q*
Ui o " 3 2 ) i z
" SaiqQizais— Sai; -ay Q4 raq;, +Ga;,1q;,a,
(L] & i dl I L = 1€ ik
Q1 : Qq
. P = o o B 3 3
Q1498 4301,/ Qg3 -Zfae,ragz Q.3 B s Fai1Q,: U t7ar,1 Q3
a;,9 1,6 ol — (43)

(4

) 2 2 2 4
. . . 3 . -— * o . . . bt z . . .
Qe t8ha 18,2 9.3 42a;2 ~28a,,0,:Q05 -28a,1Q,,: R4 ~Ql1 A6
7
agq

stbe. Ha itt elvégezziik még az f-ek g-kkel torténd helyette-
sitését, akkor - amint ez (39)-bsl jll. (43)-bél leolvashatd -
o fil, ol nem tartalmaz nevezdjében g, tipusu
i,1 $42 i
szorzéfaktort, csak a tovabbi tagoke Célszerii ezért a (41)
alatti osszeget igy alakitani:

9 0. % Gy ; olﬁ",
h=ptiy Gioy Wit pip Kit pis -?‘I_(‘) AL ey g
OL . m
) o .t'm-z s @ n (44)
K gjes

E formulédkban a M I. -k olyan kifejezések, amelyek al-
landékbél, a gj-kbéSl, ng-kbél, gx,j-kbél tevédnek Ossze,
és korldtosak maradnak [f|q)[—>co azaz Gj() —> O esetén is.

Minthogy a harmadik tagtél kezdve a tortek nevezdiben fellép-
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nek a §j;) hatvéanyai, a (44) alatti formuldkat tovabb alakit-
4 - o 2\2 1

Juk: az q—l—.-(‘.) t tartalmezé tagot (h-,u‘,z k; ) a-‘:-;—,_-

egy alkalmas &llandészorosanak levonédséaval tavolitjuk el, a

tovabbi tagokat viszont, amelyek JL .. =nak “r> l-edik hat-

?[G)
vanyait tartalmazzak, a

. o a r 1
(h"/“'t,i 9i¢) k; "/“'i,z “il) OWZ

kifejezés alkalmas (r-tél fiiggd) 4llandéival. Ezen atalakita-
sok elvégzése utan végil is a jobboldalon harom tag Osszege

o 7 o
merad, amelyek k; -et, k;

; =t 1ll. allendét tartalmaznak,

baloldala pedig a

o h —/"[,1 g(a) e e, ~ M O‘(“L
b o (45)
L

valtozé hatvanysora. Minthogy 1 =O(°k;) érvényes (42) sze-
rint, s&t c}{co—,o esetén is érvényes marad, azért ez utdbbit
a haszpalt formula fokszamatdél filiggéen csonkitjuke.

Ami az adédé formulak hasznalhatésagat illeti, azt kell
megjegyezniink, hogy amennyiben a tekintett integréalgdrbe csak
erdsen megkodzelit egy izolalt szinguléris helyet, vagypedig
valamelyik bazispont ilyen, de a tobbi fellépd bazispont eld-
re meghatarozhatéan nem az, akkor hasznalhatjuk az egyszeriibb
(24) - (31) = (33) tipusu formuldkat, csak arra kell vigyaz—
nunk, hogy mindazok a °k. kifejezésekben, amelyekben

i
egyaltalan fellép a szinguléris helyre vonatkozé tag, 8y 1
’
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tartalmazza a megfeleld f-értéket (ez a kf—okat illetbéen au=-
tomatikusan teljesiil, a kiqkben pedig szintén, ha a szingulé=-
ris hely nem a O indexii; hfo-t viszont szabadon csoportosit-
juk az egyes ki-khez). Ha viszont bizonytalan a szingularitas
helye (25) tipusu formuldbél kell kiindulnunk, ahol egy-egy
formuldban csak azonos indexii helyek fordulnak eléd.

Példaként az atalakitas szemléltetésére bemutatjuk a ne-
gyedfoku (24) ill. (25)=-tel kapcsolatosan a szingularis helyek
kOrnyezetében alkalmazandd Atalakitast.

Mindkét formulstipusnéal k, és kf azonos atalakitéasban
vesz részt, mert csak egy indextdél fiiggé (azaz egy meghaté-
rozott helyre vonatkoz$) tagok szerepelnek benne. Ugyanez igaz
a masodik formulatipus k, formuldjara is. Ezeket tehAt azo-
nos médon kezeljiik: kiindulunk a

° . : : ; . eyt
ki=qi.1 ‘(.) h'l’a"z D{‘I(')h + al"s Fx‘“‘) D-F‘(‘)h t
e B B
b Tx ) 0]
kifejezésbél, amelyre az inverziés formuldt alkalmazva, a

h= —-L—~—L°k-*9‘:fi P‘%“‘ﬁ)ol‘iz*
A {_“-(;) : Qi A

2 2
- ( laa (D{I,‘(.‘)) o g f"‘:l'(-') Df ) )"L(,3+

L
a‘.:‘; fjr(f) ai:'1 \C"f (v)
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i & =
+<Sci,z a3 -rx,‘(i)(bﬂ(i))_ ba3£,z (Dﬂ'(f')) a,t,f,(,) Df{(c ) i &
3 Gk 7 (
Qi F?C") Qi f(m u f\ ()

" 0 g€ L X2 L z
+ (‘“fCl.',z (D-f § (()) ' ai,z Qg ‘px‘ L}(i)(b{-‘] (l’))* 304,3 {X.; (()?(D({({))_
s @ v
T P F S T A

z ¢ ., : 3
_ 2aie ais fx.Jcc)(Dmu))oL(,‘ ey
8

T ~f
e £700

relaci6 adoédik. Elvégezve most a (40) - (41) alatti transz-
formacidkat, a

5 . o(( ou_\
he &¢ 49 (‘L“‘cz c*"‘u‘é‘l“*& qi

Wr*
+Oé({§'_+‘

relaciéra jutunk, ahol

1 . Qe B
d.= -CT:, ) 06('1 = 4 .l DQ‘Q) )

o g

Cli t Busad 1 LT ~ ST
ol; =Za,‘ (Dc“(.)) ai.’h 9 x, 4 () Dc“(t))
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a, a‘s
olil“ ==S X Cj X.‘(l)(bg‘(‘)) 2 ~T (D%[(‘)) a: (31(‘(:

q 3

Dg;@) Lig :41, (b‘}w) *G—"&T‘""J"ua)(b‘h"’) fiz i)
Qg

x - 5 ~ 3
(Dqjw) - 24(#‘3%.;0 (Oqic) ) ste.

Mérmost (46) alapjan

1 dis hoeobiz” g * )" 0
fy = ———“’< : )’”‘HCM

2 olil-t ""L‘q i
o 7 OVLB oki" ;.. §
tokpy lg- 4 oyy— +oé£‘k——_-2+oéc-‘{.£.¢?+
i 11 b
: 2 & O . 3
_od cLipoois = i3 °u-‘—0<. i
Z OéL‘H S d’i‘l‘ (9 \.\’5 %s'
3
oLipt 2otiaalizolis @ Wi B "
‘2
2y Ly 95
M <
- 1 0611 3 \° T
3 a(,ah Cﬂ;‘f&HC‘h (AJ((D(’LL OCU‘> [(.L 5
3 ]
0(«4.“10(/“(1 ~olid =264 3L s okihhf
2o ot g
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Igy
pod 4 ( h —oin® l«a‘)‘__
- wil“‘(“ OL{;
¢ 3 ) g - S T zf‘*'?)
dl"-‘ OéL“‘n ‘&(‘13 ‘Zdt'lfdl;%d[‘((h—oc t, 4 qs L(('d((t (,(,\ \ o((.L
. L
2 i o (3 T o T /
z
a( ;104(:,'1-06[‘3 o ‘z
%o‘n l.'Sql-y-aCLn%‘ki' oLL", ((L
&
ahol a baloldalon a pontozott rész a L= n-ai1 U -Lia Yt

o
L( E A
valtoz6 magasabb hatvanyait jeloli, amelyek a negyedfoku pon-

tossag miatt elhagyhaték.
Attérink most a (24) formula k,~-t megad6 tagjanak atala-
kitasa Am iben itt ootz hy xe Kk,
itasara. ennyiben a 1 ° T Ny XK K,
hely a szingularis - vagy kozel szinguléaris - hely (ez a ke-

vésbé valészinii), akkor az inverzié révén eléallé formuléban,

h"'t‘ [48{‘D¥*1‘FX° )]l‘

*2[“8-‘: D¥o ;rwcxo<1 j)] \(13*'

=ban kozvetlenil elvégezhetjik a g = -]f? transzformacidt.

Igy e
I
19 X\O 94 .
h=qg, W, + —jﬁ _ 4 ] »
adédik, ami kozvetlenlil hasznalhaté k2 megallapitasara.

Ha viszont (és ez az altalanosabb), a t,9X, hely szinguléris -
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vagy ez is, a tl,xl hely is kozel szingularis, akkor kl-et
és ko=t at kell alakitani, pl. olymédon, hogy k, =ben h.fo
helyett csak _ ple. - —g—hg,o-t vesziink figyelembe (azaz ekkor

14
(%)-ba:: &1 = {-I),G k,=ben pedig g hf -t (fenn kell 4llnia
y 1
- N I —— _-h = relaciénak).
e 2} It T hfo+ 7 e

-

" (3 fane G ok +%f'x.o<£-£o>>hz

4 f{%b&o*’:—r‘c‘x‘o({‘—SO)

h= %{’o"{‘ Vz_._ (2494‘?‘)3

(Dset Ehxo (it 3 (75 Of * 5o (6 - (o)’ e
(3 4=+ £4)° Z (3 for {0’

i (_ﬁ,b&o-\- ,ffxo(lh {o))
(-' {o#g )3 Vi

: ¥

g2

-

Elvégezve a megfeleld atalakitast:

k,* g, s
h = oéz‘, %o"(L ¥ olay l'(zl"' &23 —= '4'&2.‘1 — fdzsk}z‘f S

e Qo qe
ahol
1 y 1 ;
A -
q°(8§o+ 9‘) K] +‘a.
i Tg-bqo+-—q;<o-(ﬂf--‘\> Q
21 ' =

34 e
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Itt most mar ugyanazokat az Atalakitasokat végezhetjik el,
mint a fentiekben, és itt is a (47) alatti képlethez jutunk
el. ' |

Az elézéekben megadott formuldk pontosabb hibabecslésé-
re egy késébbi munkdban visszatériink. Az aldbbiakban csak nagy-
sadgrendi becslést adunk és ennek alppjan a gyakorlati hibabecs-
1lés mbédjat ismertetjiik. Tegyiik fel ei6szb’r, hogy a (39) = (44)
alatti formulakat nem szingularis hely kornyezetében alkalmaz-
zuk. Ekkor h és k azonos nagysagrendiiek, azaz K = @(h)
és h=0(k)is érvényes. Ilyen feltételek esetén az inverziés
formuldk alapjan addédé teljes végtelen sorokat figyelembevé-
ve k resp. k hibaja O’(“:) rerr O(h®) nagysagrendii. Ha
tehdt az inverzidés formuldkat ugy csonkitjuk, hogy az otodfo-
kundl magasabb fokszamu tagokat nem vessziik figyelembe, ezzel
k ill. k egyes Osszetevdiben, és igy xragaban /l;—ban ill.
k=ban is 00’\“5“- O'<V°) nagysagu hibat hozunk létre és ez
k és h azonos nagysagrendje miatt 0" (W®) -nal is mérhets
- azaz a8 csonkitads az eljarashibaval azonos nagysagrendii hibat
hoz csak létre. Attérve marmost arra az alakra, amelyben %
hatvanyait kikiisz6bsltiik, itt( h ~;,qi0) "l ~di ® ;)= OCL;*)
érvényes, ezt tovabba a k =O'(h) es hW=G (k) relaciét is figye=
lembevéve, [ ;:-‘-% (h=o i giw i~ k) O (W) =O (°L<;2\
érvényes. Ezért a ki =k és ezeken keresztil a k 1ille k
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értékek megallapitésaban is biztositandé az C?’(“G) hibakorlat,
ezt a sort ’t3.°b<;1 -en, azaz T harmadik hatvdnyan tul kell
csonkitanunk. Ehhez azonban az invertalt sorban még a hatodik
hatvany egylitthatéjat is figyelembe kell venniink - ahogy ezt az
(50) alatti formuldbdl lathatjuke.

Attériink most a szingularis pontok kdrnyezetére. Ha a (to,xo)
gsnt szingularis, azaz g(to,xo) = 0, de /4,2 £ 0 (azaz
Dg, # 0), akkor - amint azt (48)-b6l leolvashatjuk - k = O (\V'h)
113 B o= FK®) érvényes. (Ha a tekintett hely kozel szingularis,
akkor k = O (h) és k = O(h) koéz6tti nagysigrendrsl van szé.)

Mindenesetre ekkor egyrészt az (50) alatti formulakban h
LI hibaja CT(k6) nagysagrendii, azaz O (1) hibaval szé-
molhatunk. Ugyanakkor

h =i Qiay Wi— £ip 2l - O (k3 =0 (h %)

is érveényes.

Ha tehéat a il harmadik hatvanya utan csonkitjuk a sort,
a ky-k és igy k 1ill. ﬁ csonkitas kovetkeztében fellépd hiba-
ja G’(h5) nagysagu, ugyanakkora, mint az eljarashiba. Ezért
k és ﬁ kiilonbségét most is jellemzdnek tarthatjuk ﬁ hibaja-
ra. Mindossze, annyi az eltérés, hogy h felezése esetén a hiba
dltalaban nem %E -részére csokken, hanem kisebb aranyban, eset-

1

leg csak B -ara. (A fenti nagysagrendi becslések természetesen

csak akkor érvényesek, ha
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ot <h«¢lzL4L ) 3 4 Aigois ot

— { —df'
2 06L10(/¢)41 2 o ¢ a 4 i)

; : ol
it iy —& (3 2z
ol ¢4

{'\
hatszor folytonosan differencialhat$ filiggvénye marad a L argumen—

tumnak a g —» 0, és OL(‘,Z —>o/# O feltétel mellett. Ennek i-
gazolésérg pontosabb hibabecslés kapcséan egy késébbi dolgozatban
visszatérink.)

(52) aslatti formulaink szinguléaris hely kornyezetébeni al=
kalmazhatésagat egyébként az 5. tablazat érzékelteti.

Arra a kérdésre kell még valaszt adni, hogy a direkt (31) -
(36)'alatti formulak helyett mikor célszerii attérni az indirekt
(51) - (52) alatti formuldkra (utébbindl egyrészt sokkal bonyo-
lultabb az egyiitthaték szamitasa, masrészt a ky =k meghataro-
zdsdhoz egy-egy bonyolult egyenletet kell megoldani). A 4 és 5
tablazatokbél kiolvashatd, hogy mennél nagyobb f értéke, annal
inkabb elényds a (31) - (36) alatti formuldk hasznalata a Runge-
Kutta=tipusuakkal &sszehasonlitva. Az indirekt (51) - (52) alat-
ti formulékra viszont (figyelembevéve az ezekkel kapcsolatban je-
lentkez8 nagymértékii szamitastechnikai nehézségeket) a tapaszta-
lat szerint csak akkor érdekes attérni, ha h nagysagrendje meg-
kézeliti az egy integraciés részintervallumra engedélyezhetd hi-
bakorlatot,
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%. § Operadtoregyenletek megolddsa szakaszonkénti

perbutaciévale

Legyen £ olyan Fréchet-értelemben folytonosam differen-
cidlhaté fiiggvény, amely az E linedris normalt teret az El
linedris normdlt térbe képezi le, és tekintsiikk az

£(x) =0
egyenletet, ahol x€EE a keresett megoldds, O pedig az E;
tér zéruseleme, Legyen tovabbad g(x) egy masik, ugyancsak foly-
tonosan differencialhaté, E=t El-be leképezd fiiggvény, amelynek
ismerjik egy xbe E "zérushelyét", azaz amelyre

glx,) =0

teljesiil (és amely lehetdleg "nem nagyon tér el" £-t6l),
Tekintsiik most a vdlés (vagy komplex) t paramétertél fiig-
g6
h(x,t) = g(x) + t [2(x) - g(x)]

fliiggvényt, amely El linearitasa miatt\ugyancsak E-t El-be
képezi le. h-nsk a t = O paraméterértékhez tartozé "metszeté-
nek", g(x)-nek ekkor ismerjiik egy "zérushelyét', ti. az x. ¥
elemet. A keresett megoldas pedig éppen a t = 1 paraméterértvék-
hez tartozé "metszet" zérushelye.

Amennyiben marmost a h(x,0) metszet Fréchet-differenciéle-
hanyadosa (amely feltevéseink szerint létezik és folytonos x=ben)
nem egyenld ® -val, az X, helyen (® itt az (E —> E;) lineé-
ris normalt tér zéruseleme), akkor létezik a t = O hely kér-
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nyezetében egy folytonos és folytonosan differencidlhaté x(t)
figgvény, amely kielégiti a h(x(t),t) = O azonossagot, tovabba

az

x(4)=(q +t (4 ‘—%')-_[_1({:(1)— ca(x)) =Y (x,t)

differencialegyenletet. A megoldéds megkereséséhez tehadt ezt a
differencidlegyenletet kell integralnunk az x(o) = x, kezdeti
feltétellel t = l-ig. Tegyiik fel a tovAbbiakban, hogy a ¥ (x,t)
fiiggvény, amely tehdt az Eyx K teret (K a komplex széamok tes-
tét jeldli) képezi le E-be, elég sokszor folytonosan differen-
cialhaté fiiggvénye a tekintett tartoményban mindkét argumentuma-
nak. A kozvetett fiiggvények joélismert differencidlasi szabdlya
alapjan ekkor azonnal belathatéan x(t) is elég sokszor folyto-
nosan differencialhaté és derivaltjai az alabbi alakban 4llitha-

ték eld (@] ple 111l. (B] ):
d s o . Y QY 9'\4'
an Rl G bR BTt e "V )
(54)

v 0V
hol — ¢ x,t)e E , tovabba — E
shol = s Pelxt) ova gx€<E-—9 ).
)
Formdlisan tehat a D operatort a(g;t /3()& ’V) formu-
laval értelmezve, és DY -n az (54) alatti, ill. altaléban
DY -n a

QU 24
By =l & (55)
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kifejezést értve (ahol Y is E x K-t képezi le folytonosan diffe-

rencidlhatbéan E=be), mindenesetre

¥(t) = DA ill. altaldban (%) = DY (%) (56)
érvényes.

AD? operatort most is teljes indukciéval értelmezziik, a

i+l o 9 N ANy | (53)
Dt 9 x

formula alapjans. Ilymédon a 2.S.-ban mar megismert médszerek alap-

jan, teljes indukciéval azonnal belathaty, hogy gz ott szerepld

valamennyi Dere vonatkoz$ relacidé - a tényezbk sorrendjének ér-

telemszeri figyelembevételével ill. betartasaval = most is érvé-

nyes marad. Ezért - betartva a most lényeges tényezb-sorrendet -

formalisan A x most is ugyanugy allithaté el8 A+ polinomja-

ként, mint a skalaris esetben. Hasonlékép - felhasznédlva ismét

a kozvetett fliggvények differencidlasi szabalyait

W (s +at)x+8tYiO)LL DY (tothj Xo + WY + @)

stb. is ugyanolyan alsku A -t-polinommal irhaté fel, mint skalar-
valtozék esetén. Kovetkezéskép a klasszikus Runge-Kutta formula
is, az altalunk megadott médositott formuldk is haszndlhatdak
ebben az esetben is. Példaként egyrészt a matrixok sajatérték-
problémajanak a fenti mbédon torténd megoldasat, masrészt egy
peremértékfeladat megoldasat, végil egy optimalis vezérlési fel-
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adat kozelitd megoldasat mutatjuk be a kovetkezd - zard = parag-
rafusokban.

Befejezésii} még azt a kérdést érintjiik, hogy a szinguléris
pontok kornyezetében hogyan hasznédlhastjuk a 3. §-ban ismertetett
formulédkat. A kOzvetlen hasznalat mir csak azért sem johet s8zb6-
ba, mert Y -nek &ltaldban nem létezik a reciproka. Ezért a prob-
lémat ugy keriljiik meg, hogy bevezetiink egy segédvaltozét, amely

nintegy "felveszi" a szingularitast, éspedig az
x = V¥ (x,t)

differencialegyenlettel kapcsolatban példaul a
G
4L ¥l = (x,E,t)

differencidlegyenlet révén. Az eredeti egyenletet viszont a
d x 1

da " VI
alakba irjuke Ekkor«?‘ reciproka létezik, és igy a 4 t-hez

tartoz6 A G ~t a (51)=-ben megadott médon szamithatjuk, mig a
AG ~hoz tartozé A x-et a (31) tormula alapjan a szokasos médon,
minthosy itt @ jobboldsl normaja biztosan korlatos marad a te-
kintett pont kornyezetében.

Az igy alkalmazotti kiilonbozé tirusu Runge-Kutta formulék
rontos hibabecslésére a hibabecsléssel foglalkozd késébbi mun-
kédnkban visszatérink. Mindenesetre elég sokszor folytonosan dif-
ferencidlhats W fliggvény esetén itt is igaz az, hogy az egy

lépésre vonatkoz$ hiba. regularis pont kornyezetében h eggyel
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magasabb hatvanyaval arédnyos, mint az alkslmazott formula fok-
széma. A kiilonbozd tipusok (kiilonbozd fokszémok vagy lépéskiz—
felezések) soran adédé kozelitések tavolsagat az E-tér metriké-
Jéban kell mérniink, és ilyen feltételek mellett ez éppugy Jellem-
zi a kozelitd és a pontos novekmény ugysnezen metrikaban mért
eltérését, mint skalar valtozék esetén.

6+§. Harom példa.

Tekintsik eldszor az aléabbi altalénositott sajatértékfel-
adatot:

2 5 SR T
& 4 by Al B B ¥l 'yl
-2 = 3 &

amelynek egyik sajatvektora kozelitden az

0,3
y=|-0,9 vektor, a hozzatartozé sajatérték pedig kbze=
1

litéen a A = 2 érték. Mindenekeldtt ugy alakitjuk 4t az ere~—
deti sajatértékprobléméat, hogy €z egy alkalmas normalt téren
értelmezett fiiggvény zérushelye megkeresésévé valjédk. E célbdl
a sajatértékproblémat kiegészitjilkk egy normalasi feltétellel,
amit a (3(¥) =1 = O alakba irunk; ugyanakkor az ismeretlen
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vektort egy negyedik dimenziéval is kiegészitjiikk és negyedik ren-
dezdként épp a sajatértéket valasztjuk; az (-\i—) vektort U -val
Jeldljiike A megoldandd egyenlet igy

19 =0
alakba irhaté, ahol a T operator jelentése:

T (u) =<§3 "\g‘é)

G o =1
Az (%) vektort pl. az “ (—;‘)“ = max(lgll, |)\|) médon értel-

mezhetjiik, a vektorok ill. matrixok normadjat pedig pl. legnagyobb
abszolut értéki elemiikkel, ill. abszolut sordsszegiikkel mérhetjiike.
A G npormdlé operator lehet pl. /ez a legegyszeriibb/ valamelyik
rendezdt /pl. a harmadik rendezdt/ kivélaszté operator.

Ekkor elsé feladatunk egy olyan w operator kivé.lasztisa,
amely T-hez lehetdleg kozel all, és amelynek a megadott (.ti_)
elem valéban zérushelye.

Ilyent egyszerii szémolassal, pl.: a
Ay~X8B
lw) :--(""j "“‘5')
Gy —1

alakban felirhatunk, ahol 1=31 csak az utolsé oszlop vektoraban

kiilonbézik B-tdl. Egyszeri sz&molas mutatja, hogy
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-2 1 =0,15
> 2  =0,65
== D 5,8

megfelels

Eszerint perturbalt egyenletiink

alakue.
Mérmost a \i(g) ill. @ (u) Frechet-derivaltja /le. ple[ 7/
- az (%) helyen a

-A

TN
ner

¢ By 0 - A (8-84) -y(8-84)

. a

¢y 0 Q* o

matrix, ahol g a harmadik egységvektor. Részletesen tehét

¢ = g2 - [WHt@] @ (w)-
(242N {-A  -3+04SA—04SAt 2y,-y.+04sy -OfSty,
-{1-8A Lk-2X  2+06SA-03S+ ) —Sq1-231*0‘6593+0}§4~15
-2 +3) -3 14382-02 2t 3y4- 3y 33y3-02 tys
0 0 3 0 1

Cu,‘

i




- 184 =

Ezt a differencidlegyenletet kell a t=0-hoz tartozé
0,3

u(o) = 0,9 kezdeti feltétellel +t = l-ig integralni.
X
2

Az integrédlésndl a Runge-Kutta mbdszert valasztva és egy lépéssel
dthidalva a 0,1 intervallumot, k,-re, k,-re, _1_(_3—1‘8, X, ~re,
végiil k-ra ille u(l)-re az alabbi értékek adédnak:

0,059363954 ¢ « » 0,0590467704 « »
=0,02544172 ¢« « =0,4026122604 ¢«
k) = 0 P 0 ;
=0 , 049469964+ « « =0,04890232...
0,0590428864 .« 0,0587202354 « »
-0,02612743 .. -0,02681792. ..
E} = 0 H EL}. = 0 ;
-0,04888950. . . ~0,04850276 4«
0,059045917 ¢« 04359043917«
~0,02612661 4.+ ~0,92612661 ¢4
k = 0 s u(l)= ;S

=0,04889272¢ .0 1,95110728...
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A sajatérték, ill. a megfelelden normalt sajatvektor pontos ér-
téke:

043589609 .
A = 1,9513668¢.. ille y = | =0,9261842...
1
Masodik példaként tekintsiik az

T
i

W —3

3

(44

= x~1j w(o)= u(4)=0
ek e
peremértékfeladatot. Ennek egy "kozelitd" megoldasa az u = O
fiiggvény, amely pl. az

u" =0
"differencidlegyenletet" elégiti ki. A Banach-tér, amelyet te-
kintiink, legyen a [O,l] intervallumon kétszer folytonosan dif-
ferencidlhaté és a V(o) =u(l) = 0 mellékfeltételt kielégitd
fiiggvények B tere, és legyen pl.

lwl = § (u™+ u) ol

o

Igy a perturbalt probléma

s |
Flu(x;t)t] = u+l:[u'+—;—52:—:; —x+4-u"]:0.
2 3

o [x
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A horméarendelt differencialegyenlet tehat

u (x3t) = - F)u.-i (FL‘)

alaku. Itt

Fl_ U}

A — 59_.!{‘35 X +1

6 2 3
és
°>F F F AL
F) u'——”’l)'u‘fg—— U'+,-A——4J"=\T'+Z{: 7t T x v
&L 3

Ha tehat

akkor ez azt jelenti, hogy egyrészt w € B, masrészt W kielégi=-

ti a
Al
" w
’\D"'ths " w:"";r——zf"‘;*'x—"
6 2 3 & 2 3

linearis differencialegyenletet.

Minthogy ennek - a peremfeltételeket is kielégitd - megolda-
sa elég sok szémitassal jar, megelégsziink azzal, hogy egy lépés-
ben hidaljuk at a O = t = 1 intervallumot, sét itt is az Euler-

Canchy formulat /masodrendii Runge-Kutta formula/ hasznaljuk. Igy
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3
1 1 © x' x
Ennek alapjén kz=-l w,) ‘L,_-=7)' U-z=—£w4=;z"l‘—+-é-
azaz
% .4 1()(3 x> ¥ PR |
wt g L w =-———-—+—) a2 M
z Y3 “ ¥ ¢ 2 3+X12H+9*{z4
és igy
e NF \Z 3 4 1?3
=0, St 2= w40, con == X X oW o
BhEC, 5 2 5 PR R K-S,
azaz waeB miatt
NZ A 2y . \2
szw=3m—x-( - -—) L g
(x) 2 Z 3m“%+3u43L " = x

S PN _‘!_7.+i?_' =
12)(4-,')( GX.’)

w 5 pontossagara “ w, "“h“ alapjéan kovetkeztethetiihk.

Harmadikként tekintsiik az optimalis vezérlési problémékat.
Az ilyen tipusu feladatok altaléanos sémaja: Legyenek Ey» E,, E5’
Eq_ linearis szupermetrikus terek, F (ul’“2) legyen értelmezve
az E; x E, téren és azt képezze le Ez-ba, G(ul,uz) pedig a
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valés szémok V terébe, végil H (u3,u4) legyen egy bilineéaris
funkcionadl az E3 x B, téren. Ekkor — amint azt konnyen be le-
het latni - a

G (ul,u2) = extr., F (ul,ua) =0

feltételes szélslértékproblémanak as ul,o’ u, , helyen lekalis
]

szélsbértéke van, ha e pontban és annak koérnyezetében F és G

differencidlhaték és talalhaté olyan

u€ E, £ 0, hogy
grad [G+H(F ,u4)] = 0
teljesil ( u, itt a Lagrange-féle multiplikdtor altalanosité-
sa). Ha tehdt valamilyen Gl’ Fl fiiggvénypar mellett meg tud-

Juk oldeni az extrémumfeladatot, és G; nem nagyon "tér el
G=-t41, Fl pedig F-t8l és ismeretes az ezen megoldashoz tartozé

u’:’o érték is, akkor
U, (¢)

a _\_J'(*) T U (#) fliggvényt ugy kell megallapitani,
Uy (t)

hogy o (o) az ismert extremumn-megoldas legyen, és v (t) ki=-
elégitse &

grad [ G, (s, @), uy(#)) + {6 (w (&) u, &) -C4<u,(’c),u3(.*))} v
+H (R (006 @)t {F (0, (0,0 0)-F, (9, 6D} )] 0
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e et [ G+t (6-G) 4 H(F+t(F-F,) uy)] -0

differencidlegyenletet.

Ez utédbbl megoldasa a mar bemutatott médon megye.

Befejezésilil megemlitjik azt is, hogy az itt bemutatott ot-
letek, amelyeket a Runge-Kutta mbédszer javitasara haszniltunk
fel, az f£; 1ill. Df értékek szerepeltetése nélkiil is alkalmaz—
hatéake Igy ple harompontos, Otdédrendii Runge-Kutta formuldt le-
het ugy konstrualni, hogy a megeldzd lépés novekményeit még a
kovetkezd lépésben is felhasznaljuk. Hasonléképp h-ban mAsod-
foku novekményeket lehet ugy konstrualni, hogy a h:f.'i alaku ta-
gok mellett h?(fj-fi) alaku tagokat is szerepeltetiink, stb.
Ezekre szintén visszatériink egy tovabbi cikkbenlx
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Zusanmenfassunﬁz

- — " S ——_—— ——_— i —_———_—— - -
- P e -

Eine allgemeine Methode fiir Losung von Gleichungen in
allgemeinen Réumen wird hier angegeben, welche mit Hilfe
eines Hilfsparameters die Grundgedanke des Newton-Kaphson-
schen Verfahrens verallgemeinert und dementsprechend die

Runge-~Kutta Methode erweitert.
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