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E g y en le tek  m egoldása s z a k a sz o n k é n ti p e r tu rb á c ió v a l«

k re y  Tamás 

1 . § . B evezetés*

A N ew ton-R aphson-féle  u n . é r in tő m ó d s z e r t  i l l *  különböző 

v á l t o z a t a i t  ú ja b b an  egyre gyakrabban a lk a lm azzák  nemcsak eg y en le 

te k  gyökeinek , hanem á l t a l á n o s  o p e rá to re g y e n le te k  m ego ldásainak  

num erikus m e g h a tá ro zásá ra  ( 1 .  p l .  [ l]  ) .  A f in o m í to t t  e l j á r á s o k  

á l ta lá b a n  ig en  g y o rsan  k o n v erg á ln ak  -  ha e lé g  jó  k ö z e l í t é s b ő l  

tudunk  e l i n d u l n i .  A g y a k o r la t i  f e la d a to k n á l  azonban éppen ez u tó b 

b i  j e l e n t i  a le g sú ly o sa b b  p ro b lé m á t. J ó l is m e r te k  p l .  az a lg e b r a i  

e g y e n le te k n é l a Newton-módszer a lk a lm azása  so rán  f e l l é p ő  j e l e n s é 

gek (1 . p l .  [2 ]  ) .  Ez az oka annak, hogy az eg y en le te k  z é ru sh e -  

ly e in e k  num erikus m eg h atáro zásá ra  még o ly a n , l á t s z ó la g  so k k a l mun

ka igényesebb  m ódszereke t i s  igénybe v e t t e k ,  m int p l .  d i f f e r e n c i á l 

e g y en le te k  num erikus in te g r á lá s a  (1 . p l .  [3 ] ) .  Az a la p g o n d o la t:  

az y = f ( x )  k a p c s o la t  m inden o ly an  sza k a sz o n , ah o l f  m onoton, 

egyérte lm űen  m eghatározza  az in v erz  x = g (y ) k a p c s o la to t  i s ;  em el

l e t t  i t t  g d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  ha f  i s  i ly e n ,  és ek k o r

o ly an  k ö z e l í t é s e ,  am elyeket f  egy monoton szak asza  k ö t ö s sz e , 

é s  f  i t t  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  továbbá y = f ( x ) ,  akko r xQ k i s z á -

é rv é n y e s . Ha t e h á t  x a k e r e s e t t  xQ z é ru sh e ly  egy

dx __1 ; x  = x ; y = yA A

dy 7 4 7 )

m ith a tó  a
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k e z d e t i - é r t é k  problém a y  = 0 - ig  tö r t é n ő  num erikus i n t e g r á l á s á v a l .  

S a jn o s , a lg e b r a i  e g y e n le te k n é l -  k ü lö n ö sen  ha valam ennyi z é r u s -  

h e ly re  szükség  van -  még az a követelm ény  se b i z t o s í t h a t ó ,  hogy 

x^ é s  xQ ^ minden i - r e  egy-egy  közös monoton s z a k a sz ra  e s s é k .

E z é r t  a f e n t i  e la p g o n d o la to t az a lá b b i  módon p ró b á ltu k  t o 

v á b b f e j le s z te n i :  a m egoldandó e g y e n le te t ,  i l l .  r e n d s z e r t  egy t  

p a ra m é te r  függvényévé te s s z ü k , é sp e d ig  olymódon, hogy t  egy 

r ö g z í t e t t  é r té k é n é l ,  t  = t Q- n á l  le g y e n  ism e rt a v á l a s z t o t t  a la k ,  

4f ( x , t )  valam ennyi m ego ldása , t  egy  m ásik r ö g z í t e t t  é r té k é n é l  

v i s z o n t ,  p l .  t= t^ - n é l  vf) ( x , t )  éppen a megoldandó e g y e n le t te l  

leg y en  azo n o s , azaz le g y e n

4*(x , t ^ )  = f ( x ) ,

továbbá  a

f ( x , t 0 ) = 0

e g y e n le t  m ego ldása i leg y en ek  Xq ^,X q 2 , . . . , X q n* ЕЕЕог “  amennyi

ben m in d en ü tt d i f f e r e n c i á lh a t ó ,  a

f ( x ( t ) , t j  = 0

a zo n o sság o t k i e l é g í tő  x ( t )  függvények a

S f  3 f  d x  -  n

0  t  0  x d t
( 1 )

d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m eg o ld á sa i; ha t e h á t  e z t  a t  = t Q; x в x^ 

k e z d e t i  f e l t é t e l  m e l le t t  num erikusán  in te g r á l ju k  t  = t ^ - i g ,  akkor 

x ( t^ )= x Q ^ é rv én y es  l e s z .  A f  függvény m eg fe le lő  m eg v á la sz tá sa
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0  Фb i z t o s í t j a ,  hogy ( 1 ) num erikus in te g r á lá s a  so rá n  a — -  = 0  f e l -
0  X

t é t e l t  k i e l é g í t ő  h e ly e k e t e lk e r ü lh e s s ü k .

G y a k o r la t i la g ,  a lg e b r a i  e g y e n le te k  m egoldása so rá n  e z t  a 

következőkép p ró b á ltu k  b i z t o s í t a n i :  a m egoldandó P ^ tz )  = 0  egyen

l e t  z é ru sh e ly e in e k  v isz o n y la g  durva k ö z e l í t é s e ib ő l  m e g k o n s tru á l-  

tű k  a C ^fz) = » (z -z ^ )  p o lin o m o t, i l l .  az K ^ ^ z )  = Pß (z )  “

-  (^ ( z )  k ü lö n b s é g e t .  E zekből k o n s t ru á l ju k  a

^ ( z . t )  = Од(г) + Ькп -1 и ;  + V ( t )  [  ^ ( z )  + Rß - 1 ( z ) J  ,

függvényt ;

Y ( t )  i t t  t e t s z ő l e g e s ,  ö ts z ö r  fo ly to n o sa n  d i f f e r e n c i á lh a t ó ,  a 

^ ( 0 ) s sV ( l)  = 0  f e l t é t e l t  k i e l é g í t ő  függvény , am elyet az in 

te g rá c ió  s o rá n  szak aszo n k én t k o n s tru á l tu n k  t (T )  p o lin o m ja ib ó l 

dinam ikus p ro g ram o zássa l olymódon, hogy | 3 "^ | a l e h e tő  le g 

nagyobb le g y e n , de a ^  ( l )  = 0 f e l t é t e l  i s  b i z to s i t ó d j é k .  A 

v á l a s z t o t t  m ódszer v is z o n y la g  magas fokszám u polinom ok, s ő t  á l 

ta lá n o sa b b  o p e rá to re g y e n le te k  e s e té n  i s  nagyon jó n ak  b iz o n y u lt  

m indaddig, amig nem k e r ü l te k  egymáshoz nagyon k ö z e l a z é ru sh e 

ly e k . B o n y o lu lt szű rők  m ére tezése  so rá n  azonban o ly a n  2 8 -4 0 -e d -  

foku polinom ok z é ru sh e ly e in e k  m e g á l la p í tá s á t  i s  e l  k e l l e t t  v é -  

geznünk, am elyeknek 7 - 7 , i l l .  1 0 - 1 0  z é ru sh e ly e  eg y m ástó l 1 0  ^ -  

-10  tá v o ls á g b a n  fe k ü d t .  I t t  -  a num erikus i n te g r á lá s  so rán  

a K unge-K utta m ódszert h a sz n á lv a , v á l to z ó  lé p é s k ö z z e l -  már k b . 

1 0 ^ - 1 0 ^ számú r é s z in te rv á l lu m r a  k e l l e t t  a 0  = t  = 1  i n t e r v a l -
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lum ot f e l o s z t a n i ,  hogy a z é ru sh e ly e k e t 5 -6  é r té k e s  je g y re  pon to 

san  meg tu d ju k  á l l a p í t a n i *  Ez p e d ig  még közepes s e b e ssé g ű  számo

ló g é p p e l i s  nagyon id ő ig é n y e s .

E z é r t  a f e n t i  m ó d szert c é ls z e rű n e k  l á t s z o t t  úgy á t a l a k í t a 

n i ,  hogy a Newton-m ódszer azon v á l f a j a  á l t a l á n o s í t á s á n a k  le h e s 

sen  t e k i n t e n i ,  am elynél é r in tő e g y e n e s  h e l y e t t  m ásod- i l l *  maga- 

sabbfoku  p a ra b o lá t  f e k te tü n k  á t  a p i l l a n a t n y i  k ö z e l í té s n e k  meg

f e l e l ő  ponton* Az a lá b b ia k b a n  ezen  m ódszer l e í r á s á t ,  h ib a b e c s lé 

s é t ,  to v áb b á  á l t a l á n o s  o p e rá to re g y e n le te k re  tö r t é n ő  a lk a lm a z á sá t 

is m e r te tjü k *

2*§. A R unge-K utta-m ódszer á l t a l á n o s í t á s á r ó l*

A R unge^E utta-m ódszer á l t a l á n o s í t á s á v a l  tö b b  munka i s  fog 

l a lk o z o t t  (1* p l .  [ 4 , ]  [J?])* Szék azonban e ls ő s o rb a n  az e l j á r á s  

fokszám ának n ö v e lé s é t  v i z s g á l t á k .  Az a lá b b ia k b a n  o ly a n  irán y ú  

á l t a l á n o s i t á s s a l  fo g la lk o z u n k , ah o l nem é r in tő e g y e n e s e k k e l ,  ha

nem é r in tő p a ra b o lá k k a l  o p e rá lv a  k o n s t ru á l ju k  meg az in te g r á lg ö r 

be p o n t j a i t .  [ 5 ] a l a t t i  munkánkban má r  s z e r e p e l t  i l y e n  je l l e g ű  

á l t a l á n o s i t á s ,  de nem s z is z te m a tik u s a n  h a s z n á l tu k .

T e k in tsü k  t e h á t  e lő s z ö r  az

± = f ( t , x )  (2)

d i f f e r e n c iá le g y e n le te t  é s  tegyük  f e l ,  hogy a t e k i n t e t t  ta rtom ány

ban  f  e lé g  so k szo r fo ly to n o s a n  d i f f e r e n c i á lh a t ó .  Ekkor x ( t )
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d if f e r e n c iá lh á n y a d o s a i  a D s  —— + f  —— o p e r á to r r a l  k i f e -
Э t  Э х

je z h e tô e k  ( oC p l .  [5 ] ) .  M inthogy azonban a D o p e r á to r r a l  kap

c s o la to s a n  tö b b  u j fo rm u lá ra  i s  szükségünk l e s z ,  a v e le  kapcso 

l a t o s  fo rm á lis  s z a b á ly o k a t az a láb b iak b a n  ö s s z e f o g la l ju k .

D magasabb h a tv á n y a i t  a

t f1*1 = D“  —  ♦ f  D11 J L  (3 )
3 t  Э х

r e l á c i ó  révén  é r te lm e z z ü k . íg y  r e k u rz ió v a l  a

Э t  Э *
+ f цП-1

Э 2

9 t  dx
+

+ f * 2
Q  t  Э

£

э  X*

= О*“ 1 ♦ 2 f p - i
Э 2

*9 t á x
♦ f 2 D0" 1

3 2

r e lá c ió r a  ju tu n k ,  ha f e l t e s s z ü k ,  hogy a s z e re p lő  p a r c i á l i s  d e r i 

v á l ta k  fo ly to n o s a k , é s  ig y  a d i f f e r e n c iá lá s o k  s o r re n d je  f e l c s e 

r é lh e tő .  Ha t e h á t  к  é n - r e  még é rv én y es  a
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* М 5 ) ^ - k U * ( Ï )  f D “ + l' k  .

(4 )

Э к Э  k

4 S )  ^  ^  э Т % 7 .......... ( ï j ^ ^ a ?

r e l á c i ó ,  akkor ( 3 ) - a t  ú jb ó l a lkalm azva

jjU+1 ^ k j QŰ+l-k-1 3 k+1
a  t k t l

f jjD +l-k-1 3  k+1

э ? э г

í ( ! )  * © . f 2 Dn+1 -k-1 3  k+1
к - l  3 _2 + **• +

a  t ^ a

■{ ( Ï )  * ( r ï l ) ]
^r+1 jjU +l-k-1 Э k+1

9 t k- ' a * r r t
+ • • • +

( * )  f k+1 D0*1“*“ 1
Э k+1

á t 

a d ó d ik , é s  Így  -  a b in o n c iá l i s  e g y ü tth a tó k  ism e rt tu la jd o n s á g a i  

m ia t t  (4 ) é rv én y es  k+1 4  n + l- r e  i s .  íg y  a D°= I  r e l á c i ó t  i s  

fig y e lem b e  v év e , a (3 )  -  (4 ) fo rm u lák  a la p já n  (k+ l= n+ l v á la s z 

t á s s a l  é lv e )  Dn+1 a D o p e rá to r  fo r m á lis  ( n + l) - e d ik  h a tv á n y á -



-  112

v a l  azonos k é p l e t e t  eredm ényez. T e l je s  in d u k c ió v a l m ost már

azonnal b e lá th a tó »  hogy a Dn o p e r á to r t  ö s sz e g re  i l l .  s z o r z a t r a
dnépp úgy k e l l  a lkalm aznunk , m in t a -----o p e r á to r t .
d t11

V alóban, Пз1 e s e té n ,  D d e f in í c ió j a  a la p já n

é s

é rv én y es .

D(a+b) = Da + Db (5)

D (a .b ) = aDb + bDa (6)

Tegyük f e l ,  hogy n=N-re még é rv ényesnek  b iz o n y u lt  a

i l l .

D^(a+b) = D̂  a=D^b (7)

D ^(a.b) = ( q^  a.D^b + ( j )  Da.D1*"1 b + . . . +  Da^D 1*“1 b +

+ . . .  + b . # a  (8 )

form ula i s .  Ekkor ( 3 ) ,  i l l .  ( 7 ) - ( 8 )  f e lh a s z n á lá s á v a l  

DN+1 (a+ b) = bF —  (a+b) + f  D1* (a+b) =
Э t Э *

a + fDN _ l a + d N Э b + f D N ^ _ b =
Э  t  Э х  9  t  0 x

.  D**1 а + D ^ 1 b

i l l
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D“ " M = 0 ^ ( a b ) t f b " |  ( С 1 . ъ )  =

= D N ( b | f  + a . | | ) + f D N ( | ^ , a | ^ )  =

= ( S ) b b MJ t  + C ) D b D NH| 3 ,

+ f ( S ) b b | s  f ( ï ) D b i r f ^ . ■ • ■ '« ) , “  l>"b *■

■ ' ■ О Ш  »■- *

^ ) QD“ | rb t f ( ? ) D o D N-, | ^  + •• ■ • • т а й л -

= (o)b Dm a  + { (« )+ (")} Db DNa +{(

* - •  ► { ( ? ) + « ) }  D %  D «  + ( No ) a b NM b ,

é s  ezek  a b in o m iá lis  e g y ü tth a tó k  jó l i s m e r t  tu la jd o n s á g a i  s z e 

r i n t  a z t  m u ta t já k , hogy (7)» i l l *  (8 ) n=N +l-re i s  é rv é n y e se k . 

E s z e r in t  (7 ) és ( l9  minden N -re t e l j e s ü l .

Ugyancsak t e l j e s  in d u k c ió v a l ig a z o l ju k  a

D d ^ g ) = Dß+1 g 4- n Df iP' 1 Qr (9 )
Э х

r e l á c i ó  é rv é n y e ssé g é t i s .  V alóban, n = l- r e

ъ ъ  , . r  3 f á
3 t 2  3 t  Э х  f  9 í  3  Л

Э г<£ 

9 t  Э*
э£_
Э х  Э X

Э 2э
Э X2 ^ • b f
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azaz ekkor (9 )  é rv é n y e s . Ha »=N -re már ig a z o l tu k ,  ak k o r (3) 

a la p já n

D(DN*,i )-D[DH| f  b" f* ] -
Эх

-~D
N-H э Ч

t f . N. Df  bN'( |!S + bf. dn | ±  „
с) X <Э X

- D ^ V  N.DfDN| f  * t ) f b N| ^ - t ) " 4V ^ 1 ) D f I ) | á

te h á t  (9) é rv é n y e s  n=N +l-re i s .  íg y  (9 )  n minden é r té k é r e  

ig a z .

T ek in tsü k  m ost (9) h e l y e t t  a D ^D g) k i f e j e z é s t .  (3 ) 

s z e r in t

D^Dg) = (Dg) + f  (D g).
3  t  O X

Mármost D d e f i n i c i ó j a  s z e r i n t

э Ч
a t 2

r  r  э Ч _  . 3 £  = г ч Э ^  , I s :
3 1 3  x 3  t  Э x  3 1 3 x

Э £
3 t

i l l ő

Э Ч  , г  3 > 4  Э -f Э  ^  r \ 5 3  . f L Í  Э
= 3 t 3 x  ' Э * 2 Э х  Э х  " D 3 x  3 x  3 x

Ezeket h e l y e t t e s í t v e ,  é s  ( 7 ) - e t  i l l .  ( 8 ) - a t  f e ln a s z n á lv a
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Df-(!>*)■ D - t l k  - à t f U Ü + f  1 й *  +

t Dn-' 3- t (f E  ) * f  >n и 3̂  Cf B  ) ■■ b" f?  V D" (f  §» ) -

= D" | Î  t f  Dn| â  t (y)D fbn-H| i  + (2 )D*f Dr2| f  * ■ • • +("„)D"f- &
O  X

- t r V ( W ’‘,! ï  +(2)t>2f D"'2 f f  + " -(5) | f  if f  («*)

i s  é rv é n y e s .

A fe n t ie k e n  k iv ü l  szükségünk van a

f  ■ a ! (11)

továbbá  a

3 2  / Л  \ Г.3'*  ,  o 2 f  t  
97« <b9>*Da ?  ^ Э х  ' э « 1 f  57« 3 x

(12)

i l l .  á l t a lá b a n  a

Ü? ( b q )  = D + ( п \ Э £ _  Э 9r
Э л п u  3 x n + \il 2 x 2 x"

/w .\ Ъ  í  .
W  3 x "

/  n 'j 3 2f
V 2 / 3 x 2

s-\ **■ ~ ^
d

Э л  n_'< 

(15)

r e l á c i ó k r a ,  amelyek t e l j e s  in d u k c ió v a l, a f e n t i e k  m in tá já ra  

könnyen b e lá th a tó a k .
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Végül f e l  k e l l  h a s z n á l n u n k

a l a k ú  k i f e j e z é s e k e t  i s ,  a m e ly e k e t  nem adunk  meg -  b o n y o l u l t s á 

guk m i a t t  -  z a r t  a l a k b a n ,  hanem s z ü k s é g  e s e t é n  ( 1 3 ) ,  (Ю )  i l l .

(8)  r é v é n  k é p e z ü n k .

Mármost f e n t i  r e l á c i ó i n k  k ö z ü l  (9 )  a l a p j á n  az x ( t )  = f ( x , t )  

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  á l t á l  m e g h a t á r o z o t t  x ( t )  függvények  maga

sabb d e r i v á l t j a i  a D o p e r a t o r ,  i l l .  a g = f  h e l y e t t e s i t é s  

r é v é n  m e g h a tá r o z h a tó a k ,  é s p e d i g

X = f ;

X = Df;

X = D(Df) = ű^ f  + f ’x  Df ;

X = Dx =Dí f+3D fD f , x+f»xD2f + f » x  Df;

X = D4 f + 6 D f D 2 f ’ x + 3 f x x ( D f ) 2 + (14)

+ 4D2!D i  ’x + 7 f ’x D f x ' D f + f ’x D ^ f + f D 2 f + f » x 5Df;

s t b .

A v á l a s z t o t t  z l t  = h - h o z  t a r t o z ó  к  növekményt; a Runge-  

K u t t a  módszer m i n t á j á r a  h e l y i  növekményekből a l l i t j u k  e l ő ,  e z e 

k e t  azonban k ö v e t k e z e t e s e n  l e g a l á b b  m ásod fokú  a l a k b a n  v e s s z ü k  

f e l ,  é s p e d ig  o lymódon,  hogy  к  é s  ó x  a h mennél  magasabb

h a t v á n y á i g  e g y e z z é k  meg. öhhez  a k i i n d u l á s i  b á z i s p o n t b a n  a
о  r o f

( t Q, x o ) p o n tb a n  f  é r t é k e  m e l l e t t  i l l .  é r t é k é 

r e  i s  szükségünk  v a n ,  hogy i g y  Df i s  k é p e z h e t ő  l e g y e n ,  -özek
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ré v é n  e lő s z ö r  m eghatározzuk a k^ i l l .  к* növekm ényt a

-  h f  о +• t1 D f °  ■*' °  из ki3 -P x ; o Dfo t  CX ^  к ^-f x 0̂ D fe +

+ < * «  ь -  f ' " : 2 D fо (15)

\ c *  = k fo  + ° г г  bZ Dfo + a 2 i  к3-ГХЦ° D fo  + 0 2k D-fo*
( 16 )

a la k b a n . I t t  a 0 a lsó  in d ex , а ( t o ,x Q) h e ly re  v o n a tk o z ik , 

k-̂  а к  k i a l a k i t á s á r a  s z o lg á ló  s ú ly o z o t t  k ö z é p é rté k  egy ik  

elem e, végü l k* a r r a  s z o lg á l ,  hogy a következő seg éd p o n t 

( t^ jX ^ ) h e ly é t  k i j e l ö l j ü k .

A to v á b b i köz é p é r t  ék-képző elem ek m eg h a tá ro zásán á l már 

több  u t a t  k ö v e th e tü n k ; u g y an is  a (t-^x -^) p o n tb e l i  f ^ ,  t o 

vábbá f  , Df és  f  s e g i t s é g é v e l  f e lé p i th e tü n k  h -b anО О а у о
magasabb fokszám u k ö zép é rték k ép ző  e le m e k e t. Lényegesen több  

s z á m itá s i  munkával azonban f  , é s  Df, f e lh a s z n á lá s á v a l  i s
X  $ JL X

m eg teh e tjü k  e z t .  U tóbbi m ódszer egy szem pontból m ég is  e lő n y ö s

nek fog  b iz o n y u ln i ,  e z é r t  i ly e n  t ip u s u  fo rm u lá t i s  le v e z e tü n k , 

íg y  p l .  negyedrendű fo rm u lá t é p íth e tü n k  f e l  a

Ц  = h f  о t  с ц 2 h 1 Dfo  + a H3h 3 f  л, о D f o  t  D f 0

k / =  E H h f o  + a i£ 

t ,  = t o  + Ь 3

h ^ D f o  + a 2S h 3 f  X D f o  + Q2í, h “ f D f o

(17)

x , » x o + Ц  *

k 2 .  h f 4 + q 32 h 1 1 a „  ь г f f o ) ,  h j f  ;  о ( f ,  -  f0
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r e a p ,  a

k 2 = hf., + Qi 2 *°DfH+cxi3 b3f  x.-i DfH 4- a 31f h4-^ H
( 18)

módon*

M indkét fo rm u la t ip u s  h a s z n á la ta  e s e té n  az 1 indexű  

( t . i .  a < 4 - 1  ) p o n tb e l i )  é r té k e k e t  az (x Q, t 0 ) p o n tb e l i  d e r i 

v á l ta k  s e g í t s é g é v e l  k e l l  k if e je z n ü n k , hogy к é s  h í  e g y e z te 

té s é r ő l  gondoskodn i tu d ju n k . E c é lb ó l  k J  - o t  a

k J  « E1h f0 + ©  ( h ; f ) (19)

a lakba Í r j u k .  Ekkor -  f e l t é v e ,  hogy í  e lé g  so k szo r fo ly to n o sa n  

d i f f e r e n c iá lh a t ó  -

f ( - f  (to t  E(hj До V 

<-© f x , o  + J j C f t j t . o

E <h p .  + ® (w ) í ) ) . f .  + E 4h ( í J ie + f . f i ie )

E , V t  2 E , h ( E , h f o  + ©)  f  t,x,0 +(E©fo .© /fx ^ o V

-  ahol a 0 In d ex  а ( t 0 ,x Q) h e ly re  v o n a tk o z ik , am elyet a t o 

vábbiakban e lh ag y u n k , ha ez  nem v e z e th e t  f é l r e é r t é s r e .  F e lh a sz 

n á lv a  t e h á t  a D o p e r á to r t  i s

í l  = f ( to  + E H h j X0 + E h f  + ®)  - 

= f  + E ^ h D f  + © f x  + 2T ё / h2D2f  + E^h<S)t)f 'x +

+ JT © 3 -f * * *  * E /h T C T -f  + J i  Ei 3 h 3 (M) E>3 |T X ' + . . .

( 2 0 )
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H asonlóképp -  bár e r r e  eg y en lő re  csak  a m ásodik t ip u e u  fo rm ulák  

H a sz n á la ta  so rán  le s z  szü k ség  -

D f ( t o  + Е > j xo + E , h f o  + © )  = D f  + E , h D ( D f ) + ® ^  ( D f )

+ ^ E /h î Di (Df) + EHh© D (|; (bf))+l-@î3-Ç (Df ) f

+ j r  E J3 h 3D3( D f )  + j i  E 2 b 2 ©  D 2 [ J i  ( D f ) ]  +  • • • •  (2 t)

i l l .

XotE^h-fo -f © )  = -p x E ^ h D p x ' t  (§)• -pxx +■

+ y  b 2 DZ-f X t  h  0  D f  XX 4- • • • • (22)

Ezek f e lh a s z n á lá s á v a l  t e k in t s ü k  e lő s z ö r  a (17 ) t ip u s u  f o r 

m u lá k a t. F e lh a sz n á lv a  ©  r é s z l e t e s  a l a k j á t

hf\ - h f  -t- E4 h2 Df 4-fx ( 0 2 2  h3D f + а гз h^f'x Df +

t  Û »  h'fïb f t --)*7  Е /  b3 D2f  t  E, h 2 D f  X (o 22 b1 D f  +

Í-Q 23 h3f x D f v . . . ) + • • •  - t - ^ ' E ^ h <rD3 f  + "* ( р з )

a d ó d ik . E s z e r in t  -  к é s  A x  ( t o fx0 ) h e ly re  v o n a tk o zó  h a t 

v án y so rán ak  azonos t ip u s u  t a g j a i  e g y ü t th a tó i t  ö s sz e v e tv e  -  az 

is m e re t le n  e g y ü tth a tó k ra  az  a lá b b i  e g y e n le te k  adódnak:
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f  e g y ü t th a tó i :  1 i l l .  R^ + R2

D f e g y ü t th a tó i :  \ i l l .  a^2 R]_ + a^2 R 2  + R2 E 1  

D^f e g y ü t th a tó i :  ^  i l l .  R2 . Í!l_

e g y ü t th a tó i :  ~JTf i l l .  R£ "g 

E k é t  u tó b b i r e l á c ió b ó l

“ 55 * è  R2 El»  azaz 5  = R2E1 

i l l .

a ^  R2 E ^! azaz ^  = R2ER 

A m ásodikat az e ls ő v e l  o sz tv a

Í - h

ad ó d ik . íg y

5  = R2 H *  azaz R2 = Щ  •

íg y  R]_ = ^  •

a12 aj52 csa5í a ^ s o d i k  r e lá c ió b a n  lép n ek  f e l .  Szim

m etriao k o k b ó l az a^2 = a^2 = a v á l a s z t á s s a l  é lv e

^ « a + ^ r y . ^  = a +  ^ ,



-  121 -

I 4  Qifift 1
am iből e s  5  “  ^  » T g  8 Iff* ‘  a i2  s  a32*

E2
I ^ f  e g y ü t th a tó i!  i l l .  R2 a^5

íg y

"25 = è a33
azaz

a33 = 5  •

DfDf^ e g y ü tth a tó i!  £  i l l .  R2 a 22 ,

azaz «22 = H • S^“
1

= ÏÏ
1 27 4 9
Ï Ï  * Т б  * 3  =  3 2  *

A három " fe le s le g b e n  lé v ő ” e g y ü tth a tó , a ^ ,  a2^ i l l .  meg

á l l a p í t h a t ó  p l .  úgy, hogy ö tödrendü  ta g o k a t e g y e z te tü n k  a s e g í t 

sé g ü k k e l. Egyszerűbb azo n b an , ha zé ru sn ak  v á la s z t ju k  ő k e t. íg y

a 23 = a 24 ~ a 34 =

Végül

f ^  Df e g y ü tth a tó i  ^  i l l .  R^ a ^  + R2 j”a22 + E ^ . a ^ J  

a n lb S l » !  = E '  ^  i a22 * Е1в3 з}  * I  i l  ~  П  { h  * I  * .■M
H
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f ^ 2 Df e g y ü t th a tó i :  ^  i l l .  R ^ a ^  + R2 { a2j5 + a 3 3  * a22 +

1 1 E2 ( “)
+ • Ei  * am iből ai 4  = ^2f • ^  ^  [  a23+a33®22+a34 j

= h  • h  -  t i  • {0+ i  • I + °] ■ §h - §s = 0*

Form uláink t e h á t :

*1 * “ o ♦ fe *Ч> - h  hifi,0

k2 - “ l  * IS  * 4  * i h 2 fi , o ' f l - f o> 

k * 57 h  * 57 k2

Á tté rv e  a m ásik  fo r m u lá t ip u s r a ,  o t t  a 

4  •  “ o * a12h2Dío * a13b 3 fi , o  M o * aW h 4 fi 2o “ o

(24)

k? = E, h f  + a-oh^D f +воz h ^ f ’ *^n Df1 1 о 22 о 25 х ,о  о 24 x ,o  о (25)

к -  = h f, + 8 ьoh^dF, + a l ,  h5f» -.Df, + a ,,. h4f» 2, Df.*52A 23 х ,1 " х1 T °34  “  x , l  "*1

к s  k-̂  + R2 k 2

re lá c ió k b ó l  Indulunk k i .  Könnyen b e l á t h a tó ,  hogy a p a ram éte rek  

számia Így i s  csak  negyedfoku  form ula l é t r e h o z á s á t  t e s z i  l e h e 

tő v é .



-  125 -

h f^  k i f e j t é s é t  eg yébkén t (20) a l a t t  m egadtuk. H asonlókép

h b f i - h  b f f t o  + l ~ h j  хо + к / )  = Ь2 П-Ро(1 о + -|Ь^>:0 -^Ь^'о4в> =

= hl D f o ^ E > 3 D ( b f ) 0 + ® h 2 2. ( D f )  т ±  Е /  blr t>z ( D f ) 0 i—

= h2 D-fо t E, h3 Dl f o  «■ E4 h3 f ’x , o û { o  + Q» h‘ D fo [D íV o  + í ^ ° ]
z (26 )

i - j -  h‘ [ b 3f  ♦ 2 b f b f ' * * f V c > 4 ' ]
E gy en le tü n k  t e h á t ;  

f  e g y ü t th a tó i ;  1 i l l .  R^ + R2  

Df e g y ü t th a tó i ;  ^  i l l .  ai2 Rl +a52R2 +R2El  

D^f e g y ü t th a tó i ;  £  i l l .  Rg |  * r~  + a^ 2 . E^j

D^f e g y ü t th a tó i ;  ^  i l l .  R2  f t  + a 52 4-1
Az Eĵ  = 1 v á l a s z t á s s a l  é l v e , a k é t  u to l s ó  e g y e n le tb ő l

j  + a  г г  j
4  = 7----------------- ; b  + U  a 32 -  3 r  6 a i 2  • а 3г = -  -g*

^  < V t  ■ T 1 « Rr i )

azaz

± ±
1 * 1 Л? f t  + f t  ) o.jrt » - f t2 «  6
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D2 f
-1

e g y ü t t h a t ó i :  —  iH- Zk M q 32 y  +• Q 33 ^  } a m ib ő l

2Л = T  í _  T2 + ° 53} ;
a z a z

*
Q 33 = 42 *

D f  D f  X e g y ü t t h a t ó i :  - j  ill. ß 2 {  ^  ° 22 + ü 3 2  ( a 22 + E / )  +

+  0 ^ 5  f  1  . E nnek  a l a p j á n

_j_ 5 -j  ̂  ̂ .2
4- = 6  22 6  -12 ? 6 a *2 = 4- + Ц2 “ 3 > 0 - 2 2  *  5

A to v á b b ia k b a n  é lh e tü n k  az  в £ 2  = ~ а $4 = 0  v a l a s z *"

t á s s a l .

Végül

f x  D f  e g y ü t t h a t ó i :  y  i | | .  R Q -T3 r  ^ 2 Í Q 22 + a 32 ^  + 33 }>

am ibő l
H 2 4 4

T  = a «  + T  “  T  + T2 >

_ 2 ^ - 2 4  -fVO -  5  J _
^  ~ £ 0  = 6 0

i l l .

azaz

e g y ü tth a tó i:  —  ill. O. ^  t  R f a ^ 2 CX 22 + Q 33

f - . ' H ' i ’ s l ,

= 7 Г
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F o rm u lán k t e h á t  i l y e n a l a k ú

= Ь + -g- ь г D f o + eV b3f  x ,°  D f 0 +  ^  h - f ' x%  D f o

* * = h  f  о t | h 2 D f o

k 2 = ь f 1 •~ W ^ K  - 72 ^ f j v  1 (2 7 )

k - T
( k ,  t U j

M egadunk v é g ü l  eg y  e l s ő  t i p u s u  ö tö d fo k ú  f o r m u lá t  i s :

к, = Ь̂ о + Q̂ b̂ Dfo + a 3̂ h3f  'xta Df0 + а* h“1 D{0 V

+ ° 4 s ~ h S f * , °  b { o

W * -  E > f o  + b ^ h ’ f 'x .o  b - f o

= h  f 2- + a tt  h  ^  í °  4 ° 2 b b  f XiQ (£> -  f o )  + a 24 h  f X|0 ( f 2 -  f 0 ) 

Ц  * i o  + ^22 f i )  * t>22 ^ D f o  + b 23 h 2 f X(0 ( $ z -  

Ц - h f s  + a 42 h2 D f o  + a 33 h 2 f V (o  ( f z - f 0 )

к  ^ k k  t  r 2 U z + r 5 u 3

a h o l  a  2 in d e x  a ( t Q+E^h; x Q+ k * ) , a 5 in d e x  p e d ig  a  

[ t o +(E2 ^+E2 2 ) ü ;  x 0 +k2 J  h e l y r e  v o n a tk o z ik .

T t t  -  « ( 2 0 )  fo rm u la  m i n t á j á r a  -
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h f 2 . h fo  + E > l b fo  + ( b « b 3f x D f  + b 13hkf ^  D-f) t 

t  ÿ  h3 D!f  + (G, b„2 h* b f  XDf * E, b4S h ’ f'x Dfx Df ) t

t  -J- b ,2 b5 f  "xx (í> {■)*+• •• • + - J b 1'Cl5f  hu h f

d W *  ♦ • • • ) *  %  h * t > 4 + - - >

továbbá - bevezetve az E2^ + E22 * E2 jelölést - argu
mentuma Így irhatót

í 0 + E2 hj Л0 t E2 h fo * b2(E^ Ei2 + b22) Df f 

+ Ь3 -|**Е22 D2 ( V h3 ( b u  E22 V b23 F j f x  D-f t 

Ьц í 22 D3f  + -y* f  X D2-f + h E4 E22 Df'x

+ b1*(b̂  E22 * b2J bu) f x2D(.
Ezért

hfs - h fo * E2h2Df  + Ь3(ЕЧЕ22+ b 22) f  X D f4 +

t b fc|  E22 f  * Dlf  V h ‘ ( b «  E22 + b 23 E , ) C b f  •* 

* bs Ц  EM f '* D3f  t  b s - | i '  b25 f '* ö* f t  b£E, b,2

e22 fx bf X t>f

« ^ г .
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+ h 5 ( b ^  Е 22 + Ь 23 b , 2) f ' x3 +

+ h 4 E 2 F < E2 2 + E 2 b 2 2 ) D . f D ( ' ' x + h 5 - | i 2 E 2 E ^ t f f D f ' x  + 

t  b s ( b <2 E 22 + b 23 E< E2 ) f x D f  * D f  ь  • • • ь

b  h 5 — E222  f  Ь ^ 2 f  *x X ( D f ) 2 b h “ Ц  D 3f  b  

ь  b s  ( E ,  E 22 + b 2 2 ) D - f  D  f  x ь  - • • )  h !  - j í  +  —

Egyenleteink első csoportja 9 egyenletből áll és 9 is
meretlent tartalmaz; közülük kettő szeparálhatói mert csak e z  

tartalmazza R^-et ill. a^-t. A 7 maradék egyenlet D^f» 
D^f, D4f, DfDf£, DfD2^ ,  (Df)2 ill. D2fDf;J. együtthatói
nak egyenlőségét fejezi ki. Ezek az egyenletek:

2 2 
J —  p  i i  + p  Ü  6 _ z  г

_ L  _ p  ! i
2 4  " 6

i _  , R  i / + R  b *
420 г 2 4  K S 2 k

■ j -  * R2 E , b u  ь  Q}  E 2 ( E ,  b , ,  + b 22)

^  = R 2 ÿ  Ь , 2 ь  R ,  f  ( E , E „ b  b 2 2 )

2
4 n  k «  . n  CE \ £22  +■ b ü ) 2

4 0  = K2 2 K 3 2

J L  t  p  i i  c  c  
3 0  к з 2 L;? C22
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Tekintsük először egyrészt az első két, másrészt a ne
gyedik-ötödik egyenletet. Előbbiből

R * E > R » E /  -  -j 

R, E,3 ♦ Rí EÍ - ^
és Így

R2 *

R, '

e;  -  t ) 4 4  E* -  3

E Í  E j  ( E j  -  E .,) -J2 E Í  ( E 2 - E 4 )

E / Í t  '  T  ) 3  -  4 E <

E i  E / ( E , - E H) E í  ( E . ' E J

így a harmadik egyenlet szerint fent kell állnia E^ és E^ 

között •

J _  r i  k  Ег -  3 _j_ r ! 3 - b - E i  j _

12  E 2 - E k 12 '  5

azaz a

^ E,E Л  -  F2 ) + 3 (EÍ - E / ) -  f -C E ,-^ )
azaz a

3 ( Е Л + ^  E 2 = у

azaz végülis a

-15(Ez f E , ) - 2 0  E., Ez =12

egyenletnek*
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Az utóbbiakban bevezetve az E^E22 + ^22 = 0 0 r°viditést, 
az egyenletek szerint

R 2 Rj ̂ 2 2̂—> » 4
ő

R* bH2 f R5 e * go =
amiből

p  4 \
1 R3 ̂ 2 48 dO ) _ 1 5 E2 - If

u  ^ E , E 2 (E2- E h) Ri E ^ E í-E,)

W -  5 E,
R j  E i í E ^ - e J

vagy R2 ill. R^ értékét helyettesitvés

ь -<2 Е ^ - г е Л 3*s —, E4 ( A-- 5E^)
12 4-0 4E2 - 3 но 4 E z- 3

-12 E i ( f f E i - í t ) _ 3 E2 C5E г -
“ - ■ r a  ■ ■ 3-/+E^ но 3-Ц-

Mármost a hatodik egyenlet szerint fenn kell állnia és

ill.

1

Rí R j E 4 e * ( e z- e 4 ) a o

5E ^  J__ A

г -i) ' 2  ( E ^ - E ^  +

i - O 1 J. H I
- « , )  ' 2 ( E 2- E 4) ‘ 1

között az



-  130 -

azaz a

î { ( 4  -  5 Еч)2 ( 3 -  4  Е ч V  ( 5 Е , -  M U Е2' 3)} 'Л)(Е2- Е,)(3-^Е4)(1,Ег-5)

relációnak is. A műveleteket elvégezve

3  { 0 6  -  «  £ i t  2 5  E<2) ( 3  -  4 E , )  + ( 2 5  E j  -  t O E 2+ 1 6 ) ( 4 E 2 -  3 ) }  =

= 3 { -  A00 E,3 f  235 E j -  -la1* E4 4- <00 Ej -  235 E j  +

+ 1SifE2 = 5 { l 0 0  E j + 1 0 0 E 4E2 +l OOEj  -  2 35 Е , -  

-  2 3 5 E 2 + m } - 2 0 ( - H 6 E 4E2 + 3 2 E 4 + и Е 4 -<3)

Végül rendezve*
3 0 0  E j  + 6 2 D E , E 2 + 5 0 0  E 4z - q i * 5 E 4 - q i * S E 2 + ? 5 2  = 0

Hozzáadva ehhez az első egyenlet 31-szeresét

5 ( E 2 f E  j ) -  5 ( E 2 + E < )  + 6 = 0

azaz

1 0 ( E 2 + E 42) -  1 6 ( E 2 + E , H  12 - 0

adódik. Levonva ebből az első egyenletet

1 0 ( E j  f E 4 ) 2 - 3 l ( E 2 - t - E 4)  +2Ц-  = 0

adódik, amiből

2 0
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a d ó d i k . Az + e 2
32 6
2Ö = 5

E • E , -  A ? -  M 42
L-t ‘-2 2 0 2 0 = 2 0

választással az első egyenletből
3

a z a z  é s  E^ az

2  8 3 _
x  -  s  x  f  s  -  0

egyenlet gyökei. Itt x  = 8 + f G i f - 6 0

-10

a z a z
% ' 

E ,  = T  e s E ,  H  .

8 ± 2  

40 ;

V is sz ahe lye tte sitve

í? -  —  
K4 " 2 4 6 6 '

D -  A  
" 42

H 4 2 5
3 . _2_ ‘  2H6

p  -  i -
^ 3  '  42

3 5

25
3

^42 
~ J 4

24-

i
5 " H2

~ - v  = 2H6 )
3

•  ф '

4 \Ъ

és végül

T ovábbá

« ■ E . EЛ

3 1 ( 4 - 3 )

22

i

+  b ^2 ■ ^

9  '
■ s ö  e s

H

5
Végül az utolsó egyenletből

4 0

és

1 5 4 2
L
z
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1 1 1 21G
22 " 15 r5e í e 2 15 2?

ДО
2 7  )

és  iqy e 2< - i -  b z2

v é g ü l

b22 = Со t ̂ E z2 =
1 3
2 5

25  _ 8 - 2 5
9 9 15

\ г
2 7

)

_Д0 j_  
2 7 = 2

£
9

J7_
-18

Végül Df együtthatóinak egyenlősége alapján

\  = ( R j ,  1" ^ 2  t R 3 )  Q H2 + )
amiből

a  ..

1 0 8 - 7 5  -2?

_ J___n  p _ p p _ i____. 1^5 _ 27_ __
HZ - 2 к 2 СН K3 L 2 '  2 5 216 216

1

36*2 1 6  2 1 6

Újabb 3 egyenlet adódik f£ D2f, f£ D^f és f̂ . Df£ Df együtt
hatóinak egyeztetése révén:

- R 2 ( ° 2 5  ~2 ~ }  ^22  + a :
E-f . n Ez' J

lS5’ ~ Y  + *“35 " T

Í5Ő m R 2 { Q 3 5 - } + R 3 { f  ^ г  +  0 3 3 - б  f C S i ^  }Í20

7

33 6  ■ - 5 6  6

= R 2 [ E ^  + - a i 5  • E i b i 2 ]  4-R* { E h b^2 E22 + b<2 E2 E 22 +■

+ b 23 E hê 2 t ú 33 b <2 t C j 3 ( E 1 E2 E 22 + E2 b 2 2 ) }

E rendszerben 4 ismeretlen lép fel; az első kettőben három, 
így az * О választással ez a két egyenlet:

±  Ой. ±  JL n  ^ 1 Z  Jl ü  40  2 ? 1 n
2Д ~ 2 1 6  2 2 5  +  2 1 6  ' 2 2 5  ' 27  + 2 l S  ' 2 L 35

H - 1 .  . ± . 2 ? a „ +  Í Z .  . J L _ L  . l 0 , 2 7  ± 0

JC ^ 23 ^ 2 1 6  6 I25 1+0 + 216  ' 6  153120 = 21 6 ' 6

ill.
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é

Innét
_5_
2\S

\
-120

4
2V

4
5 X II !?!

<« ■1
T  a 23 C33

4 -1 4 \ 4 л
6 25 6 ' 8 a23 + 6

‘ 5  C 33

2 ( 5 - A- )  = 2  =25 a 23 + 25 C33 

40 -  fi » 2 =  2 5  Û23 + 45 033

a m ib ő i  CSi=0 ès a 2 3  - ^
Zo

Á t t é r v e  a h a rm a d ik  e g y e n l e t r e ,  o t t  a  b 2 ^ = 0 v á l a s z t á s a a l  

é l ü n k .  í g y

Ьд^ = 0 a d ó d i k ,  f ^ 2 D^f e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s e  az

iT o  = ^ 2  Q 2 ^ y 1 +" R  “J 1 b 23 )

a m ib ő l
2

a 2 4  = 2 5  a d ó d i k .

V égül D f ,  f ^ 2 Df i l l .  1*^ Df e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é 

se  r é v é n  az

5  “ R-{ а чЗ  V ^ 2  {  b tz +  a 23 ^ ^ 2 2 )}

i l l .

J F  = ^  ^ 2  {  b-i3 +  a 23 b^2 4- Е ^ + Р з ^ Ь ^ Е й ^ Ь ^
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ill.

a <5 [a 2S b i3 + а 2ц Ь н2}+'Кз { ( Ь'15̂ 22+Ь23Ь12)̂ -.

egyenletek adódnak. Ezekből

*15 * - |з
a14  =

*15 “ e  ■

Formulánk tehát
^  = h f ° + j V  ^ D f o - ^ l  h3 f x , o  D f o -  ~  h 4f  x ,o  D f o

= T h f o  +  b ^ D f o

w2 = h f 2 * L  D f o  + £  h2 f  4 o ( f r f o > / 5 h3f ’ , 0  ( f 2- f 0 )

k2 = 4 j f  f* “ f i  f o ) “  ^  h*Dfo

^ = b f i  + 4 b D f o  + ; f j §  и * * § Т £  k 5

( 2 8 )

alakú.
Mindkét tipushoz hasonló struktúrájú magasabb fokszámu 

eljárásokat is könnyen kidolgozhatunk.
Formuláink erejét normál és erősen "meredek" megoldásgör

bével biró egyenletek esetére az 1. ill. a 2. táblázat érzékel 
teti! Megemlítjük végül, hogy a fenti formulákban t és x  

komplex mennyiségek is lehetnek.
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3» §• Hibabecslés és a formalarendszer további javításaо

A megadott formulák elméleti hibabecslése a Runge-Kútta 
tipusu formuláknál szokásosan használt módon megy; a fellé
pő konstansok becslésért egy későbbi munkában még visszaté—

trí ink, az azonban részletes vizsgálat nélkül is láthatói hogy 
ötször vagy hatszor differenciálható f(t,x) esetén egy-egy

C £lépés hibája h -nél vagy h -nál arányos* A gyakorlatban 
ugyanis csak ezt az asszimptotikus tényt szoktuk felhasználni 
a klasszikus Runge-Kúttá formulák használatánál is, mert az 
exakt formulákban szereplő állandók csak óriási munkával be
csülhetők* Uyen szempontból a 2*§*-ban bevezetett ujtipuau 
formulák némileg előnyösebbek, mint az eredeti Runge-Kutba 
formulák, mert a megelőző lépésben számított segédnövekmények 
felhasználásával ötödrendü formulát is készithetünk* Ilymódon 
menet közben egyrészt lépésenként h6-nal arányos hibával 
kell csak számolnunk, másrészt minthogy ugyanekkor egy h^— 
nél arányos hibáju mennyiség kiszámítása is megtörténik, mó
dunk van a lépésköz szükség ill* lehetőség szerinti menetköz- 
beni megváltoztatására anélkül, hogy a Runge-Kutta módszernél 
szokásos módon ismételten ugyanazon a részintervallumon kel
lene számolnunk* Sőt ugyanezen növekmények egyidejű felhaszná
lásával a megelőző alapponttól mért kétszeres lépésközü lépés 
ötödfokú közelítését is meg tudjuk adni* Ezen uj formulák
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l e v e z e t é s e  c é l j á b ó l  azo n b an  szükségünk : v a n  az  a l á b b i  s e g é d t é 

t e l r e :

1« S e g é d t é t e l .  Az f ( t , x )  fü g g v é n y  l e g y e n  а  ( t 0 , x o ) 

h e l y  e g y  a lk a lm a s  k ö r n y e z e t é b e n  ( p l .  a 11—t Q| É R ;  | x - x Q| á  S 

k ö r n y e z e t b e n ,  a h o l  még j f ( t , x ) |  í £  i s  t e l j e s ü l )  ö t s z ö r  f o l y 

t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó .  L e g y e n  h  = R , |k ( h ) j  = S , é s  t e g y ü k  

f e l ,  hogy | x ( t Q+ h ;  x o , t Q) -  ( x Q+k)| = 0 " ( h ^ )  é r v é n y e s .  É r v é 

n y e s  e k k o r  az  | x ( t 0 ; x Q+k, t Q+h) -  x Q| = 0 " ( h ^ )  r e l á c i ó  i s .

B i z o n y i t á s :  F e l t e v é s e i n k  é r t e l m é b e n  x ( t Q+h; x o , t Q) -  

-  x Q = x ^ - x Q = k ( h )  + C ( h ) . h ^ ,  é s  i t t  C ( h )  = C ^ f ha  

h Û R.

E m e l l e t t ,  f e l t é t e l e i n k  s z e r i n t  a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  a 

t e k i n t e t t  t a r t o m á n y b a n  e g y é r t e lm ű e n  o l d h a t ó  meg, é s  i g y

x ( t 0 ; x 1 , t Q + h ) = x 0

i s  é r v é n y e s .  M in th o g y  p e d i g  f  az  x - b e n  f e l t é t e l e i n k  s z e r i n t  

L i p s c h i t z - f e l t é t e l t  e l é g i t  k i  -  é s p e d i g  t - b e n  e g y e n l e t e s e n  a 

Jt  -  t Q| = R; | x - x o | é S t a r t o m á n y b a n ,  a z é r t  ( L - l e l  j e l ö l v e  

a L i p s c h i t z - f é l t é t e l  á l l a n d ó j á t )

U ( t OJ) X 0 + k ) i 0 t h j - x 0 | = U ( t o ;  X o + U j - f c o + h )  -

-  I к Ч- Л0 -  X i I • e X f L h  -  C (b)<2*{Lb • h Ss Q ( h 5)

( 1 .  p l .  [ б ]  ) ,  a h o g y  á l l í t o t t u k .
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E s e g é d t é t e l  f e l h a s z n á l á s á v a l  to v á b b i  f o r m u lá t  adunk  

megs h á rm a t a r r a  a c é l r a ,  h o g y  a í^ 0 »x0 ) b á z i s p o n tb a n  meg

h a tá r o z v a  az i s m e r t e t e t t  fo rm u lá k  a l a p j á n  a  k ^ ,  k * ,  k 2 n ő “  

v ek m én y ek e t é s  e z e n  a r é v e n  a n e g y e d fo k b a n  p o n to s  к - t ,  t o 

v á b b á  f e l h a s z n á l v a  a ( t 0 - h ,  x  ) i l l .  ( t Q- 2 h ,  x )  i l l .

( t Q -  x )  p o n t r a  tá m a sz k o d ó  k ^  é s  k 2 - b e n  s z e r e p l ő  t a 

g o k a t ,  e g y  ö tö d fo k b a n  p o n to s  к - t  i s  m e g h a tá ro z z u n k  ( i t t  t e 

h á t  f ig y e le m b e  v e s s z ü k  a  l é p é s k ö z - f e l e z é s  i l l .  l é p é s k ö z  d u p l i -  

k á l á s  l e h e t ő s é g é t  i s ) .  M ás ik  három  fo rm u la  r é v é n  p e d ig  -  u g y a n -  

e z e n  a d a to k  r é v é n  -  a  ( t Q- h ,  x ) ,  ( t Q, - 2 h ,  x )  i l l .  ( t Q-  x )  

p o n tb ó l  k i i n d u l v a  h a tá r o z z u k  meg a  t c +h p o n t b e l i ,  x ( t Q+h) 

é r t é k h e z  t a r t o z ó  x ( t Q+h) -  x  n ö v ek m én y t ö tö d fo k b a n  k ö z e l i 

t ő  k g é r t é k é t  i s .

F o rm u lá in k  t e h á t  i l y e n  a la k ú a k *

Û = R-2 h f _ 2 + (?-, hf_< ^ R 0 h f  о -H h f ч + S-2 Ьг D f - г

t  S o  h  D-po +■ h  f  x,-2 ( f - 2  " f o )  + ^-2,2 Ь  f  X, -2 ( f - í  " -fo )  +

( f i -  f ° )  + T o |(  h2 f ,x , o ( f . 2 ' Ç o ) + T o 12h2f Xio ( f 4 - f (>)  

+ Í0,3 h* f ’X,o ( f ,  - f o ) +  V, h3 f ' x^ 2 ( f )  - f  . ) + ^ >  « W o )

+ (-Г , - - Г о )

i l l
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k s -  Го b  f o  + Г, h  f  ч + r2 h  ç z +• r3 h  f 3 + So ьг D f о + s  z h* b  f  2

+■ t o  b  - f  У , о ( - Г ч ' " - Г о ) + ^ 0 |2 . Ь ^  X̂ O Ьг -f4 ^ 0  ( f s ~ - f o )

( 3 0 )

+■ ^ 2  ,1 Ь  f  (Ç a ~ - f o )  ■*" b  f  xtZ ( f i  ■ ■ r ° ) ^ 2 (3 ^ 2f 'X | 2  (fs ~f°) +
I

■rv4h f  X ,o ( f4- fo ) i-y 2 h 3i  x , o ( f 2 ' f o ) W j h 3| ^ 2 f t r i o ^ w h ^ o  f - í \ - f 0 )

ahol az első formulában a negativ indexek vonatkoznak a meg
előző lépésben! segédnövekményekre, a második formulában vi
szont ezek - értelemszerűen - a 0 ill. 1 indexet viselik» 
/Megemlítjük, hogy itt a (24) formulákra kívánunk támaszkod
ni, ugyanúgy lehetne kiépíteni természetesen a (23) formulák
kal kapcsolatosan is fonomitást./

Először a (29) alatti formulát tekintjük. E formula - 2 
indexű elemei a tQ- h, x helyre vonatkoznak, ahol * 1,
2 vagy ^ - attól függően, hogy lépésköz-tartás, felezés vagy
duplikálás történt-e a legutolsó lépésben, x-et viszont - hogy 
a -2-es indexű tagok kifejtése ötödfokban pontos legyen - az 
1. segédtétel értelmében az xQ helyről a hatványsor negyed- 
fokú szeletéből extrapolálhatjuk, ha xQ ötödfokú közelítése 
x-re vonatkozóan x(tQ)-nak. Ilymódon

x  * )ía - л Т ь  f o  +

о П

Л  .
D f o -------ъ D f o  -  —p — f  x,o D j c2

2 b-
D 3f o  + -Jjr f  x ,o  D2f о + n D f  X, 0  bfo 0f8
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tehát (a 0 indexet elhagyva)
ер1, з

hf-2 = hf(to-'\5''hjXo-tf'hfo + 0  » hf-4?VDf4^5!lf"xDf

A ? V f x D 4 ' +  — V *  t>‘ f  *Z ч

л Г кz, 3 ' I T hЗ.Ц

Г х Ь Г к ^  + т г Г х  D f + V  f

+

J V K1,
6

o T V

D‘f  D f ' x  +  ^  f x x  ( b f ) 2 -  V 2' f  Т Г  W *  +
t f v xT" hs

<5

D 4  ± •Z k
é s  h a s o n ló k é p

b1 D f - 2  = V ^ D f  j Xo -  ( о  -V © )  *

- b^DÍ  - ^ b 3 D ( D f )  ♦ ^ У § - к(0Ç.) D f  -  Ç hS| ;  ( D f ) . D 2f  -

* ^ h f

G 3

ß  Э х

f - x  + 2p V ( D f ) -  =

DJ ( D t  З1

« h 1 b Ç  -  &  Ь3 ( D 2f  + f x  b f ) +  b í  (  D f ’x  ♦ Г X1 )  -

-  ^ D 2f  ( D f W f ’ x ) -  ^ f ' x D f ( t > í ' x * í V )  +

+ ^  ( b 3f  * 2  D f  D f 'x  + Г х  b 2f  ) -  ^  [ D l f  X 0  f  +

+ Г х х  ( b f ) S 2 f ’x D f ' x D f >  - ^ [ b V ^ W * *

+ 3 D V t > í ' x  + Í ' x b 4 1 t  • • • =
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= h‘ D f - ^ b V f  -  W * D ( 4  £ b -2

^ v ,

2

6
о 9^3, s-

-  —  D í ' x b V - ^ V d í d T , - ^ f i x í b f ) 1 

f  ж Di í  - 1  f ,  b f ;  t ) {  -  Ç V „ 3 D f  ± . . .

3

v é g ü l

^ х , - г = f *  b f ' x t  f x x  D-T + ^ r V :  * - ■

Ennek a l a p j á n  s z á m í t h a t j u k  k i  a - 1  in d e x n e k  m e g f e l e l ő  ( t , x )  

h e l y e t ,  A ( 2 4 )  k é p l e t  s z e r i n t  t i ,  Ei  = \  » é s  i g y

b-Á b-z + ^  ^ h ,

to v á b b á

a z a z  n e g y e d f o k u  p o n t o s s á g g a l

x n - x o - ^ h f o  t - J - ^ V b f o - i - A r V D V o - I ^ V f i D f  

+ ^ ^ V D * Í +  b ^ f i b f t ^ ^ V f x  b f í -

+ 2 ^ h f - i  ^ V D í 4 ^ 3h5f ;  D f  -  J ^ V f ' x  D * f  -  2 -  x T 4

D f  4  J  t f V b f  * D f -  2 - ^ r V ú Jf  í . . . .
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+ лГ V Ь f  - ±  ^  V  ^  ^  V f  'x t>f 4 I; -ff V bJf

■ *„ - Ï <^bf t ±  ^ V b f  - 4  W b ' f  - £  f f v n  D f

W f  +  O ' í ^ ^ ' b ' O r x b f ^ h V r D f i

Ennek  a l a p j á n

b f - ч •  h  f о -  i  f f  D f  ♦ ± -  Л ’ Г х  ö f  -  £  f f  V f *  b 2f  f f * 5

w *  W - &  ^  V f д ь* ♦ ^ f f V r ‘ o ^ ^ í V f : Dí »... 

+3L ^ v b 4 _ i _ ^ V b í b f ,  £ 4 ffV t> fx b*f *

* ^  f f  v r  x t > f  '« b f  i  • • - ♦  Z n  f f V f x*x ( t > í ) 1 -  

_ 4 J _  - f fV b f  Dlf x + -•-+- ^ f f  Vb'r*----
384-  ̂ -Ю2Ч- ' T 6«НЦ I

t o v á b b á

4 f f W ( b f )  ^ 5hrb ( f ;  (bf))

- Vf b f -  -i- b3 JV f - i  h*ff f V bf + V* o f  A t) i  V
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+£  W ' 1« bf - &  ^  V  Df’* b*f - 4  V t f  tff -  

- J ;  ^  V f D f X Ь f - ^  V f ; s ь ̂  4- Л" t

^ b X ^ - ^ V D T x D f

- ^ ^ V c . o ^ - ^ . r V b r x ^ f  ч . . : .

é s  v é g ü l

í v 4 - f i  -~лГьо^ *хь^+^лУ Vbẑ x ± ....
Ami v é g ü l  a z  1 .  in d e x ű  h e l y e t  i l l e t i ,  i t t  a (Z ^ )  k é p l e t  

s z e r i n t  t a t 0 + ^ h 5 x = x o + ^ h f o + h 2 Df

é s  ig y

Ц„ , Wf + f  к bf 4 ^  h*f *' Df + ^-1? Dlf + Щ  bKbf; Df 

v z ö m 1  h S  f  *  X ( h f  ) г +  ï ï ï  h  b  f  *■ i ^ I ,  K b -f< - - t2̂ l í h V - f

Ь  £>-{- \&s if 1 é r t é k é r e  n i n c s  s z ü k s é g ü n k .

M ármost e g y e n l e t e i n k  e l s ő  c s o p o r t j a  h é t  e g y e n l e t b ő l  á l l ,  

am elyek  D2 f ,  D ^f,  D4 f ,  D f£  D f, D2 f £  D f ,  Df£ D2f ,  é s  f ^ U ^ ) 2 

e g y ü t t h a t ó i n a k  a z o n o s s á g á t  f e j e z i k  k i :

£
■2' 7. K H ‘ 3 2T - R - * - T -  +  * - i - 7 F  ^ . - â - S - г  С ^ )



2 ^ = K - * V  6  / т  " - н  v~ 3 $ *  >* П * 2 Ч Т  '

r » . , ( - f ) * » H ( - l i V » , S A r F *

+ T ' V  • + т Ч г ■ \  'У + T-Z ,i ( -  т ^ )

2 0 - R. ^  .  D ^  O J L  c
2 t, ^ - 1  • )0 2 .4 '+ ^  Н02Ч- Г  (  ) +

+ 1 - 2 ,1 • ( " T ‘ ) + T - 2.2 ( - 7 - ^  T '2,4 T  ^
« Г

-, о  O  7  Г И O  Л. c  2 2 ^ \
" л ^“2 * £ + ^  “H * 3 3 If + Rv  0  + S _2 <5 ) v

J_
3 0

* T - i . . - i - 4 - > r - v ( - 5 - ) * T ' - w ( - * ' r )
Л ?

^  -  л Г  ^  p  и  „  /  Л 5

J K  . r  /  J ’ 5,

 ̂ Í? ^ 4 - 0
4Ő = T ; ^  i ö í g  '  14 < ' 2 0 4 *  T

+ T - v ( - f  ) + r - v ( - T ) + T - ^ -  «

S - 2 - ( - f ) ^

г

I t t  a h e t e d i k  e g y e n l e t b ő l  k iv o n v a  az  ö t ö d i k e t ,  a k ü lö n b s é g  

az  e l s ő  há rom  e g y e n l e t t e l  e g y ü t t  e g y  n é g y i s m e r e t l e n e s  l i n e á 

r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r t  k é p e z ,  a m e ly b ő l  R _£ , R_ i*  Ri  é s  s _2 

me g á l l a p  i t  h a t ó  :
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4 S  + 2 ? R 4 - < Э 6 У в - г  = -16

- б к У К - г - У Ъ - А  +2 7 И к+1ПS . г  H G

« S O ^ R - z  П л З ^ К . ,  +  W 5 ß , - 5 1 2 0 J S - i  ’ 2 S G .

~ \ n o S "  R -2  -б л У  * R _ , - 4 0 5  R ( (- 5H2 0 ^ SS .z  = - 2 S G

- é s  e z e k b ő l  a z  u t o l s ó  e l h a g y h a t ó ,  m e r t  nem f ü g g e t l e n  a r e n d 

s z e r  -  am elyhez  c s a t l a k o z i k  az  e r e d e t i  r e n d s z e r  n e g y e d i k ,  ö t ö 

d i k  é s  h a t o d i k  e g y e n l e t e .

Ezek a z o n b a n  s z i n t é n  nem f ü g g e t l e n e k ,  m e r t  h a t o d i k  egyen

letben T_ 2  T_ 2  2 » i l l »  T _ 2  3  e g y ü t t h a t ó i  é p p e n  -  75-----

s z e r e s e i  a n e g y e d i k  e g y e n l e t  m e g f e l e l ő  e g y ü t t h a t ó i n a k .  E z é r t  

az  e l s ő  három  e g y e n l e t h e z  még e g y  n e g y e d i k e t  c s a t o l u n k ,  am ely  

a z t  k ö v e t e l i  m eg , hogy az  ö t ö d i k  é s  h e t e d i k  e g y e n l e t  ne l e 

g y e n  e l l e n t m o n d ó .  í g y  az  e l s ő  há rom , t o v á b b i  e f ü g g e t l e n s é g e t  

m e g k ö v e te lő  e g y e n l e t b ő l  R_2 * R_j_, é s  S_ 2  m e g á l l a p í t h a t ó ,  

( s ő t  a = 1  e s e t b e n  R_^ s z a b a d o n  v á l a s z t h a t ó ,  p l .  0 - n a k ) ,  

m a jd  a n e g y e d i k  é s  ö t ö d i k  e g y e n l e t b ő l  a  T_ 2  T- 2  2 ’ T - 2  3 »

a m e ly ek  k ö z ü l  e g y e t  s z a b a d o n  v á l a s z t h a t u n k .  í g y  а  = 1 ,

e s e t b e n .л Г = 2  i l l .  л !Г =  I

R
“2 490

R - l  = ф  

R = 3 9 6 ?
1 G6I5

l l l e  "  4 9 3 6

i l l .  = 0

i l l  -  W 2 *4 6 3 3 5

i l l .  . - - * t
\ 2  b

i l l .  = ф

i l l .  = ^ f3 3 7 5i l l i l l
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4 A 4
S—2 = -140 111• = m ill. я - j y

T-2,l = 0 ill. = ф ill. я ф

T-2,2
6 2  

s 235 i l l  -  i 2 s111 • -  ~3025
u i.  = _ l02̂  

8 7 5
T 0 , ASG m . =--̂ QA Ul. .  --2,3 735 0075 2 G 2 5

A fentiekbe* csatlakozóan f ill. Df együtthatóinak azo
nosságából RQ ill. S0 is megállapítható. Valóban:

1 я  Rg R^.2 + 1 +

ill.

\  R,. -fr + So * S-; •

Innét
•ИЗ i l l .  . « в и р Р9111. я ----
2 7 0 2 6 4 3 6 0 4 3 S

U l .  ШМ 9 ü l .  я - 1 -4 80 87 42о 9 0

Újabb három egyenletet kapunk f’I^f ; f*Df ill. f*D^fJL Jw A
együtthatóinak egyeztetésekor:

+  T -Z ,1  ' T  + T^

СУ>г <yi 2-
, *r . t -  . y  9

+ 1 0.1 • о ^  0.2. ' +  I - «  • ~

У

b 2 ‘ 32
T  ^

4  T 2,3  • 3 2 "  4

3 2 <V 3 2
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4
G -  R - r

4-

4
|

й

R r â - ^ s . -2  ' C - v T )

+  T - ¥ • ( - л У ) + Т _ Л  1  
2,1 • 4 4 ^ ) + T - 2 , i  ‘

3
4 +-

+  T 0,4 ( - Л 1) +• T , . Г - i
V  4 ^ ^  + T 0 , i  '

3
4

4
■ R - i -

л Г  O ■и лУ ***
+ R ,  Ф  4  S

,  s z
4 2 0 2 4 -  +  R -< 4 9 2 -2  • ( -  —  '  G

+  ^ - 2 , 4
i - T '  + T - 2 , .  ' (

ЛЛ 3

> â  ) +  T -A 3
9

4 2 $

( - T ) + V - ( -
^  W t  •

3 8 4  '  V
9  .. 

4 2  2

+•

a l a p j á n  

62
T° » i  = ~-\5kbS

°»2 “ -15 4 35
S4 04 

T° » 3 ‘  4 5 4 3 $

i l l .  = 3 S § 0 ?  
3bbT~S~

. J g 2  21+
X S  * 2 $

6  2$  3  6  10  5* 2 2  Ц-
i l l .  = -------------  i l l .  = --  ?r-

2 9 9 4 4 ^

3  9 8 2 9  Í G 4 - Í G
i l l .  = —------------  i l l .  = ---------------

2 9 9 4 4 $  2 1 S G Z S

Ú jab b  e g y e n l e t  a d ó d ik  Df^. Df e g y ü t t h a t ó i  e g y e z t e t é s e  

s o r á n :

4 2 0
R _ . ^ +R- v t t f +R- ^ 4 F V

л Г 1 У
2 > ' t - m ( - , 4 î  ï f J V i 4* T - w ( -  .

f T “.> ( f i t } '  V ‘
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a m ib ő l

V -  ^ Q<^ —
1 "  1 2 Ъ Ы 0

i l l . Ф
(oG'l

ъ ъ о т -so

A k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n l e t  f ^ 2 Df i l l .  f ^ D ^ f  e g y ü t t h a t ó i '  

n a k  e g y e z t e t é s é b ő l  a d ó d ik :

9  ,

2  4-

л Г

л У 2

+  T -2 ,i  ' 2  +  r - 2 , i  3 2

9£>

л У 1
2 . 2 '  —  +■ Т -

л ?

■2 ,а 3 2

° ,1  32+■ ■ — + ТАЛ ■ — +• Тлг • ТГ~--*■
°tJ 3 2

* + V*. (-^ ) + V,. -%

i l l .
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a m ib ő l

V,
q s <31£С± 4 1  -

2 "  24-0-Í 4 0 9 5 0 4 - 3 “ 3 G 4 - S “OOÜ

4 6 2 4  3  
3 " g G H ^ G O

S 0 0 5 3 G
i l l .  = ----------------

3 2 9 U 2 2 S -
„ л 4 3 0 2 2  £

' m m s w
V , =

V égül f ^ D f  e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s é v e l :

-I „  ■h ^ 1'

П О  = W 'z '2.4- 
лУ 1

+  R h  +  R  а - Ф  +  S h  - ( - - g )  +

^  \  - r -  ( ?  --- I
“g" ' + To, \ ) + 4» • Ф  +

■ 3 2  
a m ib ő l

4- Vv  - 2 -5 32 + V2 -

W = ф  i l l .  as i l l .  = Ó
^  3 2 9 t f 2 2 S :  ^

F o r m u lá in k  t e h á t  l é p é s t a r t á s  (iT = 1 )  e s e t é n :

|< £  - 0 , о т С « > 1 + £  h f _ 2 + 0 | M 8 5 1 8 S b ( o  +  ? < 3 9 « Ц Х « Ь ^  +

+  0 , 0 2 > Ш Ш  Ьх Ь ^ о - 0 р 0 } Ш 2 № ^ Ь { - г~ V ^ i S S V v h 1'

f C f  и  '  f o )  -  0,2S2,OGU b ^ ; . z ( f - f e)-0pOW»6 í  t  W 

h^ ,x , o ( Í H ' f o ) + ' 0 | l t i tgXSG&Z^í 'Xi0. ( í . ( - ( ' 0 ) V a

+ 0,*6*у1*9П Кг  i 'x,Q (•(, - f o )  4 O.OiSHOSM h ^ 'x ^ - i  '
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•( - fo) + 0,0381-32>8GO h3f ’xjo ( i - 2 - ^ o )  +•
+ 0 ,0 4 S V S tZ 5 h 1' Î ' x , o ( Ç , - f o )  )

l é p é s f e l e z é s  e s e t é n  [ S  = 2 ) î

r-qOOiSltgSSG^ bÇ^2 +• 0,i*0GO485 Ь^о + О^ЗЬ'ЫОбУл^ _ 

- 0 (0 0 l ! b G S G b  Ьг 0 ^ 2 vO vO S m 8 $ ä b 1 D ^ o  - 0 v0sO24V33>Vi\Ç 'х^ г ( £ ,  -_Ç ^_

-  OjObbttS Я02И (  ^ -г  ( {  '-PoV 0|00S14Z>4S 1г»г^ о (-Р.г_ -Ço) +• 

4 -0 ,2 1 2 ^ 9 4 -  b2' f V voC r-l - i o ) ^ 0 kl3>29^G0>H"i'<1o C - f r - f o ) + 0 , 0 ^ ^ ^ û 3  

h^'^o ( f-г -f.)»0.«WK5S> W ^ o  f t ,  - < . ) - O^WísWlty&ff,-f.);
l é p é s d u p l i k á l á s  e s e t é n  (лУ= 1 /2 )  î

к = -0,-192 h f - 2 + O .S ^ S íS S I S b fo  + O ^ O G S m h ^  -  0 ,04Ь г b - f _2 f  

+ 0 , 0 ^ 1 1  baD f o  -  \4 ? Q 2  25 bl f  *x . 2 ( T _ - f  о ) - 0 Ш ) С ^  ЬгГ ' _I ' * X î *

f f ,  ■ -Г“ ) -  О ,о го в 2 0 б 5 *  Ц . г- f 0 ) ,  ^ а д м « » h ^ ' v . o ( 4 V f ° V

+ 01M 5 S 2 t « h z f ,x-,o f t H- f o ) +  0 0 0 ,9 9  8 Ш 2 Ь 3 £  - 2 ( 3 3 )

( f . , - f ° b  o ,o < t io 3 2 w v is 4"i i0  f t . 2 - £ , , ) ♦  о ,o s -k < » s s  

b3 f i  C f . - f o ) .

Á ttérü n k  m ost a k _ -b e n  s z e r e p lő  e g y ü tth a tó k  s z á m itá s á -s
r a .  E g y szerű b b , ha i t t  a m eg e lő ző  növekmény l é p é s k ö z é t  v e s z -  

szü k  a la p u l ,  é s  a m ost v é g r e h a j t o t t  lé p é s k ö z t  eh h ez v i s z o n y í t 

ju k  S  h a lak b an  ( l é p é s t a r t á s  e s e t é n  £  = 1 l é p é s f e l e z é s  

e s e t é n  £ =  ^  , l é p é s d u p l ik á lá s  e s e t é n  £ = 2 ) .  I t t  t e h á t  a 
0 in d e x  a b á z i s ,  az 1 in d e x  ig y  a

t  = - t °  + - L  h  3 x  * x 0  +- - ^ - b f  f- l ^ b f a la k ú ,
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és igy

h f ,  . h f  t  - i - v f b í  4 I j b Y . b í *  3 x h V f i ^ - h 4 t > f ;

J L
20M-8 П *  ( b f ^ W \0Z4r

h V f ,
1 1-

A 2 in d exre

h3 . ,  „ h1
t = t . + h - ,  * - - x 0 + b í '  + - | - D f  + ^ b I í i - ^ - f ' x b f

+  ^ D J i 4 ^ f ' x D3f v - f  N W t ^ n ' D Í * - - -

é s  ig y

b f i  .  h f  t  h‘t>í t  4 -  fX  b f  4 £ -  f  > 4 4  £  f ■;b f  f ' „  D3Í  *

4 £  í  X b ' f  4- g  f  ;  b f  « b f  t  £  f  > f  4 o l Í 4  

+ —- bf b f  X t  ~ b l f  D-f X + - J -  - f x x í b - f )  4- g-  D 3 f  +■

to v á b b á

VÍD^.h^f + h3 D(Df)+ £ ^ ( D f ) D f  4 ^ ( b f ) D2f  t 

+ T  ^ ( b f ) f ' x D f ^  b 4 b f ) t  ^ D ( f x ( b f ) ) D f  t  

+ £ b 3 ( b f ) f -  « tfbf +Ksb3í  4- V?f!x Df + bf Dfxt
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+ T 1 f i *  O f  t  Z4 D f '*  Dl f  + £  f  * D2f  t  ^  f ' x  D f ' x  D Í  +

+ T  f * Di + ^  D3f ♦ £ i'x D‘i  4- bs Dxf X Di *

Co

i  М П '

+  Y  f  XX ( b i ) 1 +  f  D 4  +  - £ - { > 5 i * . . .
h* ц

és

f ' x  + hDf'x + Y f X X  D f  1- Y  D2f X ■*-•••h  к г г '

Ilymódon a 3 indexű pontra

t  -  l o  +  ( 1  + y  5 ) 10 > ~  x 2 + -2- V iS 'i'i  -I- k f é ^ D - f í .  *

» x e ^  +  ^ J ) h f + £ b f  +  - £ [ > xf * - { f  f ' * b f  t

+ ^ D' f  +

+ Y  ^ h3 f  x Df + J  ^ h4f *  Dlf + y  S ^ i x  Df -*-••- 

+ |  ÍV?D"i + Y á'h',DiDf'xtY <Jws D3f  

+ f  *** t>‘f <■ J f  V f ' x  Df + | i  J V D f  Dfx t

+  6 K S  '” **'*■ D f  + á r  D3f  * á r  ^ ^ f ' x  D 2f  + ••••&k
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+  ( z V  I  * + £  * 2)  ^  ' ,  t > 4  *  ( 4  ■- f ^  f f 1*  W * D f  *

+ ( £ < • *  S r A f f W x b f * -

E s z e r i n t

6Ц-

h f 5 = h ( ' t ( H + i : c y ) h t t ) f t ( i - 4 | < 5 ' + ^ i 2) h J f ' x

* ( z  S l ) *  г* t>‘f  * (*  + â  *

* &  * jr-S *  W ^ * f  *(± * fÍ 4  l í > Y « V f  *

+[(-f «- 1 J  + H<5’1)t 0 + T ^ (e  4 i ' 5’+ +

+(ff * T s ' à  s '} * t>f * h'  02f  +в+1 s)(t  +

 ̂ á > 4 ^ 1b f  >* + 0 + T S№ § 3 4  W W *  b zf  ♦

+ T ' ( M 5 n T 5 i ) v í : x í t > f ) S Ú i i í l V b ’ f

-t ö4 i ) ‘( b T ä ' 5i ä > , '>‘f > f * <-!4 £ iV v f ^ .
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Egyenletcsoportjaink ugyanúgy alakulnak, mint a másik formu
larendszernél; egyetlen változás, hogy hatványsorát a
t s tQ + (1+í )h helyen kell tekintenünk. A z első hét egyen
let tehát l £ t ,  J ? t , D4f, DfDf£, DfD2f£ ill. f^ÍDf)2
együtthatóinak azonosságát fejezi kií

0  + S)3_ T . J_ .
----- ---------- 1 3 2  + T  T f  J  ' J + S r - -l

„  g i
1 W  ~ +  Tz ' G  + 1 ' + s

в + 1 * ) ъ  ЛA c .  ---
2.

* ^ ---------- t  *f.H2 0 * z O H $

0 + 5 ) ' ^  /Г. 2  У
H2-8 * v  - г + ^ n i ^ X M ^ s S V v - i -  «-

+ 4 < - т  * V <  + V Ő - *
о + з у

3 0
^  T\í-

1 9  , i  +
+ t l ,< ' 32 + ~*-1г  Z + T4 ’

G + Í S )

0»
\^
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0  + ^ ) s  
2 0 4 -1024 + ^ • i  + (iI2 ^ > (ï 4 I Jt-^  J3)+*2•-1

+ *=2,1 • i ‘ + 't 2 , i - x  + Ч з / т О  f i  s  )

О  + 3 y
40

= /Г Sí
л 2 0 4  X 

+ д • "

4
T  + 3 ‘ 2  ^ 2  *

4 . 1
V  2 + V  7

az H í + £

32

r e l á c i ó t ,  to v á b b á  a k é t  u t o l s ó  e g y e n le t  k ü lö n b s é g é t  k é p e z v e ,  

az i s  azon os a h a rm a d ik k a l. Egy e g y e n le t  t e h á t  i t t  i s  e lh a g y 

h a t ó .  íg y  k ü lö n  k e z e lh e t ő  az e l s ő  három é s  a n e g y e d ik  é s  ha

t o d ik  a z o n o ssá g á t  m e g k ö v e te lő , továb b á  a n e g y e d ik  é s  ö tö d ik  

e g y e n le t :

2 f  'Г, f z 9G  4£ » -/£ ( - /*  3

2 ?  'Г, 4 £ 4  S2 = (-Í 4 J ) 4

40b  1‘i 4 42 SO t 2 4-12X 0(1 4 ^ -  J / *  ^ t v ^ O  = 2 S G  (-1 - < J ) S 

5 4 0  ^  4 í 2 2Ú 4  l 2 S O( - {  +  2 ^ ) S ^  + S S 4 0  s z  -

-  320(4  4 à")4,  + -12X0 r2 4 12SO (-14 ^ <5’)h 4 3
4

4- S í  2 0  s 2 - 2 S G  ( 4  + J ) s^

am ib ő l a 1 ,  j  i l l .  2 -n e k  m e g fe le lő  é r té k e k
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a m ib ő l

t  -  3 0 ?
2 - 1 ■ ~ H í 5 ’

i l l . 6 3Ï3
Hl<M0

i l l . H3S-S
Г

30 V  
Zit О

i l l .
G 3 * 3
1 9 2 0

i l l .
Z Q 39-

HO

*i l l i l l
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E zek  i s m e r e t é b e n  f  i l l .  Df e g y ü t t h a t ó i n a k  ö s s z e v e t é s é b ő l  

r Q i l l .  s Q i s  m e g á l l a p i t h a t ó :

(■f + < J ) = ' T 0 +  nr.,. + ^ 2.

i l l .

^  2~   ̂ = ^  +  T z. "1 ^  0 ^ 3 ‘ ) + S o  'l t S ^ - l

a m ib ő l

Ü t
4 S

i l l .
6 ^ 3

<9

i l l .
3

320
i l l . 629

30

Ú jabb három  e g y e n l e t  a d ó d ik  f*  D f ,  f * D2 f
A  A

e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s e  r é v é n :

i l l .  D^f

0  + <5)3 
G V 5 Г  f  4 -

4
2 + V т 0 ^ - 5 ) 4 s 2 M f

+ 2
z
4 + t 2 1 . -1 + Ч з ‘ 0  +

+ ^ 0(1
3
4 ■ + t 0|1 "I 4 0 *

( U S ) 1*
2 4 ■ Ф +- *2 ' G■ 4  T-, /  \ 3 T 9

>-<C + J 3 ' n
< 4 ) t  s 2

*
9_
31 и  . 1  Ч 2 2 t 4 *  •
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, 9 I ±  I
t  °i4 ’ 2>2 ^  °(2- ' 2 f  t 0,* Ю ч 5 )1 ,

" V  ^  + V  Д ;  + v ( ï i  , ? г )  +  5г  +

^ ' í f f  +  Ч г - ' Т  +  Ч * ' е  O Í  ^ ) 5 +

+ Ч 1 U S  C,■*■ 4  0  + 1
b
;

amiből 

*0,1 = 32 П ill. 111. = - з д ц  6
'ISO T 2 0 0 2H

U l. = ill. = £ i Ü L0,2 n o ^ 2 0 1ST

t„ , - Ш 48ill л ill. - - /<:H^o,3 - Ъ\S г** S 2 T

Újabb egyenlet adódik együtthatói egyeztetése so
rán:

} ß ± _ S ) _ s
П О

+<̂ f  5 + l;5't) ] + v ! - + v H  1_Ч,гт +

V ( f n T r > M i + x W

[ | ( 1  + |  J ) 3 +  - j ( U - ^ J )  ]  t  va  ■ y  )

amiből

V5
2 G W  
2 8  8 0

ill. 4 ^ 2 9  
2Ь 0 4 0

ill. -Ю-ЮЗ
3 G 0
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Ú ja b b  k é t  e g y e n l e t e t  s z o l g á l t a t  f * 2 Df i l l .  f » 2 I ^ f  e g y ü t t -a  JL
h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s e :

2 h- •*< • - / 1 Î
+ ' V c r n

+ i °'2
Ч 1 4 

' 2 f T0,b ' T

■ 4
• s f fSZ. 4*

— + t • —2 + 4 *  2

Ы

3

+  • T  + V  T  +  ̂ ;

0  + <$)!
n o = *4 - Ф  + тг j í  + ^  ^  + ^  Sz ‘ ^14- г

_9_
Gif-

t

f t °f-'Ф  + t 0 | i ' g -  + t 0 ,i ( ? t l < J + 3 l ' í 2 ) f  

+ t ^ '  ^  + * ^ , з  ( ^ Г ? + з 1 ^ г ^

+ U i ' é -  + u ’ ^  4 V  У  i

a m ib ő l
S í i  8<3 2> 2 8 9 0 9  9  >

* " 1 2 6 Ï - 2 0 0
< 3 8 < í 8 = h

i l l .  = — ----------
< 8 0 0V1 * 2 0 - 1 6 0

v 0 = m o i n .  = -  S 1 G S < 2 .9 0 9 0  i l l .  = -  ---------- a2 -lO S U 4 0 0 > Г
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Végül Df együtthatóiból

■120 = t  -4  + ^  ■ -j ï  ( é t + i  Sz 1  4

+ * o , ,  - 4  + t v - i  + t  Ú(J ■ (■£ +  т 5 + д ^ 4'

■‘ t i . i -  4  +■ t i , i  • 7  + * i , i -  ( c  +

9 - 1 9  3t —  + v L - J  + 32_ 4- w  • ^  )

amiből
w

és igy formuláink: 
lépéstartás esetén

k3 -  3 0 , î¥ O H h f<  - 2 J , G h f i  -2 ,?V 0W i0}V hfo  -  

-  0 , > S S S S  S S S  h1 b f  о + S , í  bl  b f  г. -  U , 2 0 S r f S  0 

И г ^ З О Г Г Ь ^ х , o ( - f t  • f o  ) t 0 1k O C S 4 ' 3 S h Y XiOC f J -  ( 5 4 )

- f o ) - i , > o s - s s - ^ h 1f , x- i i  ( ^ - i ^ + y m S G e h V  x , i  C í t - f - ) *
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lépésfelezés esetén

ks = 0 ^ $ G 2 S h f o t S.Zh-f* Ч,*ГС2ГЬ.р2 - 0(00<ЭЗ>Г 

hz D-Ço tO jS S O G Z S 'h ’- b ^  - G (J W %  ̂ ,x(o ( - f i - f o ) + ^ g ^ ^ 0 ^

Ьг f 'x.o ( í i -  f o ) +  0,1>‘ib-Uhif',,o Ь^х.г
(3 5 )

( f ,  - í ' o )  -  5,31*32? 0 8  h Y ' x , 2 ( í 2 -  f o )  1 2 , 2 3  l i t  O Í 4 h 5 

f ' x , o ( í - - W - ^ 2 2 > 2 h 3 f ; i0  ( f , - f 0 )  +

+ 0,1922309 h1* ^  (Í.--T»)i

lépésduplikáláa esetén

ka = -  >3,88888 h f o  + 891,2 8?8SV,Ç, -S12,SViíz -  

- 2 0 , 9 6 6 ő £  W- D f o  + - n > , 4 0 ^ 6 h l -f’x,o ( í  --fo)t

+ 1>2,93 3 3 5 * Т х , о  (•f1- f o ) - 0 ,8 0 l9 0 6 V  h^'x.o ( Í j  - f  o )

- 2 H  ,6hl f'x,г. ( í ( - í o V ^ O i l> h Y x |1( í 2 - f o ) f S i i r ,32611 (í6)

К -f x ,o  ( í ,  -  - fo)  ~ 3 X > ,9 i< 6 S  h s -p x ,o  ( Y “ -?») — 

-2 8 ,0 6 3 8 8 3  h Y 'x . i  ( { < - M .

A fenti formulák alapján mármost a következőképpen jár
hatunk elx a kezdőintervallumtól eltekintve - erre még vissza
térünk - az egyes részintervallumok végpontja és kezdőpontja 
(ill. a megelőző rész intervallum kezdőpontja) közötti függ
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vényértéknövekmények

Л к °> = <  ( t i  + h ) -  *  ( t e )

ill.

Д  x (̂  = У- ( t-, л Ь ) - jc (4L- ^ h  )

számára két-két közelítés áll rendelkezésünkre, -et
ti. az ötödfokú pontosságú к és a ne gye df okú pontosságú к 
közelítésben is ismerjük; A  Jc^ -t viszont a (4Ö-v^hj io *b) 
intervallumot egy lépésben áthidaló ötödfokúén pontos к ésШЛa megelőző lépésben számított ötödfokú pontosságú és a
Лк összege is közelíti. Kettős ellenőrzésnek is alávethetjük
tehát A  pontosságát és ennek révén h megválasztását,

л
Egyrészt I к - к I elég pontosan jellemzi к hibáját és Így
általában nyugodtan tekinthetjük elég sokszor differenciál-

лható f esetén к hibája "erős” felső korlátjának. Másrészt 
a klasszikusan alkalmazott hibabecslő módszer mintájára a

A x í  * • O ^ ) 6 + k r

А  к 1 = Cz • + Q

A  KCt) -  Oa, • (  ■+

relációk felhasználásával a szokásos módon, C^, és egy 
közös C-vel való helyettesítése révén adódik hibáját-
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n a k  b e c s l é s é r e  а

6^Г5 + 1 5 5 1,'+20-9'5 + 1 5 5 'г + 6тУ '

r e l á c l ó o  На t e h á t  h i b á j á t  a

H * m a x  { I  Ù -к  1}  (G„ У \ 2 0 » У +  б л Г ) ' |Crtî-l< ,|]

r e l á c i ó v a l  b e c s ü l j ü k ,  a s z o k á s o s  e l j á r á s n á l  lé n y e g e s e n  b i z 

to s a b b a n  b e c s ü l j ü k  f e l ü l r ő l  a h i b á t ,  m e g s z ü n te tv e  a k é t s z e r e s  

l é p é s k ö z z e l  j á r ó  tú lm u n k a  j e l e n t ő s  r é s z é t  i s .  Hogy a  s z á m i tá s  

i s m é t l é s é t  i s  l e h e t ő l e g  e l k e r ü l j ü k ,  h  é r t é k é t  a s o r o n k ö v e t— 

k e z ő  lé p é s b e n  l e f e l e z z ü k ,  h a  H a m e g e n g e d e tt  h ib a  ^  - s z e r e 

se  f ö l é  n ő ,  é s  c s a k  a k k o r d u p lá z u n k , h a  H a m e g e n g e d e tt  h i 

ba ----- a d  r é s z e  a l á  c s ö k k e n . I ly m ó d o n  a k l a s s z i k u s  m ó d s z e r

n é l  ad ó d ó , j e l e n t ő s  tú lm u n k a  n a g y r é s z é t  m e g t a k a r í t j u k  é s  á l 

t a l á b a n  n a g y o b b  b iz to n s á g g a l  d o lg o z h a tu n k ,  m in t a  k l a s s z i k u s  

e s e tb e n .  Az e x a k t  h i b a b e c s l é s r e  e g y  k é s ő b b i  d o lg o z a tb a n  még 

v i s s z a t é r ü n k ;  ez  azo n b an  c s a k  e l m é l e t i  é rd e k ű  k é r d é s ,  h i s z e n  

j ó l i s m e r t ,  h o g y  a  g y a k o r la tb a n  az ig y  adódó  b o n y o l u l t  b e c s l é 

s e k e t  nem t u d j u k  h a s z n á l n i .

Ami a k e z d ő  in t e r v a l l u m o t  é r i n t i ,  o t t  c s a k  a m e g a d o tt
A

ö tö d fo k ú  p o n to s s á g ú  к  é s  к  e l t é r é s é r e  s z o r í t k o z h a t u n k ,  

i l l .  s z ü k s é g  e s e t é n  a f é l l é p é s e s  s z á m i t á s i s m é t l é s s e l  e l l e n ő r i z 

h e t jü k  к  p o n t o s s á g á t .
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M e g a d o tt f o r m u lá in k  c s a k  m in tá n a k  s z á m í ta n a k ,  h i s z e n  

h a s o n ló  e l v e k  a l a p j á n  ö l e lk e z ő  f o r m u lá k r a  tá m a sz k o d ó  h a t o d -  

h e t e d -  s t b .  fo k szám u  k ö z e l í t é s e k e t  i s  l e h e t  k o n s t r u á l n i »

E z e k re  e g y  k é s ő b b i  m unkában té r ü n k  v i s s z a .

A k i d o l g o z o t t  fo rm u lá ik  e r e j é t  é s  a  h i b a b e c s l é s  é r t é k é t  

a  3 .  t á b l á z a t  é r z é k e l t e t i  I

4 .  § . A s z i n g u l á r i s  h e ly e k  k ö r n y e z e t é r ő l .

M in t a b e v e z e té s b e n  i s  e m l í t e t t ü k ,  a  z é r u s h e ly e k  k e r e 

s é s é n e k  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l  t ö r t é n ő  m e g o ld á sa  e s e t é n  o ly a n  

t i p u s u  s z i n g u l á r i s  h e ly e k  k ö r n y e z e té b e n  okoz a j a v a s o l t  mód

s z e r  p ro b lé m á ik a t, a h o l  az  ( i ) r e l á c i ó  a l a p j á n  adódó

d x  d t  
d i  *

9 >
e g y e n le t  jo b b o ld a l á n  -n e k  z é r u s h e l y e  v a n . M e g e m lí t jü k ,

Э х
h o g y  g y a k o r l a t i l a g  m ár e z e n  z é r u s h e ly e k  k ö r n y e z e té b e n  i s  k o 

m o ly  n u m e rik u s  p ro b lé m á k  m e rü ln e k  f e l ,  m e r t  a m e g f e le lő  p o n 

t o s s á g  e l é r é s é h e z  a s z o k á s o s  R u n g e -K u tta  m ó d sze r a lk a lm a z á s a  

e s e t é n  t ú l  " f in o m "  l é p é s k ö z t  k e l l  h a s z n á l n i .  M in d e n e s e tr e  a 

3 « § .- b a n  k im u n k á l t  fo rm u lá k  i l y e n  p o n to k  k ö r n y e z e té b e n  so k 

k a l  h a tá s o s a b b a k  m in t  a R u n g e -K u tta  m ó d s z e r .  E z t  j ó l  é r z é k e l 

t e t i  a  2 - 3 .  t á b l á z a t .  A s z i n g u l á r i s  h e ly e k  k ö z v e t l e n  k ö rn y e z e 

t é b e n  a zo n b a n  e z  a m ó d sze r s e  v á l i k  b e .
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Az a l á b b ia k b a n  e z é r t  f e l t e s s z ü k ,  h o g y  az 

X = f ( t , x )

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  o ly a n  ( t o ,x Q) p o n t  k ö z e lé b e n  t e k i n t 

jü k ,  a h o l  f  v i s z o n y l a g  n a g y o n  n a g y , s ő t  e s e t l e g  | f |  —»• *=>0 

ha ( г , х ) —r ( t Q, x 0 ) é s  a m e ly n ek  k ö r n y e z e té b e n  f v i s z o n y 

l a g  g y o rs a n  v á l t o z i k .  C é l s z e r ű  e k k o r  a

Ш. = f ( í ,x )  =

e g y e n l e t e t  t e k i n t e n i ,  a z a z  f e l c s e r é l n i  -  l e g a l á b b  i s  f o r m á l i 

s a n  -  a k é t  v á l t o z ó  s z e r e p é t .  A k é t  v á l t o z ó  s z e r e p c s e r é j é t  

a z é r t  n e v e z z ü k  f o r m á l i s n a k ,  m e r t  v ég ered m én y b en  A  t  é r t é 

k é t  t e k i n t j ü k  a d o t tn a k  é s  А  У к  é r t é k é t  k e r e s s ü k  to v á b b r a

i s .  (I ly m ó d o n  -  ép p en  m e rt a  h a s z n á l t  R u n g e - K u t ta - t ip u s u  e l 

j á r á s  m agasabb  fokszám u -  lé n y e g é b e n  a N ew to n -R a p h s o n - f é le  

e l j á r á s  m ag asab b  fokszám a p o lin o m m a l t ö r t é n ő  m e g v a ló s i tá s á n a k  

m e g fe le lő  m ó d s z e r r e  j u t u n k . )

A le g e g y s z e r ű b b  l e h e t ő s é g  m árm ost az  a k é t  v á l t o z ó  f o r 

m á l is  s z e r e p c s e r é j é n e k  m e g v á l t o z t a t á s á r a ,  hogy  t é n y l e g e s e n  a

ï ïx  = T r f e 7  = s ( t , x )

e g y e n le tb ő l  in d u lu n k  k i ,  é s  e r e d e t i  f o r m u lá in k a t  h a s z n á l j u k ,

f ig y e le m b e v é v e  x  és  t  s z e r e p é n e k  f e l c s e r é l ő d é s é t  (e z
Q  Q

te r m é s z e te s e n  a z z a l  j á r ,  h o g y  D h e l y e t t  a  D = ----  + qЭк 4 dt
o p e r á t o r t  h a s z n á l ju l^ .  M e g ta r tv a  а к  é s  h  j e l ö l é s t ,  fo rm á

l i s a n  a
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Hi =<3ii< + Dqici) к г+ ....

н * =  ( E u <5 ,  + Е ; г ^ - ' - -  + Е и Ч 1 ) к + А > Ь < ^ 1 Л .

H   ̂ 2  R i h  ;

fo rm u lá k b ó l  in d u lu n k  k i ,  de nem к ,  hanem  h^ é r t é k é t  v e s z -  

szü k  f e l ,  e b b ő l  s z á m í t ju k  k i  az e l s ő  e g y e n le t  a l a p j á n  к  

é r t é k é t ,  m a jd  e z  u tó b b i  a la p já u l  h^1, hg s t b .  i l l *  h  é r t é 

k é t .  ( í g y  t e r m é s z e te s e n  se  h ,  se  к  é r t é k e  nem i r h a t ó  e l ő r e  

e l ő ,  s ő t  h  kom plexnek  i s  a d ó d h a t}  é p p e n  e z é r t  nem h a s z n á l 

h a tó  a k é t l é p é s e s  ö tö d fo k ú  e l j á r á s  s e ,  h i s z e n  o t t  a k é t  l é -  

p é s b e n i  k - é r t ó k e k  v is z o n y á n a k  i s  a d o t tn a k  k e l l e n e  le n n ie *  

(M e g e m lít jü k  e g y é b k é n t ,  h o g y  ez u tó b b i  p ro b lé m a  á t h i d a l h a t ó ,  

m e rt a v á l a s z t á s s a l  i s  é l h e t ü n k . )  J ó l l e h e t  a f e n 

t i  f o r m u la r e n d s z e r  i s  h a s z n á lh a tó  e l v i l e g ,  l é n y e g e s  h á t r á n y 

nak  k e l l  t a r t a n i  a z t  a t é n y t ,  h o g y  h  nem i r h a t ó  e l ő ,  e z é r t  

eg y  más m ó d s z e r r e l  é lü n k .  A k é t  v á l t o z ó  s z e re p é n e k  f o r m á l i s  

f e l c s e r é l é s é t  nem a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  k ö z v e t l e n  t r a n s z f o r 

m á c ió já v a l  é r j ü k  e l ,  hanem  az e r e d e t i  fo rm u lá k  i n v e r z i ó j á v a l .  

E közben f e l l é p n e k  ^  d e r i v á l t j a i ,  é s  e z e k e t  h e l y e t t e s i t j ü k  

g d e r i v á l t j a i v a l .

E r e d e t i l e g  t i .

xL ill. (39 Г
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a la k ú  f o r m u lá k a t  a d tu n k  m eg, a h o l  a z  a .  , - e k  á l l a n d ó k b ó l  é s  

az f ^ - k  l i n e á r i s  k o m b in á c ió b ó l é p ü ln e k  f e l ,  az  a^  2 - k  h a 

s o n ló a n  á l l a n d ó k b ó l ,  D f^ -k  ü l *  ££  j  í f j l  l i n e á r i s  

k o m b in á c ió ib ó l ,  s t b .

M árm ost e fo rm u lá k b a n  e g y f e l ő l  az  e r e d e t i  x  = f ( t , x )  

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  n e l y e t t  a t*  * ^  = g ő x , t )  d i f f e r e n 

c i á l e g y e n l e t  j o b b o l d a l á r a  tá m a sz k o d u n k , ami a z t  j e l e n t i ,  hogy

a s z e r e p lő  f . f ü g g v é n y é r té k e k e t  — - v e i  h e l y e t t e s i t j ü k ,  t o -  
J g j

v áb b á  f ig y e le m b e v e s s z ü k  a

bfj =D (q( ) = g t ^  4 f /9j< y j  ‘  д(ч ( э х ^  +

( 40)

i l l .

2 . ±
3 *  9 j

( 4 i )

r e l á c i ó k a t  ( e z  e d d ig  t e r m é s z e t e s e n  c s a k  f o r m á l i t  á t a l a k i t á s ) ,
«

m á s r é s z t  a z o n b a n  a k . s ' V . f h )  fo rm u lá ik ró l á t t é r ü n k  az  i n -  
. - 1  1 1

v e rz  h  = Y  i  (k ^ )  f o r m u lá k r a ,  é s p e d ig  o lym ódon , hogy  u tó b 

b ia k  h a t v á n y s o r á t  t e k i n t j ü k ,  é s  a z t  o ly a n  p o n to s s á g n á l  c s o n 

k í t j u k ,  m in t  a m ily e n  p o n to s s á g ú  a h a s z n á l t  t e l j e s  f o r m u la .  A 

(3 9 )  a l a t t i  fo rm u lá k  i n v e r z  fü g g v é n y é n e k  h a tv á n y s o r a  j ó l i s 

m e r t  a la k ú  ( 1 .  p l .  [ 7 ]  ) ,  é s p e d ig  a
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k i f e j e z é s b e n  ( a h o l  ° k i  v ag y  k ^ t  v a g y  k * - o t  j e l ö l i )
г

/ -1 . j  . / .  2  a i , 2 - a / , y a ; (j
■ V ő -;« > ' V - s - ?  > * 4 »  * — ^ “ 7 -----------

3 2 V Z.
./ . 5<*i,iQi,2 a ; , i  '  S a , , 2  -  от/, y Q |>  .

^  út i , i г '  a , ; * «

-Q/A q <7 * 3q'7 ~ 2 ' la i / 1 Qj,z a  t,3 1 a j . j a  űz  а , \ г  + ^ / А ; з  .
Qí. 9 i,e " a  . « (^3)

V* ° Ч у

i  Г 2 г * 2 *»
Q/,» j-Sb-a/' iQ/'i  Q,]z - f á a j z  -2 % a is  1,Ь"СЧ , 1  Q / ,6

s t b .  Ha i t t  e lv é g e z z ü k  még az  f - e k  g - k k e l  t ö r t é n ő  h e l y e t t e 

s i t  é s ó t ,  a k k o r  -  a m in t e z  ( 3 9 ) - b ő i  i l l .  ( 4 3 ) - b é l  l e o l v a s h a t ó  -  

<x£̂  ^ i l l .  oC  ̂ 2  nem t a r t a lm a z  n e v e z ő jé b e n  g^ t ip u .s u  

s z o r z ó f a k t o r t ,  c s a k  a to v á b b i  t a g o k .  C é l s z e r ű  e z é r t  a  (4 1 )  

a l a t t i  ö s s z e g e t  ig y  a l a k í t a n i :

b V S <  Чкп u > */4,z A ‘T f m  V 4 *  ^
U;

V<9
О. . »M

4 / Ч  т  ■ .m-2 4

$( (•)

(4 4 )

E fo rm u lá k b a n  а  /А; j - k  o ly a n  k i f e j e z é s e k ,  am elyek  á l 

la n d ó k b ó l ,  a g . - k b ő l ,  D g .- k b ő l ,  g x , . - k b ő l  te v ő d n e k  ö s s z e ,
J J J

é s  k o r l á t o s a k  m arad n ak  / "f j o) |~ *  00 a z a z  — * °  e s e t é n  i s .

M in thogy  a h a rm a d ik  t a g t ó l  k ezd v e  a t ö r t e k  n e v e z ő ib e n  f e l l é p -
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n e k  a  h a t v á n y a i ,  a (4 4 )  a l a t t i  f o r m u lá k a t  to v á b b  a l a k í t 

ju k ;  az r A v . - t  t a r t a l m a z ó  t a g o t  ( к - u i i  ° U , z ) dr~j <̂ l (•) '  7 ' 1 ' U í2-
e g y  a lk a lm a s  á l l a n d ó s z o r o s á n a k  l e v o n á s á v a l  t á v o l i t j u k  e l ,  a 

to v á b b i  t a g o k a t  v i s z o n t ,  a m e ly e k  Д - - n a k  ' r ^ - l - e d i k  h a t 

v á n y a i t  t a r t a l m a z z á k ,  a

/ I  û , a , z \ ̂  ^
( h ?jV; U i ~ / Ч , г  u i )  *м7Гг^

к ;

k i f e j e z é s  a lk a lm a s  ( r - t ő l  fü g g ő )  á l l a n d ó i v a l .  E zen  á t a l a k í t á 

so k  e lv é g z é s e  u tá n  v é g ü l  i s  a jo b b o ld a lo n  három  t a g  ö s sz e g e  
о г »

m a ra d , a m e ly e k  k ; - e t ,  U • - t  i l l .  á l l a n d ó t  t a r t a lm a z n a k ,  

b a l o l d a l a  p e d i g  a

Ï -
Я 1 ( 0 ° k t - A i t

* i z
(4 5 )

v á l to z ó  h a tv á n y s o r a .  M in th o g y  T  ? ö ( ° U  J  é r v é n y e s  (4 2 ) s z e 

r i n t ,  s ő t  í j  e s e t é n  i s  é rv é n y e s  m a ra d , a z é r t  ez  u t ó b b i t

a h a s z n á l t  fo rm u la  f o k s z á m á tó l  fü g g ő e n  c s o n k í t j u k .

Ami az  adódó  fo rm u lák ; h a s z n á l h a t ó s á g á t  i l l e t i ,  a z t  k e l l  

m e g je g y e z n ü n k , hogy a m en n y ib en  a t e k i n t e t t  i n t e g r á l g ö r b e  c s a k  

e r ő s e n  m e g k ö z e l í t  e g y  i z o l á l t  s z i n g u l á r i s  h e l y e t ,  v a g y p e d ig  

v a la m e ly ik  b á z i s p o n t  i l y e n ,  de a t ö b b i  f e l l é p ő  b á z i s p o n t  e l ő 

r e  m e g h a tá ro z h a tó a n  nem a z ,  a k k o r  h a s z n á l h a t j u k  az  e g y sz e rű b b

(2 4 )  -  (3 1 )  -  (3 3 )  t i p u s u  f o r m u lá k a t ,  c s a k  a r r a  k e l l  v ig y á z -
o

n u n k , h o g y  m in d azo k  a k ^  k i f e j e z é s e k b e n ,  am e ly ek b en  

e g y á l t a l á n  f e l l é p  a s z i n g u l á r i s  h e ly r e  v o n a tk o z ó  t a g ,  ^
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t a r t a l m a z z a  a m e g fe le lő  f - é r t é k e t  (e z  a  k ^ - o k a t  i l l e t ő e n  a u 

to m a t ik u s a n  t e l j e s ü l ,  a  k ^ -k b e n  p e d ig  s z i n t é n ,  h a  a s z i n g u l á 

r i s  h e l y  nem a 0 in d e x ű ;  h f Q- t  v i s z o n t  s z a b a d o n  c s o p o r t o s í t 

ju k  a z  e g y e s  k i k h e z ) .  Ha v i s z o n t  b i z o n y t a l a n  a  s z i n g u l a r i t á s  

h e ly e  (2 5 )  t i p u s u  f o r m u lá b ó l  k e l l  k i in d u ln u n k ,  a h o l  e g y -e g y  

fo rm u lá b a n  c s a k  a zo n o s  in d e x ű  h e ly e k  f o r d u ln a k  e l ő .

P é ld a k é n t  az  á t a l a k í t á s  s z e m l é l t e t é s é r e  b e m u ta t ju k  a  n e 

gye d fo k ú  (2 4 )  i l l .  ( 2 5 ) - t e l  k a p c s o la to s a n  a s z i n g u l á r i s  h e ly e k  

k ö r n y e z e té b e n  a lk a lm a z a n d ó  á t a l a k í t á s t .

M in d k é t f o r m u la t ip u s n á l  k^  é s  k ^  a z o n o s  á t a l a k í t á s b a n  

v e s z  r é s z t ,  m e r t  c s a k  e g y  i n d e x t ő l  fü g g ő  ( a z a z  e g y  m eg h a tá 

r o z o t t  h e l y r e  v o n a tk o z ó )  ta g o k  s z e r e p e ln e k  b e n n e . Ugyanez ig a z  

a m á so d ik  f o r m u la t ip u s  f o r m u lá j á r a  i s .  E z e k e t  t e h á t  a z o 

n o s  módon k e z e l jü k :  k i i n d u lu n k  a

k i f e j e z é s b ő l ,  a m e ly re  az  i n v e r z i ó s  f o r m u lá t  a lk a lm a z v a ,  a
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( < ,2 о  ; , з  f  x i i d i ( b f j ( i ) )  5 a \ , z  ( D f i  ( 0  a< >  ,,

V ^ 7 7 T ^  a ; / f , 4 o  '  < « f / w

/ ^ Q |,z  (C>4 jc*))*1 (ŐQi~,zú i> f*.<c.#A'<')) 3a-i.s-fy,i('~j CD(íq))

\  “ ; , U ï t o  V f J )  a v f ^

2H a,',i a.',) f  \ ,f  + . . . .
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“ U ;

.г. чг

) -
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 ̂ ,  a ,  ̂ , T  ^  U; - ^ t . i  U ia h o l  a b a l o l d a l o n  a p o n t o z o t t  r é s z  a 1 = ---------L-r-;— :------ !-------------
C

v á l to z ó  m ag asab b  h a t v á n y a i t  j e l ö l i ,  a m e ly ek  a n e g y e d fo k u  p o n 

t o s s á g  m i a t t  e lh a g y h a tó k »

Á tté r ü n k  m ost a (2 4 )  fo rm u la  k ^ - t  m egadó t a g j á n a k  á t a l a -  

k i t á s á r a .  A m ennyiben i t t  a •fc . r t Q + — U ч y = y . + U*1 Ц ' Л О ’

h e ly  a s z i n g u l á r i s  -  v ag y  k ö z e l  s z i n g u l á r i s  -  h e ly  (e z  a k e 

v é sb é  v a l ó s z í n ű ) ,  a k k o r  az i n v e r z ió  r é v é n  e l ő á l l ó  fo rm u lá b a n ,

'г' г £  4 4  ^  4  u  *■

D í . 4 U o 0 - ^ ) T u U

-b a n  k ö z v e t l e n ü l  e lv é g e z h e t j ü k  a

!e y

s  = 1 t r a n s z f o r m á c i ó t .

ч
a d ó d ik ,  ami k ö z v e t l e n ü l  h a s z n á lh a tó  k ^  m e g á l l a p í t á s á r a .

Ha v i s z o n t  ( é s  ez az  á l t a l á n o s a b b ) ,  a t Q,x o h e ly  s z i n g u l á r i s  -
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v a g y  ez  i s ,  a  t ^ x - ^  h e ly  i s  k ö z e l  s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  k ^ - e t  

é s  k ^ - t  á t  k e l l  a l a k i t a n i ,  p l .  o ly m ó d o n , hogy  k ^ - b e n  h£0 

h e l y e t t  c s a k  _ p l .  -  - | - h £ ö - t  v e s z ü n k  f ig y e le m b e  ( a z a z  e k k o r
5

( 4 6 ) - b a n  a-ĵ  д  = , k 2 - b e n  p e d ig  g  h f Q- t  ( f e n n  k e l l  á l l n i a

t i .  a Í i _  . _L  b i o  + “  • 4 " Ц °  = r e l á c i ó n a k ) .  íg y
2  T 11 V 4- Xu 2.V 8

k2 = (  I  f °  + W + ^  f  _ í ° ) )  ^

a z a z

h  =

t W
-

Ç o ) ( z
u t  *

о , 1  .  Cit e f  °  t  -  ( о ) )  ! 11

+ 2  ( l f . 4 4 *  г

E lv é g e z v e  a  m e g f e le lő  á t a l a k í t á s t :

^ = ^  z,< и гГ+ ^ 2 i  t ^ 2í “ г +ь *

4°
a h o l
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*e( H + i )
1  4 _ 3 Í  
« <í .

<А г''
ТГ + T 4 ^ )

( 3 +  3 ? y
8 “3< )

Т г



-  174

1 i l
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S 6 S s
■ S T *  ) 3

I t t  m ost m ár u g y a n a z o k a t  a z  á t a l a k í t á s o k a t  v é g e z h e t jü k  e l ,  

m in t  a f e n t i e k b e n ,  é s  i t t  i s  a (4 7 )  a l a t t i  k é p l e t h e z  ju tu n k  

e l .

As e lő z ő e k b e n  m e g a d o tt fo rm u lá k  p o n to s a b b  h i b a b e c s l é s é 

r e  e g y  k é s ő b b i  m unkában v i s s z a t é r ü n k .  Az a lá b b ia k b a n  c s a k  n a g y 

s á g r e n d i  b e c s l é s t  adunk é s  e n n e k  a l p p j á n  a g y a k o r l a t i  h ib a b e c s 

l é s  m ó d já t i s m e r t e t j ü k .  T együk  f e l  e l ő s z ö r ,  hogy  a (3 9 )  -  (4 4 )  

a l a t t i  f o r m u lá k a t  nem s z i n g u l á r i s  h e l y  k ö r n y e z e té b e n  a lk a lm a z 

z u k .  E kkor h  é s  к  a z o n o s  n a g y s á g re n d ű e k , a z a z  k r  & "(h ) 

é s  h = (? (u )is  é r v é n y e s .  I l y e n  f e l t é t e l e k  e s e t é n  az i n v e r z i ó s  

fo rm u lá k  a l a p j á n  adódó t e l j e s  v é g t e l e n  s o r o k a t  f ig y e le m b e v é -  

ve к  r e s p .  к  h i b á j a  O’ G) n a g y s á g re n d ű . Ha

t e h á t  az i n v e r z i ó s  f o r m u lá k a t  úgy c s o n k í t j u k ,  hogy  az  ö tö d f o 

k ú n á l  m agasabb  fo k szám u  t a g o k a t  nem v e s s z ü k  f ig y e le m b e ,  e z z e l
„  / V

к  i l l .  к  e g y e s  ö s s z e t e v ő ib e n ,  é s  ig y  ra g a b a n  к - b a n  i l l .

к - b a n  i s  0 ' ( U Í )  n a g y sá g ú  h i b á t  hozunk  l é t r e  é s  ez

к  é s  h  a z o n o s  n a g y s á g r e n d je  m i a t t  Ó 'O '^ )  - n a l  i s  m é rh e tő

-  a z a z  a c s o n k í t á s  az e l j á r á s h i b á v a l  a z o n o s  n a g y s á g re n d ű  h i b á t

hoz  c sa k  l é t r e .  Á t té r v e  m árm o st a r r a  a z  a l a k r a ,  a m e ly b e n  —
6

h a tv á n y a i t  k ik ü s z ö b ö l t ü k ,  i t t  ( In — г^ц-t ° U [2')~ (У (\1)
é r v é n y e s ,  e z t  to v á b b á  a U =0 ”( и ) е ь  V\=0 ( u )  r e l á c i ó t  i s  f i g y e -

le m b e v év e , r = 0~  -  об • ^  ;(l) U > ) = 0  (У )  = <У C  U j
** t A

é r v é n y e s .  E z é r t  a k^ -  к  é s  e z e k e n  k e r e s z t ü l  а к  i l l *  к
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é r t é k e k  m e g á l l a p í t á s á b a n  i s  b i z t o s í t a n d ó  az  (З 'С 'л6 ) h i b a k o r l á t ,
/V 3 ö í /  2-

e z t  a s o r t  1 ^  - e n ,  a z a z  L h a rm a d ik  h a tv á n y á n  t ú l  k e l l

c s o n k i t a n u n k .  E hhez a zo n b a n  az i n v e r t á l t  s o r b a n  még a h a to d ik  

h a tv á n y  e g y ü t t h a t ó j á t  i s  f ig y e le m b e  k e l l  v en n ü n k  -  ah o g y  e z t  az 

( 5 0 ) a l a t t i  f o r m u lá b ó l  l á t h a t j u k .

Á t té r ü n k  m o st a s z i n g u l á r i s  p o n to k  k ö r n y e z e t é r e .  Ha a ( t 0 , x Q) 

p o n t  s z i n g u l á r i s ,  a z a z  g ( t Q lx 0 ) = 0 , de /U.Q 2 4  0 ( a z a z  

DgQ / 0 ) ,  a k k o r  -  a m in t a z t  ( 4 8 ) - b ó l  l e o l v a s h a t j u k  -  к  = O ' ( VTï)
л

i l l .  h  = (У '(к^ ) é r v é n y e s .  (Ha a t e k i n t e t t  h e l y  k ö z e l  s z i n g u l á r i s , 

a k k o r  к  = (T (h )  é s  к  = ô "( 'T h ) k ö z ö t t i  n a g y s á g r e n d r ő l  v a n  s z ó . )

M in d e n e s e tr e  e k k o r  e g y r é s z t  az (5 0 )  a l a t t i  fo rm u lá k b a n  h  

i l l .  h  h i b á j a  O ' (k ^ )  n a g y s á g re n d ű , a z a z  0 ( 0 )  h i b á v a l  s z á 

m o lh a tu n k . U gyanakkor

U i "  ki - O'( U l) - O ' ( h V z )

i s  é r v é n y e s .
t— '

Ha t e h á t  a I h a rm a d ik  h a tv á n y a  u tá n  c s o n k i t j u k  a s o r t ,
л

a k ^ - k  é s  ig y  к  i l l .  к  c s o n k í t á s  k ö v e tk e z té b e n  f e l l é p ő  h ib á 

j a  ö ^ ( h ^ )  n a g y s á g ú , u g y a n a k k o ra , m in t az  e l j á r á s h i b a .  E z é r t
Л . A

к  é s  к  k ü lö n b s é g é t  m o s t i s  je l le m z ő n e k  t a r t h a t j u k  к  h i b á j á 

r a .  M in d ö s s z e , a n n y i a z  e l t é r é s ,  hogy  h  f e l e z é s e  e s e t é n  a h ib a  

á l t a l á b a n  nem - r é s z é r e  c s ö k k e n , hanem k i s e b b  a rá n y b a n , e s e t 

l e g  c s a k  g  - á r a .  (A f e n t i  n a g y s á g r e n d i  b e c s l é s e k  te r m é s z e te s e n  

c s a k  a k k o r  é r v é n y e s e k ,  ha
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1 cL t‘,3 /  Ь ~ -o íi ,i U L ^
2 cC í^ dC l̂  V ° U C 2

cL i,i Lt 3 
cL L,h

l
^(C Í)~^i,i

pi itl  cC LtLi — L,l 
об i',*i

z.

h a t s z o r  f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  fü g g v é n y e  m arad  a  L a rgum en

tum nak  a g — v- 0 ,  é s  úL  ( г — *"oi j 1 0  f e l t é t e l  m e l l e t t .  Ennek i -  

g a z o lá s á r i  p o n to s a b b  h i b a b e c s l é s  k a p c s á n  eg y  k é s ő b b i  d o lg o z a tb a n  

v i s s z a t é r ü n k . )

( 5 2 ) a l a t t i  f o r m u lá in k  s z i n g u l á r i s  h e l y  k ö r n y e z e té b e n l  a l 

k a lm a z h a tó s á g á t  e g y é b k é n t a z  5 » t á b l á z a t  é r z é k e l t e t i .

A rra  a k é r d é s r e  k e l l  még v á l a s z t  a d n i ,  hogy  a d i r e k t  (5 1 )  -  

( 3 6 ) a l a t t i  f o r m u lá k  h e l y e t t  m ik o r  c é l s z e r ű  á t t é r n i  a z  i n d i r e k t  

(5 1 )  -  (5 2 )  a l a t t i  fo r m u lá k r a  ( u t ó b b i n á l  e g y r é s z t  s o k k a l  bonyo

l u l t a b b  az e g y ü t th a tó k  s z á m i t á s a ,  m á s r é s z t  a k^  -  к  m e g h a tá ro 

z á s á h o z  e g y -e g y  b o n y o lu l t  e g y e n l e t e t  k e l l  m e g o ld a n i ) .  A 4  é s  5 

t á b l á z a t o k b ó l  k i o l v a s h a t ó ,  h o g y  m ennél n ag y o b b  f  é r t é k e ,  a n n á l  

in k á b b  e lő n y ö s  a  (3 1 )  -  (3 6 )  a l a t t i  f o r m u lá k  h a s z n á l a t a  a R u n g e- 

K u t t a - t i p u s u a k k a l  ö s s z e h a s o n l i t v a . Az i n d i r e k t  (5 1 )  -  (5 2 ) a l a t 

t i  fo rm u lá k ra  v i s z o n t  ( f ig y e le m b e v é v e  az  e z e k k e l  k a p c s o la tb a n  j e 

l e n tk e z ő  n a g y m é r té k ű  s z á m i t á s t e c h n i k a i  n e h é z s é g e k e t )  a t a p a s z t a 

l a t  s z e r i n t  c s a k  a k k o r é r d e k e s  á t t é r n i ,  h a  h  n a g y s á g r e n d je  meg

k ö z e l í t i  az  e g y  i n t e g r á c i ó s  r é s z i n t e r v a l l u m r a  e n g e d é ly e z h e tő  h i 

b a k o r l á t o t .
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5« § O p e r á to r e g y e n le te k  m e g o ld á sa  s z a k a s z o n k é n t i

p e r b u tá c  i ó v a l •

L eg y en  f  o ly a n  E r é c h e t - é r t e l e m b e n  f o ly to n o s a m  d i f f e r e n 

c i á l h a t ó  fü g g v é n y , am ely  az  E l i n e á r i s  n o r m á l t  t e r e t  az  E^ 

l i n e á r i s  n o r m á l t  t é r b e  k é p e z i  l e ,  é s  t e k i n t s ü k  az

f ( x )  = 0

e g y e n l e t e t ,  a h o l  x é E  a  k e r e s e t t  m e g o ld á s , 0  p e d ig  az 

t é r  z é ru s e le m e *  L egyen  to v á b b á  g ( x )  e g y  m á s ik ,  u g y a n c sa k  f o l y 

to n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  E - t  E ^ -b e  le k é p e z ő  fü g g v é n y , a m e ly n ek  

is m e r jü k  e g y  xQ€ E " z é r u s h e l y é t " ,  a z a z  a m e ly re

g U 0 ) = 0

t e l j e s ü l  ( é s  am ely  l e h e t ő l e g  "nem n a g y o n  t é r  e l "  f - t ő l ) »

T e k in t s ü k  m ost a v á l ó s  (v a g y  k o m p lex ) t  p a r a m é t e r t ő l  f ü g 

gő

h ( x , t )  = g ( x )  + t  [ f ( x )  -  g ( x ) l

f ü g g v é n y t ,  am ely  E^ l i n e a r i t á s a  m i a t t  u g y a n c sa k  E - t  E ^ -b e  

k é p e z i  l e .  h -n a k  a t  = 0 p á r á m é té r é r t é k h e z  t a r t o z ó  " m e ts z e té 

n e k " ,  g ( x ) - n e k  e k k o r  i s m e r jü k  eg y  " z é r u s h e l y é t " ,  t i .  az x 0 E 

e l e m e t .  A k e r e s e t t  m e g o ld á s  p e d ig  é p p e n  a t  = 1 p a r a m é t e r é r t é k 

h ez  t a r t o z ó  " m e ts z e t"  z é r u s h e l y e .

A m ennyiben m árm ost a h ( x ,o )  m e t s z e t  E r é c h e t - d i f f e r e n c i á l -  

h á n y a d o sa  (a m e ly  f e l t e v é s e i n k  s z e r i n t  l é t e z i k  é s  f o l y t o n o s  x - b e n )  

nem e g y e n lő  ©  - v a l ,  az  x Q h e ly e n  ( ©  i t t  az  (E  —* E ^ )  l i n e á 

r i s  n o r m á l t  t é r  z é r u s e le m e ) ,  a k k o r  l é t e z i k  a t  = 0 h e l y  k ö r —
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n y e z e té b e n  eg y  f o l y t o n o s  é s  f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  x ( t )  

fü g g v é n y , am ely  k i e l é g i t i  a h ( x ( t ) , t )  = 0 a z o n o s s á g o t ,  to v á b b á  

az

*  ( - о *  e V + * ( - f  ^ ’) i  (  f  o ) -  %<■*■)) ( x , t )

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .  A m e g o ld á s  m e g k e re s é sé h e z  t e h á t  e z t  a

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  k e l l  i n t e g r á ln u n k  az  x ( o )  = x Q k e z d e t i  

f e l t é t e l l e l  t  a  1 - i g .  T együk f e l  a to v á b b ia k b a n ,  hogy  a V  ( x , t )  

fü g g v é n y , am ely  t e h á t  az E у К t e r e t  (K a  kom plex  szám ok t e s 

t é t  j e l ö l i )  k é p e z i  l e  E - b e ,  e l é g  s o k s z o r  f o ly to n o s a n  d i f f e r e n 

c i á l h a t ó  fü g g v é n y e  a t e k i n t e t t  ta r to m á n y b a n  m in d k é t argum entum á

n a k .  A k ö z v e t e t t  fü g g v é n y e k  j ó l i s m e r t  d i f f e r e n c i á l á s i  s z a b á ly a  

a l a p j á n  e k k o r  a z o n n a l  b e l á t h a t ó a n  x ( t )  i s  e l é g  s o k s z o r  f o l y t o 

n o sa n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  é s  d e r i v á l t j a i  az  a l á b b i  a la k b a n  á l l í t h a 

tó k  e lő  p l .  i l l .  Ob] ) :

d ‘ s . Q V .. /#ч 9 У  9 V  л , ,
H l  X- d )  ~  x  +  - g  X  +  '  V  0 *  | )cU 0 1 Э t Эх

(5 4 )

a h o l  —— é s  'Y  ( x  , t  ) £  E , to v á b b á  —— £  ( E — ? E ) .
O "t <3 X

F o rm á l is a n  t e h á t  a D o p e r á t o r t  8 (  ^ ^  ' fo rm u 

l á v a l  é r t e lm e z v e ,  é s  D Y  - n  az  (5 4 ) a l a t t i ,  i l l .  á l t a l á b a n  

D - n  a

к  q y  ^  л ,
( 5 5 )
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k i f e j e z é s t  é r t v e  ( a h o l  ^  i s  E x  K—t  k é p e z i  l e  f o ly to n o s á u l  d i f f e  

r e n c i á l h a t ó a n  E - b e ) ,  m in d e n e s e t r e

x ( t )  = D Y  i l l .  á l t a l á b a n  ^  ( t )  = D ^  ( t )  ( 5 6 )

é r v é n y e s .

A Dn o p e r á t o r t  m o st i s  t e l j e s  in d u k c ió v a l  é r te lm e z z ü k ,  a

I p + l  = jp J á _  + D11 —  . / у  ( 5 5 )
9 t  'Э x  T

fo rm u la  a l a p j á n .  Ilym ódon  a 2 .§ . - b a n  m ár m e g ism e r t m ó d sze re k  a l a p  

j á n ,  t e l j e s  in d u k c ió v a l  a z o n n a l  b e l á t h a t ó ,  hogy  gz o t t  s z e r e p l ő  

v a la m e n n y i D -re  v o n a tk o z ó  r e l á c i ó  -  a té n y e z ő k  s o r r e n d jé n e k  é r 

te le m s z e r ű  f i g y e l e m b e v é te l é v e l  i l l .  b e t a r t á s á v a l  -  m o st i s  é r v é 

n y e s  m a ra d . E z é r t  -  b e t a r t v a  a m o st l é n y e g e s  t é n y e z ő - s o r r e n d e t  — 

f o r m á l i s a n  Д  x  m ost i s  ugyanúgy  á l l i t h a t ó  e lő  Ä t  p o l in o m ja -  

Jcé n t, m in t a s k a l á r i s  e s e t b e n .  H aso n ló k ép  -  f e l h a s z n á l v a  is m é t  

a k ö z v e t e t t  fü g g v é n y e k  d i f f e r e n c i á l á s i  s z a b á l y a i t

V  (-L s ^  A  -fc ) X 0 + M V + © ) iH «  t ) /V C ^ o + h j * o  + И +  © )

s t b .  i s  u g y a n o ly a n  a la k ú  Д - t- p o l in ó m m a l  i r h a t ó  f e l ,  m in t  s k a l á r  

v á l to z ó k  e s e t é n .  K ö v e tk e z é sk é p  a k l a s s z i k u s  R u n g e -K u tta  fo rm u la  

i s ,  az á l t a l u n k  m e g a d o tt  m ó d o s í to t t  fo rm u lá k  i s  h a s z n á lh a tó a k  

e b b en  az e s e tb e n  i s .  P é ld a k é n t  e g y r é s z t  a m á tr ix o k  s a j á t ó r t é k -  

p ro b lé m á já n a k  a  f e n t i  módon t ö r t é n ő  m e g o ld á s á t ,  m á s r é s z t  egy  

p e r e m é r t é k f e l a d a t  m e g o ld á s á t ,  v é g ü l e g y  o p t i m á l i s  v e z é r l é s i  f e l -
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a d a t  k ö z e l i t ő  m e g o ld á s á t  m u ta t ju k  be a k ö v e tk e z ő  -  z á r ó  -  p a r a g 

ra fu s o k b a n «

B e f e je z é s ü k  még a z t  a k é r d é s t  é r i n t j ü k ,  hogy a  s z i n g u l á r i s  

p o n to k  k ö r n y e z e té b e n  hog y an  h a s z n á l h a t j u k  a 3 » § -b a n  i s m e r t e t e t t  

f o r m u lá k a t .  A k ö z v e t l e n  h a s z n á l a t  m ár c s a k  a z é r t  sem j ö h e t  s z ó 

b a ,  m e r t  V  - n e k  á l t a l á b a n  nem l é t e z i k  a r e c i p r o k a .  E z é r t  a p r o b 

lé m á t  úgy k e r ü l j ü k  meg, h o g y  b e v e z e tü n k  e g y  s e g é d v á l t o z ó t ,  am ely  

m in te g y  " f e l v e s z i "  a s z i n g u l a r i t á s t ,  é s p e d ig  az

X = 'Y  ( x , t )

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l  k a p c s o l a t b a n  p é l d á u l  a

~  И К 1 1  - J ' C x j . t )

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  r é v é n .  Az e r e d e t i  e g y e n l e t e t  v i s z o n t  a

cL X 4 
Г IÍY/Í

a la k b a  Í r j u k .  E k k o r i  r e c i p r o k a  l é t e z i k ,  é s  ig y  а Д  t - h e z  

t a r t o z ó  Д  - t a  ( 5l ) - b e n  m e g a d o tt  módon s z á m í t h a t j u k ,  m íg a 

ДСГ —hoz t a r t o z ó  A  x - e t  a ( 3 1 )  fo rm u la  a l a p j á n  a s z o k á s o s  m ódon, 

m in th o g y  i t t  a j o b b o ld a l  n o rm á ja  b i z t o s a n  k o r l á t o s  m arad  a t e 

k i n t e t t  p o n t  k ö r n y e z e té b e n .

Az ig y  a lk a l m a z o t t  k ü lö n b ö z ő  t i p u s u  R u n g e -K u tta  fo rm u lá k  

p o n to s  h i b a b e c s l é s é r e  a h ib a  b e c s l é s s e l  f o g la lk o z ó  k é s ő b b i  mun

k á n k b an  v i s s z a t é r ü n k .  M in d e n e s e t r e  e l é g  s o k s z o r  f o l y t o n o s a n  d i f 

f e r e n c i á l h a t ó  'Y  fü g g v é n y  e s e t é n  i t t  i s  ig a z  a z ,  h o g y  az  eg y  

l é p é s r e  v o n a tk o z ó  h ib a .  r e g u l á r i s  p o n t  k ö r n y e z e té b e n  h  e g g y e l
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m agasabb  h a tv á n y á v a l  a r á n y o s ,  m in t  az  a lk a l m a z o t t  fo rm u la  f o k -  

szám a* A k ü lö n b ö z ő  t í p u s o k  (k ü lö n b ö z ő  fo k szám o k  v a g y  l é p é s k ö z -  

f e l e z é s e k )  s o r á n  adódó k ö z e l í t é s e k  t á v o l s á g á t  az  E—t é r  m e t r i k á 

já b a n  k e l l  m érn ü n k , é s  I l y e n  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  e z  ép p ú g y  J e l l e m 

z i  a k ö z e l i t ő  é s  a p o n to s  növekm ény u g y a n e z e n  m e tr ik á b a n  m é r t  

e l t é r é s é t ,  m in t  s k a l á r  v á l to z ó k  e s e té n *

T e k in t s ü k  e l ő s z ö r  az  a l á b b i  á l t a l á n o s í t o t t  s a j á t é r t é k f e l -  

a d a t o t i

l i t ő e n  а  Л ■ 2 é r té k *  M in d e n e k e lő t t  úgy a l a k í t j u k  á t  az  e r e 

d e t i  s a j á t é r t é k p r o b l é m á t ,  h o g y  r z  e g y  a lk a lm a s  n o r m á l t  t é r e n  

é r t e l m e z e t t  fü g g v é n y  z é r u s h e ly e  m e g k e re s é sé v é  v á l j á k *  E c é l b ó l  

a s a j á t é r t é k p r o b l é m á t  k i e g é s z í t j ü k  e g y  n o r m á lá s i  f e l t é t e l l e l ,

6 * § . Három p é l d a .

am ely n ek  e g y ik  s a j á t v e k t o r a  k ö z e l í t ő e n  az

v e k t o r ,  a h o z z á t a r t o z ó  s a j á t é r t é k  p e d ig  k ö z e -

a m it  a G ( y )  - 1  = 0 a la k b a  Í r u n k ;  u g y a n a k k o r az  i s m e r e t l e n
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ш ~ ( 4 Ч  - * ! ч \  
Ч О  м  -  ц )

v e k t o r t  eg y  n e g y e d ik  d im e n z ió v a l  i s  k i e g é s z í t j ü k  é s  n e g y e d ik  r e n 

d e z ő k é n t  épp a  s a j á t é r t é k e t  v á l a s z t j u k ;  az  ^ v e k t o r t  U  - v a l

j e l ö l j ü k .  A m eg o ld an d ó  e g y e n l e t  Íg y

I ( u )  = ®

a la k b a  i r h a t ó ,  a h o l  a T o p e r á t o r  j e l e n t é s e ;

T ( i_
V n

и ш и  = max(íl y  li , I X I ) módon é r t e l 

m e z h e t jü k ,  a v e k to r o k  i l l .  m á t r ix o k  n o r m á já t  p e d ig  p l .  le g n a g y o b b  

a b s z o l ú t  é r t é k ű  e le m ü k k e l ,  i l l .  a b s z o l ú t  s ö r ö s s z e g ü k k e l  m é r h e t jü k .  

A G n o rm á ló  o p e r á t o r  l e h e t  p l .  / e z  a l e g e g y s z e r ű b b /  v a la m e ly ik  

r e n d e z ő t  / p l .  a  h a rm a d ik  r e n d e z ő t /  k i v á l a s z t ó  o p e r á t o r .

E k k o r e l s ő  f e l a d a tu n k  e g y  o ly a n  W o p e r á t o r  k i v á l a s z t á s a ,*"■ /4̂
am ely  T -h ez  l e h e t ő l e g  k ö z e l  á l l ,  é s  am e ly n ek  a m e g a d o tt  ( j  

e lem  v a ló b a n  z é r u s h e l y e .

I l y e n t  e g y s z e r ű  s z á m o lá s s a l ,  p l . :  a

Az ( 1 ) v e k t o r t  p l .  az

W(u)
\ G 4 - i  J

a la k b a n  f e l í r h a t u n k ,  a h o l c s a k  az u t o l s ó  o s z lo p  v e k to r á b a n

k ü lö n b ö z ik  B - t ő l .  E g y sz e rű  s z á m o lá s  m u t a t j a ,  hogy3
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-2 1 -0,13
2 -0,65

-3 3 3,8

m e g f e l e l .

E s z e r i n t  p e r t u r b á l t  e g y e n le tü n k

W(u) + t  T( u )  -  W(u) = 0

a h o l

©  («.) = T  (  ^ )  -  W  ( ^  )

Í0 4  - x (
о о 0,1* \  \
0 0 . 0.1П Ч
e O +O l / '

0
/

a l a k ú .

M árm ost a W(u) i l l .  ©  (u )  J í r e c h e t - d e r i v á l t j a  Д. p l . f  "]/ 

- a z  h e ly e n  a

' 9  - x ( 5 - e 0 - y ( | - ! i )

о *  0

m á t r i x ,  a h o l  i * a h a rm a d ik  e g y s é g v e k to r .  R é s z l e t e s e n  t e h á t

*  -  з г .

“ 2 + 2 X H-А - 3  + 0 , « A - 0 , «  At 2 ^ -^ + O .is^ -ty J 4 y 3
- i - SA 4--2 A Z  + OtGS Л -O^S -t A -  S 4 -1-2 0(SS^b
-2+i A -2» A H+3(3A-0,ZAt b.Sc^-O.l t«j*

0  4 00
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E z t  a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  k e l l  a t= 0 - h o z  t a r t o z ó  

0 ,3 '

u ( o )  = - 0 , 9

1

\  2

k e z d e t i  f e l t é t e l l e l  t  = 1 - i g  i n t e g r á l n i .

Az i n t e g r á l á s n á l  a  R u n g e -K u tta  m ó d s z e r t  v á l a s z t v a  é s  e g y  l é p é s s e l  

á t h i d a l v a  a 0 ,1  i n t e r v a l l u m o t ,  k ^ - r e ,  k 2 - r e ,  k ^ - r a ,  k <(- r e , 

v é g ü l  k - r a  i l l .  u ( l ) - r e  az a l á b b i  é r t é k e k  ad ó d n ak :

0 ,0 3 9 3 6 3 9 5 4 . . .  \ /  0 ,0 5 9 0 4 6 7 7 0 . . .  \

- 0 ,0 2 5 4 4 1 7 2 . . . - 0 ,0 2 6 1 2 2 6 0 . . .  I

=
0 * ^ 2  =

°- 0 ,0 4 9 4 6 9 9 6 4 . . . - 0 ,0 4 8 9 0 2 3 2 . . .  1

/  0 ,0 5 9 0 4 2 8 8 6 . . .  \ ! 0 ,0 5 8 7 2 0 2 3 5 . . .  \

- 0 ,0 2 6 1 2 7 4 3 . . . - 0 ,0 2 6 8 1 7 9 2 . . .

= 0 » ^/| — 0

\  - 0 ,0 4 8 8 8 9 5 0 . . . - 0 ,0 4 8 5 0 2 7 6 . . .

/  0 ,0 5 9 0 4 5 9 1 7 . . . ^ /  0 ,3 5 9 0 4 3 9 1 7 . . .  \

- 0 ,0 2 6 1 2 6 6 1 . . . - 0 ,9 2 6 1 2 6 6 1 . . .

к  = 0 » u ( i ; = 1

\ - 0 ,0 4 8 8 9 ^ 7 2 . . . 1 ,9 5 1 1 0 7 2 8 . . .
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A s a j á t é r t é k ,  i l l .  a m e g fe le lő e n  n o r m á l t  s a j á t v e k t o r  p o n to s  é r 

t é k e :

I 0 ,5 5 8 9 6 0 9 . . .

Л  « 1 ,9 5 1 3 6 6 8 . . .  i l l .  y  = - 0 ,9 2 6 1 8 4 2 . . .

\  1
M ásod ik  p é l d a k é n t  t e k i n t s ü k  az

г

U "* x'3 " T g ----- X-----~  1 j U C ° ) S
T  ~  T  '  T

p e r e m é r t é k f e l a d a t o t .  B nnek e g y  " k ö z e l i t ő "  m eg o ld ása  az  u  * 0 

fü g g v é n y , am e ly  p l .  az

u" = 0

" d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t "  e l é g i t i  k i .  A B a n a c h - té r ,  a m e ly e t  t e 

k in tü n k ,  l e g y e n  a f o , l ] |  i n te r v a l lu m o n  k é t s z e r  f o ly t o n o s a n  d i f 

f e r e n c i á l h a t ó  é s  a i r ( o )  — V/( 1 ) = 0 m e l l é k f e l t é t e l t  k i e l é g í t ő

fü g g v é n y e k  В t e r e ,  é s  l e g y e n  p l .
о

| | u  j/ »  ^  l l ) c Lx
о

íg y  a p e r t u r b a i t  p ro b lé m a

F ! > ( > ; * ) , * ]  = u V  +  + '1 •  ,u - " 3 í 0 -
6  “  2. 4 1
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A h o r » á r * n d e l t  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  t e h á t

Ц ( Í J * ) .  -  (Fi)

a la k ú .  I t t

UК  ~~ л
a 2. ъ

-  X + 1

é s

Г-) 'Э  F  „ J h  \ ' d r
P a]~ — ----- 47 + ~ + ----- -
h 4  ^  9  uc" Э  u ‘ 7 ) ^

3 F

9 u *

í _ , ЛЛ
4Г = V  \ 1  Ъ

6  I ъ

' t -

на t e h á t

a k k o r  ez  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  e g y r é s z t  со €  B, m á s r é s z t  d> k i e l é g í 

t i  a

oü 4 2-t x s
ÜL
x_L X 

~  2 ^ 3

Go - +  X - - i

l i n e á r i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .

M in th o g y  en n ek  -  a p e r e m f e l t é t e l e k e t  i s  k i e l é g í t ő  -  m e g o ld á 

sa  e l é g  so k  s z á m í t á s s a l  j á r ,  m e g e lé g sz ü n k  a z z a l ,  h o g y  e g y  l é p é s 

b en  h i d a l j u k  á t  a 0 = t  = 1 i n t e r v a l l u m o t ,  s ő t  i t t  i s  az E u l e r -  

C anchy f o r m u lá t  /m á so d ren d ű  R u n g e -K u tta  f o r m u la /  h a s z n á l j u k .  íg y
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ss 1  •  y t  ̂  — 0 f 11^ — 0 ,  8 Z 8 Z

6 0  I = x - l ,

3 Z.
t e h á t  c o H £  B> = -  y -  +- y

E nnek a l a p j á n  U2 = H <х>г } " t^
3X X X

JZ j ctV  + C

a z a z

« i
a > 2 t j ^ - - _  4 . / г 3_  * \  í v  x . u  . x a и  « у  _ .

А-чС 2 3 / 2M 2 \ Z  *

3 г

é s  Íg y

c c  < SÍK ~  *  4 . c 2 cco  ~  x * +  i  х г 4 ~  X -  3  )

a z a z  с о  2 ^- ^  m i a t t

>Ct (̂ X ) — co^ - 3 CoO —  X — —7— ÿ - t  S  coícj •— j  — • X

- 5 í t* ’ - 7 x l  +  ? * - i

co g p o n to s s á g á r a  |] c o 2 . ' “ oOi<lJ a l a p j á n  k ö v e tk e z te th e tü h k *

H a rm a d ik k é n t t e k i n t s ü k  az  o p t i m á l i s  v e z é r l é s i  p ro b lé m á k a t*

Az i l y e n  t i p u s u  f e l a d a t o k  á l t a l á n o s  s é m á ja :  L eg y en ek  El*  E2* E3* 

E ^ l i n e á r i s  e z u p e r m e tr ik u s  t e r e k ,  F  ( u ^ i i g )  l e g y e n  é r te lm e z v e  

a z  E1 X E2 t é r e n  é s  a z t  k é p e z z e  l e  E ^ - b a ,  G íu -^U g) p e d ig  a
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v a l ó s  szám ok V t e r é b e ,  v é g ü l  H ( u j , u ^ )  l e g y e n  eg y  b i l i n e á r i s  

f u n k c io n á l  a z  E^ x  E^ t é r e n *  E kkor — a m in t  a z t  k ö n n y en  be  l e 

h e t  l á t n i  -  a

G = e x t r • ,  F  ( ^ f a 2^ = 0

f e l t é t e l e s  s z é l s ő é r té k p r o b lé m á n a k  a z  u-, _» in, л h e ly e n  l e k á l i s  

s z é l s ő é r t é k e  v a n ,  ha  e p o n tb a n  é s  an n ak  k ö r n y e z e té b e n  F é s  G 

d i f f e r e n c i á l h a t ó k  é s  t a l á l h a t ó  o ly a n

u €  E ^ /  0 ,  h o g y

g ra d  [ g + h ( f , u4 ) 3  * °

t e l j e s ü l  ( i t t  a  L a g r a n g e - f é le  m u l t i p l i k á t o r  á l t a l á n o s i t á -  

s a ) .  Ha t e h á t  v a la m i ly e n  G^, F^ fü g g v é n y p á r  m e l l e t t  meg tu d 

ju k  o ld a n i  az  e x t r é m u m f e la d a to t , é s  G^ nem n ag y o n  " t é r  e l "  

G - t ő l ,  F^ p e d ig  F - t ő l  é s  i s m e r e t e s  az  e z e n  m eg o ld ásh o z  t a r t o z ó

“4 ,0  é r t é k  i s > a k k o r

a л г ( + )
(*) \

fü g g v é n y t úgy k e l l  m e g á l l a p í t a n i ,

bogy  <y(o)  az  i s m e r t  ex trem u m -m eg o ld ás  l e g y e n ,  é s  - \ r ( t )  k i 

e l é g í t s e  a

erad  [  G< (*4,С4), Ut ( t ) )  ( t)  n t ( t) )  - C 4( u , W , u s t» ))J  f

+ И ( f< K  W , - I  (.*))* t  1 0 , (*))- F, («< w , (*))] u ц (*>)] =- 0
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a z a z  a

f t  e r a d  [ е < + ^ ( е _ с н)  +  ц ( р ч + * ( р _ р д и 0 ]  - о

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .

Ez u tó b b i  m e g o ld á sa  a m ár b e m u ta to t t  módon m egy .

B e f e j e z é s ü l  m e g e m lí t jü k  a z t  i s ,  h o g y  az i t t  b e m u ta to t t  ö t 

l e t e k ,  a m e ly e k e t  a R u n g e -K u tta  m ó d sze r J a v í t á s á r a  h a s z n á l tu n k  

f e l ,  az ü l .  Df é r t é k e k  s z e r e p e l t e t é s e  n é l k ü l  i s  a lk a lm a z 

h a t ó a k .  íg y  p l .  h á ro m p o n to s , ö tö d re n d ü  R u n g e -K u tta  f o r m u lá t  l e 

h e t  úgy  k o n s t r u á l n i ,  h o g y  a m eg e lő ző  l é p é s  n ö v e k m é n y e it még a 

k ö v e tk e z ő  l é p é s b e n  i s  f e l h a s z n á l j u k .  H aso n ló k ép p  h - b a n  m ásod

fo k ú  n ö v ek m én y ek e t l e h e t  úgy  k o n s t r u á l n i ,  hogy  a  h f ^  a la k ú  t a -

gok m e l l e t t  h  ( í . - f , )  a l a k ú  t a g o k a t  i s  s z e r e p e l t e t ü n k ,  s t b .
J , x /E z e k re  s z i n t é n  v i s s z a t é r ü n k  e g y  to v á b b i  c ik k b e n !

I ro d a lo m :

Г l ]  C o l l a t z ,  L . :  F u n k t i o n a l a n a l y s i s  und  n u m e r is c h e  M a th e m a tik , 

S p r in g e r ,  1 9 6 4 .

^ 2 ^  R én y i À .t  A N ewton f é l e  g y ö k k ö z e l i tő  e l j á r á s r ó l .  Mat* 

L a p o k , 1 .  I 9 4 9 / 5 0 .

[ 3 ]  K iz n e r ,  W.t A N u m e r ic a l M ethod f o r  F in d in g  S o lu t io n s  o f  

n o n - l i n e a r  E q u a t io n s .  J .  S o c . I n d u s t .  A p p l.  M ath .

V . 1 2 .  N °2 .

x /  Az 1 . 2 . 3 . 4 . 5  t á b l á z a t o k a t  a  k ö v e tk e z ő  k ö z le m é n y e k  fü g g e lé k e 
k é n t  k ö z ö l j ü k ,  m in th o g y  e szám  nyom dába a d á s a k o r  még nem 
v o l t a k  t e l j e s e k .



^ 4 ^  H u ta , A*s Une a m é l i o r a t i o n  de l a  m éth o d e  de R unge- K u t ta — 

N y s t rö m # ..  A cta  F a c .  R ev . N a t#  U n iv . Comen, 1 9 5 6 .

[5^J F re y , T .»  On th e  R u n g e -K u tta -N y s trö m  M ethod I#  P e r io d i c a  

P o ly t e c h n i k a ,  1 9 5 8 .

JVJ L j u s t e r n l k ,  L .A .-S o b o le w , W . I . t  E le m e n te  d e r  F u n k t io n * ! — 

a n a l y s i s ,  B e r l i n ,  1955»

|V ]  Knopp, K#i T h e o r ie  und  Anwendung d e r  u n e n d l ic h e n  R e ih e n , 

S p r i n g e r ,  1 9 2 2 .

Z u s a m m e n f a s s u n gs a s s = s s s = = s s = = s = = s s = r = = s = s :8 B s

E in e  a l lg e m e in e  M ethode f ü r  L ö su n g  vo n  G le ic h u n g e n  in  

a l lg e m e in e n  Räumen w ir d  h i e r  a n g e g e b e n , w e lch e  m it  H i l f e  

e i n e s  H i l f s p a r a m e te r s  d i e  G rundgedanke d e s  N ew to n -R ap h so n - 

s c h e n  V e r f a h r e n s  v e r a l l g e m e i n e r t  u n d  d e m e n tsp re c h e n d  d ie  

R u n g e -K u tta  M ethode e r w e i t e r t .


	Frey Tamás: Egyenletek megoldása szakaszonkénti perturbációval���������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	106����������
	107����������
	108����������
	109����������
	110����������
	111����������
	112����������
	113����������
	114����������
	115����������
	116����������
	117����������
	118����������
	119����������
	120����������
	121����������
	122����������
	123����������
	124����������
	125����������
	126����������
	127����������
	128����������
	129����������
	130����������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������
	135����������
	136����������
	137����������
	138����������
	139����������
	140����������
	141����������
	142����������
	143����������
	144����������
	145����������
	146����������
	147����������
	148����������
	149����������
	150����������
	151����������
	152����������
	153����������
	154����������
	155����������
	156����������
	157����������
	158����������
	159����������
	160����������
	161����������
	162����������
	163����������
	164����������
	165����������
	166����������
	167����������
	168����������
	169����������
	170����������
	171����������
	172����������
	173����������
	174����������
	175����������
	176����������
	177����������
	178����������
	179����������
	180����������
	181����������
	182����������
	183����������
	184����������
	185����������
	186����������
	187����������
	188����������
	189����������
	190����������


