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Optimalis perem-vezérléfiiggvény Pourier-sora hiperbolikus
differenciasegyenlet esetén

Szelezsan Jéanos

Vegyiink olysn folyamatokat, amelyeknek viselkedését a

X
E):i L (u,) 1y
L(w) ?7“ 2 (a (X) ) - a(X) v

differencidlegyenlet irja le, ahol

X = (xl,....xn)

és az aid(x), valamint a(X) egyiitthaték valamilyen .12
tartomAnyban kielégitik az

a(x)2o |, Qi =i

zal,éngg o« >0

&y fiet
feltételeket. /Az utdbbl egyenldtlenség azt jelenti, hogy a
differencidlegyenlet hiperbolikus/.

Tartozzék a feladathoz az alabbi vegyes peremfeltétels

a QT=SL"( 0<f<T) hengeren a megoldés
elégitse ki az

Mlt=o=‘?(x)} g.i;:} 350 o

t:0
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kezdeti feltételt és az
Wl =0 , tefoT]

feltételt, ahol O az Sl tartomany hatéra.
Legyen ql(X) egy adott fiiggvény.
Tekintsiik a

3(¢ (X)) =3 Eap kT and bl ) s

funkciondlt, ahol d 1= dx;,e..,dx .
Feladats

Meghatarozand6 az a ¥ (X)GL2 perem feltétel, melyre
a J(P(X)) funkciondl minimumot vesz fel,

Tétels
Legyenek Ak' VK(X) (kzl,Z,.-.,n,....) a8z

L(v) +Av a0

egyenlet sajatértékei ill. sajat vektorai.
Z

et XL(

Tegyiikk fel, hogy
) 1423:1 CO5“,(\‘ *O

{(>o ahol sz {Q(X)Uq (X)dﬂ
i)

Akkor a feladat megoldasai

¢ (X)-5 —Xe _ u(x)

ol cos VZ) Eo
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Bizonyjités:

Ismeretes, [1] hogy az 1/ differencidlegyenlet megoldasa
a 2/, 3/ feltételek mellett:

w(Xt) = 3 A, o (T ko) vic (X)

alakban &4llithaté eld, shol
A =§l*’(x) v (X)d 2

és a vk(x) fiiggvények az L(u) operator ortonormilt sajat-
fliggvényei, azaz az

L(v) +Av = 0

egyenlet megoldasai a v‘s = 0 feltétel mellett, a '(k> 0
szamok pedig a megfeleld sajatértékeke
Jeldl jiik Hl-—el a H Hilvert térnek a vy (X)yeeeyvy(X)

elemek altal senerélt H 1 = L(Vl.va’oco.v ,ooc) alterét, A

n
3 , @ltér elemei tehat

h (X) - 2, o< o (X)

alakuak, ahol az oéi,oLz)... ,""“H--- tetszbleges végtelen szlm-~
sorozate

E jeloléssel azt mondhatjuk, hogy ulx,t )€ Hl'
Legyen H‘;_ a Hl altér ortogonalis komplementere.
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Téitels (1. IIl: 83. 0lds)

x
Legyen H p @ H Hilbert tér altere H , bedig Hl
ortogonalis komplementere. A H Hilbert tér tetszdleges
x € H elemét egyértelmien eld lehet allitanis

X = x' + x"

alakban (x*eH 1 X'6 HI). Az x' elem az x elemnek a H 1
altértél vald tavolsagat realizalja, azaz
lx =-x*|| = Q (lel)

*
/Az x', x" oelemeket az x elem H ill. H y altérre venat-
koz6 vetiileteinek nevezziik./

A tétel értelmében, q(X) felbonthaté két vetiiletének

0sszCgére azazt
q(X) = q(X) + g,(X)
ahol ql(X)G Hl’ azaz ql(x) = Z fn Vn(x)

n=1

ahol Xn = [ q(X), vn(x)] (1Itt [x,g} a skalar szorzatot je-
1611i.)

*
A q2(X) vetiiletre viszont: qe(X) € Hl

A két vetiilet koziil gqp(X) realizalja F\l altér tavolsagat

q(X)-tél, azaz

g (X)= g (X)I=Q (3 (x),H)
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és ez a tavolsag éppen “‘12“ ~val egyenld.

Viszont @ (¢ (X))Hd = W\\'v\_‘gf“—(x,to) —q(X)]zo[ 2

Ebb8l azonban kdvetkezik, hogy mivel ql(X)G Hl' és
u(X,t )€ Hl esért

ql(X) = u(x,to)
az az

i Tw U'W(X) ’i A\«.COBJA“- 'Low\s.(x)
n={

n=4{

vagyis

R _[ar(X), v (x)]
" VT te  coa(Zm fo

Annak viszont, hogy a

z Cﬂ:‘—-«\’to Vi (X)

w=14

sor konvergens legyen, sziikséges és elégséges feltétele, hogy
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A feladat megoldasanak

- ¥
WYX = = Vw (X
()< 5 v 00
alakja lehetlséget ad ¢ (X) kozelitd meghatarozasara, Ha
valamilyen médon ugyanis kiszamitottuk a /:n sajatértékeket
és8 a Uh(x) sajatfliggvényeket, akkor a Y (x) megoldas ko=
zelitéseként vehetd a végtelen sor egy
N
L
t
Wwe4 Cov VA Yo

szelete,

Egv példaz

Tekintsiik a szabadon rezgé hur egyenletét:

A'w . o D
i 9 x*
82
u,]x=0 =0 ) =0

perem ille. kezddfeltétellel.

Legyen a cél

2 Z
([ (x) - w(xte)] el x

(o]

minimalizalasae.
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A differencidlegyerlet megolddsa a fenti feltételekkels:

oo o~ —
G(xE)=3 o, csBESE 4, Blx
L =1 ¢ L

ezért az eldbbi tétel alapjan

S ¥ i . kWX
Y (K) =L(Z{ . kTato < W -
e L
ahol
£

X« :gqr(x) M L‘Ex cl x

Ha

(4
Ay
k'n'ah»

&

M

k=1 Cdbl
akkor az igy kapott ¥ (x) megoldasa a feladatnak.
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Optimal boundary control funkction with Fourier series in

case of hyperbolic differential equations.

Let us take such processes whose behaviour is described by

the differential equation.

Lewy =2 o, (e (X)g)-a () »

where

X = (Il’o.o’xn)

and the aij(x) as well as a(X) coefficients are fulfilling

the following conditions.

a(Xx) 2 0; ay5 = a4

b M = e
o Koy |
6§ 'i EZ; 55 ol 59
Let us take the following boundary couditions
l =9 (X)
t:0
" = € [OF
u/IS~O ) C \]

where 8 1is the boundary of the domain Sl
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let q(X) be a given function.

Let us consider the functional

3(+ (X)) =§z(°r(><) - WK N
where o I =clx, dx, - dxu

Problem

The “(X)eg L, boundary condition is to be determined,
for wich the functional takes up the minimum.

We have obtained the following:

Let A K? vk(x) be the eigeuvalues and eigenvectors of the

equatione
L(u)t A u =0 (Kef2, 5 ym,ee)
) X-l
" «
Let us suppose that oo Wwhere
- 2 oAy 4

-t

k=

e .—._gq,(x) O () d R

Then the solution of the problem is:
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