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O p t im á l i s  p e re m -v e z é r  1 ő fü g g v é n y  F o u r i e r - s o r a  h i p e r b o l i k u s  

d i f f e r e n c i a e g y e n l e t  e s e t é n

S z e le z s á n  J á n o s

V együnk o ly a n  f o ly a m a to k a t ,  am ely ek n ek  v i s e l k e d é s é t  a

3 a  , / ,  ,
a * 1 '  LJ  ) if

L ( u )  ' £ i h -  í e ‘j  w | ^ ) - e ( x ) u .о XI 1 У  Vj

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  I r . ia  l e ,  a h o l

X s

é s  az  a^jtX) ,  v a la m in t  a(X) e g y ü t th a tó k  v a la m i ly e n  

ta r to m á n y b a n  k i e l é g í t i k  az

a ( X ) * 0  , a ; ;  » a ; ;

i 2

£  , a : i  i í  !>; -  ^  2  Ctyj --Í 1 t-ч 1
f e l t é t e l e k e t .  /A z u tó b b i  e g y e n lő t l e n s é g  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  a  

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  h i p e r b o l i k u s / .

T a r to z z é k  a  f e l a d a t h o z  az  a l á b b i  v e g y e s  p e r e m f e l t é t e l *

a Q  T * -SÍ 0/t<T ) h e n g e re n  a m e g o ld á s

e l é g í t s e  k i  az

t  *o ; 9 t
-  0

f =0
2-/
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k ez d e ti f e l t é t e l t  és az

u - | s « 0  I t £ [ ° , T ] */

f e l t é t e l t ,  a h o l  ^  az  Í 1  ta r to m á n y  h a t á r a .

Legyen q (X ) egy  a d o t t  fü g g v é n y . 

T e k in ts ü k  a

3(? W) = S t ' Y M - V ' Í X S o ) ] 1 d  n  :

f u n k c i o n á l t ,  a h o l  d  5 1 =  d x ^ , . . . , d x ]Q.

F e la d a t«

M e g h a tá ro z an d ó  az  а  Ч3 (X )£  L£ p e rem  f e l t é t e l ,  m e ly re  

a 0 ( ^ ( X ) )  f u n k c io n á l  m inim um ot v e s z  f e l .

T é t e l t

L egyenek  X k , v^(X ) ( k e l , 2 , . . . , n , . . . )  az

L( v) + X V = 0

egyen le t s a já tó r té k e i  i l l .  sa já t  v e k to r a i.

Tegyük f e l ,  h o g y  ^

Akkor a f e l a d a t  m e g o ld á sa :
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B i z o n y í t á s i

I s m e r e t e s ,  £Y ] h o g y  az  1 /  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m e g o ld á sa  

a 2 / ,  3 /  f e l t é t e l e k  m e l l e t t :

«.(X.- t J  - £  A k c « ( ( r : t o ) 4 ( X )
к H

a la k b a n  á l l í t h a t ó  e lő ,  ahol

A k = Í4’( x ) ' ru ( X ) d ű
K _Í1

é s  a \ ( X )  fü g g v é n y e k  az  L (u ) o p e r á t o r  o r to n o r m á l t  s a j á t -  

f ü g g v é n y e i ,  a z a z  az

L( v )  + X V s  0

e g y en le t  m egoldásai a v | s  = 0 f e l t é t e l  m e l le t t ,  а X k > 0 

számok ped ig  a m eg fe le lő  sa já té r té k e k .

J e l ö l j ü k  И ^ - e l  а И H i l b e r t  t é r n e k  a v ^ ( X ) , . . . ,v n (X) 

e lem ek  á l t a l  g e n e r á l t  И ^ = L ( v ^ ,v 2 , . . . ,v n , . . . )  a l t e r é t .  A 

И ^ a l t é r  e le m e i  t e h á t

h ( X ) ' Z  ^  ( X )
LM

a la k ú a k ,  a h o l  a z  o C ^ o ^ z y  ) ° ^ n \ - t e t s z ő l e g e s  v é g t e l e n  szám ­

s o r o z a t .

E j e l ö l é s s e l  a z t  m o n d h a tju k , hogy  u ( x , t Q) €

L eg y en  a H  ^  a l t é r  o r t o g o n á l i s  k o m p le m e n te re .
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T é t e l :  ( 1 .  I I ,  8 3 . o l d . )
ft

Legyen И ^ а И H i l b e r t  t é r  a l t e r e  И ^ p e d ig  

o r t o g o n á l i s  k o m p le m e n te re . А И H i l b e r t  t é r  t e t s z ő l e g e s  

X G И e le m é t  e g y é r te lm ű e n  e l ő  l e h e t  á l l í t a n i :

x = x* + x "

a la k b a n  ( х ’ б И  x"  G H ^ ) .  Az x* e le m  az x  e lem n ek  а И ^ 

a l t é r t ő l  v a ló  t á v o l s á g á t  r e a l i z á l j a ,  a z a z

U x  -  x* U = (э (х 1 И 1 )

/Az x*, x" e le m e k e t  az  x  e lem  И i l l .  H ^ a l t é r r e  v o n a t ­

kozó  v e t ü l e t e i n e k  n e v e z z ü k . /

A t é t e l  é r te lm é b e n ,  q(X ) f e l b o n t h a t ó  k é t  v e t ü l e t é n e k  

ö s s z e g é r e  a z a z :

q(X ) = qx (X) + q2 (X)
Oo

a h o l  q^(X ) G H l f  a za z  q x (X) = Y 2  ^  n  V'n (X)
n d

a h o l  Ж n ш [  q ( X ) , yn (X ) j  ( I t t  [ x , y ^  a s k a l á r  s z o r z a t o t  j e ­

l ö l i . )

A q2 (X) v e t ü l e t r e  v i s z o n t :  q2 (X) 6 Й ^

A k é t  v e t ü l e t  k ö z ü l  q ^ (X ) r e a l i z á l j a  VA ^ 

q ( X ) - t ő l ,  a z a z

Il Cf ( x ) -  C f ( ( X ) | |  = <? ( ^ ( x ) , H )

a l t é r  t á v o l s á g á t



-  195

és ez a távolság éppen K q2 l -val egyenlő.

Viszont <?(Я"(Х).НЦ) = m m  Ç О  (X ,t o) - Я" (X)] ci &

Ebből azonban következik, hogy mivel q^(X)6 H^, és 
u(X,tQ)ë ezért

qx(X) = u(X,t0)

azaz

£  T*, (X) » 2  A*.  co,{ÄZ~ -to ( X )
n s i  U r i

vagyis

ь» -t о
[ < * ( Х ) ^  (X ) 1  

соъ r r Z T t o

Annak viszont, hogy a

T.
075 VÁ Z. i o 4  (X)

sor konvergens legyen, szükséges és elégséges feltétele, liogy

Z
Л :  ^

S n
с л 1 VXív "to

<Z c*3

legyen.
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A f e l a d a t  m egoldáséinak

h = H cob  ÍXTT "to
VJVa» (X)

a l a k j a  l e h e t ő s é g e t  ad  4* (X) k ö z e l i t ő  m e g h a tá r o z á s á r a .  Ha 

v a la m ily e n  módon u g y a n is  k i s z á m i t o t t u k  a s a j á t é r t é k e k e t

é s  a (Tn (X) s a j á t f ü g g v é n y e k e t ,  a k k o r  a 4* (X) m eg o ld ás  kö ­

z e l í t é s e k é n t  v e h e tő  a v é g t e l e n  s o r  e g y

s z e l e t e .

N

£

v\.= 1

Í v ó
cab

L gy p é ld a :

T e k in ts ü k  a s z a b a d o n  r e z g ő  h ú r  e g y e n l e t é t :

Q V  t
-------  -  o . ------- -
3 i l 9 x l

az

LL
X =0 - 0 ; = 0

p erem  i l l ,  k e z d ő f e l t é t e l l e l .

L egyen a c é l

£
\ [ q -  ( * )  "  ^ ( * ) " t o ) ]  o i x
о

m in im a l iz á lá s a
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A d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m e g o ld á sa  a  f e n t i  f e l t é t e l e k k e l :

o-o

^  ( * , ± )  = 1 7  a k  соь
Ufcct uTx ,— ------ . --------

U H

e z é r t  az  e l ő b b i  t é t e l  a l a p j á n

cvo

4 > ( x )  - 2
í l

U H cos U f a  -to
U MitvA. —:----

a h o l

í u  = 1 Я ' ( x ) W  ^

Ha

£  
U = 4

■ ri

с л г U ii л  fo

a k k o r az  Íg y  k a p o t t  ' f  (x )  m e g o ld á sa  a f e l a d a tn a k #

I ro d a lo m :

[ l j  M#M# S z m irn o v : D i f f e r e n c i a l n i e  u r a v n e n i j a  v  c z a s z t n i k  p r o -  

i z v o d n ik  v to ro v o  p o r ja d k a  /M o szk v a , 1 9 6 4 /

[ 2 ]  L .V .K a n to r o v ic s ,  G .P . A k ilo v :  F u n k c io n á ln i j  a n a l i z  v 

n o rm iro v a n n ih  p r o s z t r a n s z t v a h  /M o szk v a , 1 9 5 9 /»
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§_uj?L5_3_?LX _

O p tim a l b o u n d a ry  c o n t r o l  f u n k c t l o n  w i t h  F o u r ie r  з е г 1 э з  In  

c a s e  o f  h y p e r b o l i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .

L e t u s  t a k e  su c h  p r o c e s s e s  w hose b e h a v io u r  i s  d e s c r i b e d  by  

th e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n #

w here

X = ( x x у • • •

a n d  th e  a ^ ( X )  a s  w e l l  a s  a(X)  c o e f f i c i e n t s  a r e  f u l f i l l i n g  

th e  f o l l o w in g  c o n d i t i o n s .

a ( X )  à  0 |  = a n

L e t u s  t a k e  th e  f o l l o w i n g b o u n d a ry  c o u d i t i o n s

i :  О

= ( X )  i

t o l  = 0
I £

t  6  [ 0 , T ]

w here  S i s  t h e  b o u n d a ry  o f  th e  d o m ain
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L e t  q(X ) be a g iv e n  f u n c t io n «  

L e t  u s  c o n s i d e r  th e  f u n c t i o n a l

Л ( Ч Ч Х ) )  = _ Ç O ( x >  -

W h ë r e  d  S I  =  d x 1 ) c i x z ■ ■ ■ c i x  u.

P ro b lem

The 4* (X) G  Lg b o u n d a ry  c o n d i t i o n  i s  t o  be d e te r m in e d ,  

f o r  w ich  th e  f u n c t i o n a l  t a k e s  up t h e  m inim um .

We h a v e  o b t a i n e d  th e  f o l lo w in g *

L e t  A  k , vk (X) be th e  e ig e u v a l u e s  an d  e i g e n v e c t o r s  o f  th e  

e q u a t io n *

L ( u )  + X V =0 ( Ur = 1,2I I n  . • • * )
oO

Y lкL e t u s  su p p o se  t h a t  \  , ------ _____ o ű  w here

\ г «  = t a ( x )
-ft

Then th e  s o l u t i o n  o f  th e  p ro b le m  is *

U* "f
Uu ( X)
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