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OsSZEFOGLALO. A Boerdijk-Coxeter tetrahélix szabalyos tetraédereknek egy olyan,
mindkét irdnyban végtelen sorozata, amelyben a tetraéderek pakolast alkotnak, a
szomszédos tetraé¢dereknek kozos lapjuk van, €s a pontosan egyetlen tetraé¢derhez
tartozo élek harom olyan, egyetlen hengerfeliileten elhelyezkedd csavarvonalba beirt
térbeli sokszdgvonalat hatdroznak meg, amely csavarvonalak egymas elforgatottjai.
Ezt a konstrukciot kétféleképpen altalanositjuk: szabalyos tetraéder helyett mas
poliédert is megengedve, az egymast kovetd elemekre adott illeszkedési szaballyal;
valamint kozel szabalyos tetraéderek zar6do lancaira.

ABSTRACT. The Boerdijk-Coxeter tetrahelix is a sequence of regulars tetrahedra that
is infinite in both directions, it forms a packing, any two consecutive tetrahedra
shares a common face, and the edges which correspond to exactly one tetrahedron
form three spatial polygons inscribed into helices which are rotated copies of each
other and they lie on a cylinder. This construction is generalized in two ways: instead
of a regular tetrahedron, other polyhedron may be used, with some adjacency rule
for consecutive elements; and for almost regular tetrahedra, forming a finite closed
chain.

1. Bevezetés

A Boerdijk-Coxeter tetrahélix (Id. [1], [2], [4], [5]) szabalyos tetraédereknek egy olyan,

mindkét irdnyban végtelen sorozata, amely

A kovetkezokben roviden csak tetrahélixnek hivjuk majd ezt a tetraéder-sorozatot, illetve
ezt olykor azonositjuk az unidjaval, amely egy végtelen sok cstcsot, élt, és lapot tartalmazo,
nemkonvex poliéder. A tetrahélix csticsait €s éleit a tetrahélixet alkot6 tetraéder-sorozat csucsai,

a 3-dimenzids euklideszi térben egy pakolast alkot,

barmely két, egymast kovetd elemének metszete egy kozos lapjuk,
barmely harom, egymast kovetd elemének metszete egy kozos €liik,
barmely négy, egymast kovetd elemének metszete egy kdzos csucsuk,
barmely 6t, egymast kovetd elemének metszete iires halmaz.

ill. élei alkotjak.
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Ha elkezdiink felépiteni egy tetrahélixet, akkor hdrom, kozos éllel rendelkezd tetraéder
egymas utani kivalasztasa utan (1d. 1. abra), a sorozat negyedik elemére két lehetdségiink van
(I1d. 2. éabra). A negyedik tetraéder kivélasztasa utdn az egész tetraéder-sorozat mar
egyértelmiien folytathatd mindkét irdnyban. A negyedik tetraéder valasztasatol fiiggden két,
egymassal egybevagd tetraéder-pakolas adodik, amelyek egymdasnak egy sikra vonatkozd
tilkorképei, de emiatt egymdsba mozgathatosdg erejéig két kiillonbozo tetrahélixrol

beszélhetiink.

1. abra. A tetrahélix legfeljebb harom, egymast koveto eleme alkotta konfiguraciék

B

2. abra. A tetrahélix négy, egymast koveto elemére adhaté két lehetséges konfiguracio

crer

barmely elemébdl kiindulva ugyanaz a tetrahélix adédik. Igy barmely két elemére kell, hogy
legyen olyan mozgasa a térnek, amely az egyik elemet a masikba viszi, mikozben a tetrahélixet
onmagaba viszi. Vegylink egy ilyen mozgast, példaul a tetrahélix két egymast kdvetd elemére.
Ismert, hogy minden mozgas, igy ez is eldall csavarmozgasként (azaz egy tengely koriili
forgatas, és a tengellyel parhuzamos iranyu eltolas egymas utani alkalmazasaként), 1d. [3].

Ezért a csavarmozgas tengelyét valaszthatjuk egy olyan hengerfeliilet tengelyének, amelyen
rajta fekszik a tetrahélix elemeinek Gsszes csucsa. Altalaban egy poliéder cstcsai nem egyetlen
hengerfeliileten helyezkednek el egy csavarmozgas soran, de jelen esetben, a 2. fejezetben
belatottakbol kovetkezik majd, hogy a tetrahélix minden cstcsa el6all egyetlen cstcsbol,
ugyanazon csavarmozgas (vagy annak az inverzének) egymads utani alkalmazésai altal, ezért
helyezkedik el az §sszes csucs egyetlen hengerfeliileten.

A csucsoknak a tengelyre vett merdleges vetiiletei egyenld hosszisagu szakaszokra bontjak
fel a tengelyt, és barmely vetiiletpontb6él minden harmadik rakdvetkezé vetiiletpontot véve
(mindkét irdnyban), a hozzajuk tartozo csticspontok olyan tetraéder-élek sorozatdval vannak
Osszekotve, melyek a tetrahélixnek csak egyetlen tetraéderében fordulnak eld. Ezek
Osszességeében harom olyan térbeli sokszOgvonalat alkotnak, amelyek egy-egy, a
hengerfeliiletre irt csavarvonalnak a beirt sokszogvonalai, és ezek a csavarvonalak egymas
elforgatottjai (1d. 3. abra).
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Egy hengerfeliiletre irt csavarvonalnak az a tulajdonsaga, hogy barmely pontjaban a hengert
az érintéegyenese végig ugyanakkora széget zar be a henger tengelyével, a csavarvonalba beirt
sokszdg oldalai pedig, hogy ha ugyanakkora hosszusaguak, akkor mind ugyanakkora szoget
zarnak be a csavarvonal tengelyével.

A tetrahélix két egymast kovetd elemének a tengelynél mért forgasi szoge 360 foknak egy
irraciondlis kifejezése, ezért nincs olyan eltolas, amely a tetrahélixet 6nmagaba vinné, azaz a
tetrahélix eltolasra nem periodikus.

A tovabbi fejezetekben el6szor a tetrahélix tulajdonsagait vessziik sorra (1d. a 2. fejezetet),
majd kétféle altalanositasat definidljuk. Szabalyos tetraéder helyett mas konvex, vagy
nemkonvex poliéderre egy illeszkedési szaballyal definidlhatunk analdég pakolést (Id. a
3. fejezetet). Végezetiil a tetrahélix egy véges valtozataval fogunk foglalkozni, amikor véges
sok majdnem szabalyos tetraéderbdl all6 eleme utan zarddik a poliédersorozat, és a csucsok egy
torusz feliiletén talalhatok — ehhez a motivaciot a 4D szabalyos testek adjak (1d. 4. fejezetet).

2. A tetrahélix tulajdonsagai

A tetrahélix egymast kovetd elemeinek konstrudldsdhoz mindig 1-1 0 cstcs felvétele
sziikséges, amely az el6z6 elemének (amely egy szabalyos tetraéder) egyetlen szdba johetd
haromszoglapjaval egyiitt egy szabalyos tetraédert hataroz meg (azaz a konvex burkuk
szabalyos tetraéder).

gy a tetrahélix tetraéder-sorozata azonosithato a csiicsainak egy (mindkét iranyban
végtelen) sorozataval. Konnyen belathato, hogy a tetrahélix elemeit pontosan azok a tetraéderek
alkotjak, amelyek a csticsainak a sorozatdban négy, egymast kovetd cstucs konvex burkaként
allnak eld, ugyanis pontosan igy biztosithatd, hogy a tetrahélix elemeit alkoto tetraéder-
szerepld feltételeknek eleget tegyen.

Tegyiik fel, hogy ..., V1, V5, ..., V,, ... a csticsok sorozata. Tekintsiik azt a T egybevagdsagot,
amely a V,V,V5V, tetraédert a V,V5V,Vs tetraéderbe viszi ugy, hogy t(V;) =Viyq ,
ha1l < i < 4. Ekkor ez egy csavarmozgas, amely a tetrahélixet 6nmagaba viszi. A tengelye
konnyen megszerkeszthetd, mivel az a m , m , V_34) egységvektorokkal ugyanakkora szoget
zér be. Igy ha egy kozos kezdépontba eltoljuk a harom vektort, akkor a kezddpontjuk és a
végpontjaikon atmend kor kozéppontja meghatarozza a tengely iranyat. Az eddigiekbdl az is
kdvetkezik, hogy ha i és j két tetszOleges egész szam, i < j, akkor V; eldall, mint V;-nek a képe,
ha a T csavarmozgast (j — i)-szer alkalmazzuk ra, azaz V; = v/~1(V;).

3. abra. A tetrahélix és koriilirt hengere
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Kiszamithato, hogy ha egységnyi élhosszu szabalyos tetraéderekbdl all a tetrahélix, akkor

az egymast kovetd csucsainak a tengelyre vett vetiiletei 1/v/10 =~ 0,3162 tavolsagra vannak

egymastol, mig az egymast kovetd csiicsoknak a tengellyel vett sikjai altal bezart szoge (azaz a

csavarmozgas forgdsszdge) arc cos (— Z) ~ 131,81°, a hengerfeliilet alapkorének sugara

3
pedig 3v/3/10 ~ 0,5196 (Id. [2]).

Hivjunk ,,cs6nak’-nak egy haromelemii szabalyos tetraédersorozat unidjabol allo alakzatot,
ha a sorozat pakolas, barmely két egymast kovetd elemének metszete egy kozos lapjuk, és igy
a harom tetraéder metszete egy kozos €liik. Egy csonaknak két olyan csticsa van, ahol 5 darab
haromszoglapja taldlkozik, ezek egy olyan ¢llel vannak Osszekdtve, amelynél a poliéder
konkav. A konkav élre illeszkedd két haromszdglapot hivjuk a csonak tetejének, a csonak
tetejéhez ¢llel illeszkedd 4 darab haromszoglapot hivjuk a csonak oldalanak, a maradék két
haromszoglapot pedig a csonak aljanak. Valasszunk ki két olyan lapot a csonak oldalabol,
melyeknek nincs k6z6s csucsuk, szamozzuk meg ezeket az 1-es, ill. 2-es szamokkal. Ekkor a
csonak Gsszes elmozgatottjan is hivhatunk egy-egy lapot 1-es, ill. 2-es szamozasunak, a csonak
megfeleld szamozash lapjainak elmozgatottjait.

4. abra. Két, egymashoz illeszked6 ,,csonak”

A tetrahélixet a kovetkez6 illeszkedési szabaly is definialja: egy csonak két elmozgatott
példanyat ugy illesztjiik 6ssze, hogy a belsejeik diszjunktak legyenek, és a sorozatban korabbi
elem 2-es szamu lapjahoz illeszkedjen a rakovetkez6 elem 1-es szam lapja olyan modon, hogy
a két csonak tetejének legyen kozos éle (1d. 4. dbra).

Konnyen beldthatd, hogy ha olyan egy csonak elmozgatott példanyainak a (mindkét
iranyban végtelen) sorozata, hogy az egymast kovetd elemeire fenndll ez az illeszkedési
szabaly, akkor is tetrahélixet kapjuk (méghozza a csonakok unidja egy olyan tetrahélix, amelyet
a csonakokat alkot6 tetraéderek hataroznak meg).

3. Poliédersorozatok illeszkedési szabalyokkal

Szabalyos tetraéder helyett mas, nem feltétleniil konvex, 3-dimenzids poliéder esetén is
lehet a tetrahélixhez hasonlo konstrukciot definialni.

Ekkor az adott P poliéder két, egymassal egybevagé lapjat, Li-et, €s L, -t, felcimkézziik,
az l-es és 2-es szamokkal, valamint megadjuk a térnek egy olyan T mozgasat (pl. gy, hogy az
1-es szamu lap egyes csucsait az egybevagosag a 2-es szamu lap mely csucsaiba viszi), amely
esetén az 1-es szamu lapnak a 2-es szamu lap a képe, és amely a poliédert egy olyan elmozgatott
poliéderbe viszi at, amelynek az eredeti poliéderrel vett metszete pontosan a két poliéder k6zos
lapja, azaz (L) = L,, és T(P) N P = L,. (Megjegyzendd, hogy a T mozgast mar harom, nem
egy egyenesen fekvo pont, és azok képe egyértelmiien meghatarozza.)

A P poliéderre tetszOleges m mozgast alkalmazva, a m(P) elmozgatott poliéderen is
hivhatunk egy-egy lapot 1-es, ill. 2-es szamozasunak (a poliéder megfelel6 szamozasu lapjainak
elmozgatottjait, azaz mw(L,)-et, ill. w(L,)-t). Ezaltal a kovetkezOképp definialhatjuk a P
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poliéder két elmozgatottjara egy illeszkedési szabaly teljesiilését: a my és m, mozgasok esetén
a m; (P) és m,(P) poliéderekre pontosan akkor teljesiil az illeszkedési szabaly, ha m, = 7, o T,
ahol 7 az a mozgés, amelyre az el6z6 bekezdésben megadott feltételek teljesiilnek. Ez
garantalja, hogy m,(L,) = my(L,) és m,(P) Ny (P) = m;(L,) is fennalljanak.

Ezzel az illeszkedési szaballyal definialhatunk egy (mindkét irdnyban végtelen) S
poliédersorozatot, amelynek elemei az adott poliéder elmozgatott példanyai, és két egymast
kovetd elem esetén azokat ugy illesztjiikk 6ssze, hogy a belsejeik diszjunktak legyenek, és a
sorozatban kisebb indexii elem 2-es szdmu lapjahoz illeszkedjen a rakdvetkezo elem 1-es szamn
lapja, az elébbi az illeszkedési szabalyban megadott modon.

A tovabbiakban feltessziik, hogy az ilyen mdédon definidlt (mindkét irdnyban végtelen)
poliédersorozat egy pakolast alkot, mert leginkabb ezzel az esettel szeretnénk foglalkozni,
ekkor a leglatvanyosabb a tetrahélixhez valé hasonlosaga.

Ha az L, lap egyik, mondjuk V; jelii cstcsat az L, lapbeli 7(V;) cstccsal a P poliédernek
egy éle koti dssze, akkor az illeszkedési szabaly alapjan készitett S poliédersorozatban a t¢(V;)
csucsok (ahol i tetszéleges egész szam) egy csavarvonal beirt sokszogének az egymast kovetd
cstcsai, melynek oldalait az § poliédersorozat bizonyos élei alkotjak — ez a csavarvonal egy
olyan hengerfeliileten fekszik, melynek a tengelye a T csavarmozgas tengelye. Az ilyen tipusu
csavarvonalak fekhetnek ugyanazon a hengerfeliileten, vagy akar kiilonb6z6 hengerfeliileteken
IS.

Erre mutatunk most két példat (1d. 5. abra): egy hengernek egy ferde sikmetszetébe (amely
egy ellipszis) egy beirt négyszoget rajzolunk, majd azt forgatva eltoljuk a henger tengelyének
iranyaban gy, hogy diszjunkt legyen a két sikmetszet (az eredeti, és a forgatva eltolt), és a P
poliédernek az eredeti négyszog, valamint a forgatva eltolt példanydnak a konvex burkat
vessziik, mozgasnak pedig a mar emlitett forgatva eltolast. Ekkor az § poliédersorozat négy
olyan csavarvonalhoz tartozé beirt sokszogvonalat tartalmaz, amelyek ugyanazon a
hengerfeliileten helyezkednek el.

5. abra. Példak egyetlen, ill. két hengerfeliileten elhelyezkedd6 csavarvonalakra,
poliéderek illeszkedési szabalya altal definialt poliédersorozat esetén
(poliéder, henger(ek) és a rajuk irt csuicsokkal rendelkezé poliédersorozat, poliédersorozat
abrazolasaval mindkét esetben)

Ezutan valtoztatunk kicsit ezen a konstrukcion ugy, hogy a henger ferde sikmetszetébe nem
beirt négyszoget, hanem olyan négyszoget rajzolunk, amelynek két csucsa a hengerfeliileten
helyezkedik el, a mésik két cstcsa pedig egy kisebb sugart olyan henger feliiletén, amelynek
ugyanaz a tengelye, mint az eredeti hengernek. Ekkor az § poliédersorozat négy
csavarvonalhoz tartozd beirt sokszOgvonalat tartalmaz, amelyek koziil két csavarvonal az
eredeti hengerfeliileten helyezkedik el, a masik két csavarvonal pedig a kisebb sugarti henger
feliiletén.
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4. Majdnem szabalyos tetraéderek véges lancolata

A sikban, oldalaikkal egymashoz illeszkedd szabalyos haromszogek pakolasa esetén, ha
barmely két, egymast kdvetd haromszognek a metszete egy kozos oldaluk, barmely harom,
egymast kovetd haromszdgnek a metszete egy kdzos csucsuk, és barmely négy, egymast kdvetod
haromszog metszete iires halmaz, akkor az a haromszogpakolas egyértelmiien meghatarozott,
egy mindkét irdnyban végtelen haromszogsorozatot alkot (1d. 6. abra).

6. abra. Szabalyos haromszogek végtelen sorozatanak egy véges része,
adott illeszkedési szabalyok esetén

Azonban a 3-dimenzids térben egy ilyen haromszogpakolas a haromszogek oldalai mentén
behajthato, igy pl. a szabalyos ikozaéder szimmetriasikja mentén szabalyos haromszdgeknek
egy véges, onmagaba zarodo lancolata adodik a fenti illeszkedési tulajdonsagokkal (1d. 7. &bra).

7. abra. Szabalyos ikozaéder laphaléjaban szabalyos haromszogek véges lancolata ugyanazokkal az
illeszkedési tulajdonsagokkal, mint a 6. abra sikbeli haromszogelrendezése

Sikban csak torzulasokkal adbrazolhat6 ilyen tulajdonsdgu alakzat, azaz nem mindegyik
haromszog szabalyos egy ilyen tipusu véges, zarodo elrendezésben. Azonban minél tobb
haromszog van a 8. dbrdhoz tartoz6 elrendezésben, annal kozelebbi lehet az alakjuk a nem
szabalyos haromszogeknek is a szabalyos haromszogekéhez. Azzal mérhetd, hogy mennyire
kozeli az alakja egy haromszognek a szabalyos haromszoghoz, hogy mennyire kozeli a
leghosszabb ¢és legrovidebb oldalanak az aranya az 1-hez.

8. abra. Majdnem szabalyos haromszogek véges, zarédo sorozata
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A kovetkezokben a fentieknek 3-dimenzids analogonjat konstrualjuk meg a tetrahélix
esetében. Ehhez a motivacidt a 4-dimenzids szabalyos testek adjak. Ugyanis, a szimplicidlis,
(azaz tetraéder hiperlapokkal rendelkezd) 4-dimenzids centralszimmetrikus szabalyos konvex
testek esetén (a centralszimmetria megkotésével a szabalyos 4-szimplexet kizarjuk), tehat a
16-cella és a 600-cella esetén fennall, hogy van olyan véges, szabalyos tetraéderekbdl allo
hiperlapsorozatuk, amely 6nmagéaba zarddik (8, ill. 30 tetraéderbdl allnak), és igaz ra a
tetrahélix illeszkedési szabalya: az 1. fejezetbeli definici6 feltételei, ahol a 2-5 darab, egymast
kovetd elem metszetére szerepelnek megkotések. Ezek a tetraéderlancok a szabalyos
4-dimenzios politdp koriilirt gdmbjéhez tartozd egy-egy fokor mentén helyezkednek el, és
fennall, hogy a politop hiperlapjainak halmaza felbomlik ilyen tipusu, egymassal diszjunkt
tetraéderlancokra.

Ezzel a tulajdonsaggal szorosan kapcsolatos a Hopf-fibralas fogalma. A Hopf-fibralas a 4-
dimenzios térbeli 3-dimenzios egységgombfeliiletbdl egy leképezés a 3-dimenzids térbeli 2-
dimenzios egységgombfeliiletre, melynél a 2-dimenzids egységgombfeliillet mindegyik
pontjanak az inverz képe egy fokor a 3-dimenzids gombfeliileten.

Ha a 3D egységgombfeliiletet sztereografikus projekcioval leképezziik a 3-dimenzios térbe
(egyetlen pontja, a (0,0,0,1) kivételével), akkor a 2-dimenzids gombfeliilet szélességi koreinek
(azaz a 3-dimenzids xyz-tér xy-sikkal parhuzamos koreinek) inverz képei toruszok lesznek,
melyekben az egyes pontok inverz képei Gn. Villarceau-korok (azaz olyan korok, melyek a
torusz szimmetriatengelyére nem merdlegesek, és a tengellyel nem egysiktiak). Barmely két
ilyen kor egymasba kapcsolddo (mas széval egymasba flizott, azaz barmelyik kor korlapjaba —
tehat a korvonal konvex burkéba — belemetsz a mésik kor). Ennek a tulajdonsagnak a diszkrét
analogonja, hogy a fentebb emlitett tetraéderlancok 3D-s vetiiletei is egymasba kapcsolodok,
azaz az egymasba kapcsolodd korokkel topologikusan ekvivalens gorbék addédnak, ha a
tetraéderlancokat benniik végigfuté olyan egyszeri zart konvex sokszogvonalakkal
helyettesitjiik, amelyeknek minden egyes tetraéderrel egy-egy szakasz a metszete (ld. [2]).

Természetesen egy ilyen zart tetraéderlanc csak torzulasokkal abrazolhato 3D-ben, azaz
nem lehet minden tetraédere szabdlyos. Arra mutatunk egy konstrukciot, hogy hogyan lehet
tetszOleges pontossaggal majdnem szabalyos tetraé¢derekkel eldallitani ilyen tetraédersorozatot.

9. abra. Majdnem szabalyos tetraéderek véges, zarodo sorozatai
(n=33, £ = 0,409, és n=96, £ = 0,112)

Vegyiik egy n+1 csucsbol allo részsorozatat a tetrahélixnek. Ekkor a tetrahélix tengelyét
megfeleltetjiik majd egy olyan kornek, amelynek a keriilete megegyezik a tengely hosszaval
(az elsd csucspont tengelyre vett vetiiletének €s az utolsé csucspont tengelyre vett vetiiletének
a tavolsagaval). Az egymast kovetd csticspontok vetiileteinek megfeleld pontokat mérjiink fel
ezen a koron, ugyanakkora tdvolsagra egymastol. A vetiiletpontokra merdleges sikokat allitva,
azok athaladnak a kor tengelyén. Pontosan a tetrahélix forgatva eltolasahoz tartoz¢é forgatasi
szOg egymas utani tobbszoroseivel forgassunk el egy ilyen sikon adott kezdeti pontot az egymas
utani merdleges sikokon, és pontosan akkora sugart sikbeli korokon legyenek rajta ezek a
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Py, P, ..., P, pontok, mint a tetrahélix hengerfeliiletének az alapkorének a sugara. Ekkor az
utolso pont ugyanazon a sikon, annak ugyanazon a korén lesz, mint az els6. A szogkiilonbség
i /n-edrészével forgassuk vissza a Py, Py, ..., P, pontsorozat minden pontjat, 0 < i < n esetén.
Az ezekre a pontokra felépitett tetraéderpakolas (4 darab, ciklikusan egymast kdvetd csticsra
illesztiink egy tetraédert) minden egyes tetraédere kozeli lesz a szabalyos tetraéderhez, ha n
elég nagy — olyan értelemben, hogy ha adott egy € > 0 szam, akkor a leghosszabb és a
legrovidebb élek aranya egy tetraéderben kisebb lesz (1+&)-nal, ha n > n,, megfeleléen
valasztott n, szdm esetén. A 9. abra példaiban n=33 csucs esetén € = 0,409, és n=96 csucs
esetén € = 0,112 adodik, azaz a zart tetraéderlancok tetraédereiben a leghosszabb ¢l és
legrovidebb ¢l hanyadosa kisebb, mint 1,409, ill. 1,112. Erdekes probléma, hogy van-e jobb
konstrukcio, amellyel az itt ismertetett eljarashoz képest lényegesen kisebb ¢ értékkel
készithet6 el ugyanannyi majdnem szabalyos tetraéder zart lanca?

Osszefoglal6

A tetrahélix egy olyan érdekes 3-dimenzids alakzat, amely szabdlyos tetraéderek
pakolasaként all eld, olyan élsorozatokat tartalmazva, amelyek csavarvonalak beirt
sokszdgvonalai. Ennek kétféle altaldnositasat vezettiik be, illeszkedési szaballyal megadott
poliédersorozat, és zarodo tetraéderlanc esetén.
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