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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban az dltalanositott Cayley-Dickson-féle megkett6zési
eljarassal megkonstrualjuk az altalanositott komplex szamok C, kommutativ és
asszociativ algebrajat, az dltalanositott kvaterniok M,z nem kommutativ, de
asszociativ algebrajat €s az altalanositott oktoniok Qp, nem kommutativ és nem is

asszociativ algebrajat.

Minden véges dimenzios asszociativ algebra izomorf a teljes matrixalgebra alkalmas
részalgebrajaval, viszont az altalanositott oktonidk algebraja nem asszociativ. A
probléma megoldasara Zorn, M. A. 1931-ben értelmezte a split oktoniok vektor-

crer

cy ey

ABSTRACT. In the paper with the use of generalized Cayley-Dickson process we
contruct the commutative and associative algebra of generalized complex numbers
C, the non commutative, but associative algebra of generalized quaternions Hz
and the non commutative, non associative algebra of generalized octonions O, .
Any finite dimensional associative algebra is isomorphic to a subalgebra of total
matrix algebra, but the algebra of generalized octonions Q,, is not associative. To

overcome this problem Zorn, M.A. defined vector-matrix repesentation for split
octonions algebra in 1931. In the last section of the paper we construct the vector-
matrix representation of generalized octonions O, -

1. Bevezetés

Hamilton, W. R. (1805-1865) 1833-ban alkotta meg a klasszikus komplex szamok
struktarajanak rendezett valos szamparokon alapul6 felépitését (HAMILTON, 1834), 1843-ban
pedig felfedezte a valos kvaterniok 4-dimenzidés nem kommutativ, de asszociativ algebrajat
(HAMILTON, 1844, 1847). Még ugyanezen évben Graves, J.T. (1806-1870) megalkotta a
valos oktonidk 8-dimenziés nem kommutativ €s nem is asszociativ algebrdjat. Eredményeit
azonban nem publikalta, csupan Hamiltonnal folytatott barati levelezésében irta le. Cayley, A.
(1821-1895) 1845-ben szintén eljutott az oktoniokhoz és publikalta is eredményeit, ezért hivjak
ma ezeket az objektumokat Cayley-féle szamoknak (CAYLEY, 1889).

Dickson, L.E. (1874-1954) 1912-ben értelmezte az altalanositott kvaternidalgebra
fogalmat, 1919-ben pedig megalkotta a késdbbiekben Cayley-Dickson-féle megkett6zési
eljarasnak elnevezett modszert (DICKSON, 1912, 1919), amelyet tanitvanya, Albert, A.A.
(1915-1972) 1942-ben altalanositott (ALBERT, 1942).

Zorn, M.A. (1906-1993) 1931-ben (ZORN, 1931,1933) megadta a split (hasitott) oktoniok

crer

alkalmazhat6 a klasszikus oktonidk algebrdjanak reprezentaldsara is (EBBINGHAUS et al.,
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1991). Dolgozatunk f6 eredményeként megadjuk az altalanositott oktoniok vektor-matrix

crer

2. Altalanositott komplex szamok

Elészor 6sszefoglaljuk azokat az altalanositott komplex szdmokra vonatkozé legfontosabb
fogalmakat ¢és ismereteket, amelyek feltétleniil sziikségesek a dolgozat tovabbi részeinek
megértéséhez.

Legyen {IR, +,-} a valos szdmok teste, 0 az dsszeadds, 1 a szorzas neutralis eleme, @ € R
pedig egy rogzitett valés paraméter. Az R X R direktszorzatban miveleteket vezetiink be a
kovetkezé modon: tetszéleges r € R, (ag, a,), (b, b1) € R X R esetén

(1) skalarral valé szorzas: r-(ag ay) :=(r-ayr-ay),
(2) Osszeadas: (ao, al) + (bo, bl) = (ao + bo, aq + bl)’
(3) SZOrzas: (ao, al) ' (bo, bl) = (ao - bO —a-aq: bll ag - bl + ag - bo)

A (3) Osszefiiggés a Cayley-Dickson-féle megkettzési eljaras. Az R X R halmaz az (1) —
(3) miiveletekkel egy 2-dimenzids, neutralis elemes, kommutativ és asszociativ algebrat alkot
az R test felett. Itt 0¢ := (0,0) az Gsszeadas, 1¢ := (1,0) a szorzas neutralis eleme. Ebben az
algebraban, mint R feletti vektortérben az 1¢ és az i := (0,1) elempar egy természetes bazist
alkot.

Az S:={(ay0):ap € R} € R X R egy részalgebrat alkot az R X R algebraban és az
fe:R = S,a0 » (ag,0) egy R algebra-izomorfizmus, igy pedig az fi:R—-> R X R,qy -
(ap,0) egy beagyazasi R algebra-monomorfizmus. A beagyazassal nyert struktirat az
dltalanositott komplex szamok algebrdjanak nevezziik és a C, szimbolummal jeldljiik.

Az a =1 esetben a fenti konstrukcidoval a klasszikus komplex szamok C algebrajat
nyerjik. Az altalanositott komplex szamok algebrajarol tovabbi ismereteket talalhatunk a
szakirodalomban (KANTOR — SZOLODOVNYIKOQOV, 1985).

Az i =(0,1) € C, elemre teljesiil az i? = —a Osszefiiggés és minden (ay,a,) € C,
egyértelmiien irhato fel ay + a, - i alakban, amely eléallitast az altalanositott komplex szdm
algebrai alakjanak nevezzik.

Az 1,i € C, elemek az dltalanositott komplexegységek, amelyek szorzasara érvényesek
kovetkez6 miiveleti szabalyok:

1-1=1, 1'i=i-1=i, i*=-a.

A z=ay+a, i €C, konjugdltian a zZz=ay,—a,"i € C, elemet, normdjan az
N(z):=z-Z=Z-z=a3+a-a? € R szamot értjiik. Az N:C, » R egy nem-elfajuld
multiplikativ kvadratikus alak, igy C, egy kompozicidalgebra. A z =ay+a;-i, t = by +
b; - i € C, elempar skalaris szorzatanak az ot = ay - by + a - a, - b; € R szamot nevezziik.

a a

AzMER) ={(_g . an

alkotnak a masodrendii kvadratikus matrixok M,(R) teljes matrixalgebrajaban. A g: C, —

. Qo a
ME(R),aq+a, i~ (—a ‘4, a
reprezentalhaté az M, (R) teljes métrixalgebra M (R) részalgebrajaval.

Az éltalanositott komplex szamok algebrajanak részletes targyalasa megtalalhatod
(PENTEK, 2018) dolgozataban.

): ap,aq € R} alaki matrixok egy 2-dimenzios részalgebrat

(1)) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, igy a C,, algebra



Az altalanositott oktonidk és a vektor-matrixok algebraja 13

3. Altalanositott kvaterniok

Ezutan attekintjiilk az altaldnositott kvaterniok strukturajara vonatkozé legfontosabb
ismereteket, ezeket felhasznaljuk a dolgozatunk késdbbi részeiben.

A C, algebrabol kiindulva a C, X C, direktszorzatban miiveleteket értelmeziink a
kovetkezé modon: tetszéleges r € R, (zy, 21), (Wy, wy) € C, X C, esetén

(4) skalarral valé szorzas: r - (2, 21) := (r - 29,7 " Z1),
(5) 6sszeadas:  (zg,z1) + (Wo, wy) := (2o + Wy, z; + wy),
(6) szorzas: (2o, 21) - (Wo,wy) = (29~ wo — B * 2 Wy, Z - Wy + 21 " W),

ahol f € R egy rogzitett valés paraméter. A (6) Osszefiiggés a Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljaras.

A C, X C, halmaz a (4) — (6) miveletekkel egy 4-dimenzids, neutralis elemes, nem
kommutativ, de asszociativ algebrat alkot az R test felett, itt Oy := (O¢, Oc) az Osszeadas,
1y := (1¢, Oc) a szorzas neutralis eleme. Ebben az algebraban, mint R feletti 4-dimenzios
vektortérben az 1y, (i,0¢),j := (O¢, 1¢) és (O¢, i) elemnégyes egy természetes bazist alkot.

AT :={(z,0¢):zy € C,} c C, X C, egy részalgebrat alkot a C, X C, algebraban és az
fu:Cy = T, 2zy = (2,0¢) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, igy aztan az fy: C, = C, X
Cq- 2o + (24, 0c)egy beagyazasi R algebra-monomorfizmus. A beagyazassal kapott struktarat
a Hgp szimbolummal jeldljiik és az dltaldnositott kvaterniok algebrdjanak nevezziik.

Az a =1,B =1 specidlis esetben a klasszikus Hamilton-féle kvaterniok H algebrajat
nyerjiik. Az altalanositott kvaterniok részletes targyalasat magyarul megtalalhatjuk (PENTEK,
2018) dolgozataban.

A j=(0¢1c) € Hyp elemre teljesil j?=—B ¢és minden (zp,z1) € Hyp elem
egyértelmiien irhato fel z, + z, - j alakban, amely eldallitast az altalanositott kvaternio komplex
algebrai alakjanak nevezziikk. Ha pedig zo = ag+a; i,z =a,+ a3 i €C, és q = zy +
zy ' j € Hyp, akkor a g kvaternio egyértelmiien irhato fel g = ag+ay-i+ay-j+az-k
alakban, ahol k :=i - j, ezen alakot az altalanositott kvaternié valds algebrai alakjanak hivjuk.
Az 1,i,j,k € Hgp elemek az daltalanositott kvaternidegységek, amelyek szorzasara érvényesek
a kovetkez6 Osszefliggések:

1-1=1, 1-i=i-1=i, 1-j=j-1=j, 1'k=k-1=k,
i-j=—j-i=k, j-k==k-j=p-i, k-i=—-i-k=a-],
i’=—a jiP=-B, ki*=-a-p.

Ha gq=ag+a;-i+ay-j+az-k€Hyp , akkor g:=ap—a;i—a, j—az k€
Hos a q elem konjugdltia, N(q):=q-§=G-q=aj+a-ai+p-a5+a-f-a5€R
pedig a q normdja. A N:Hyp — R egy nem-elfajulé multiplikativ kvadratikus alak, ezért H,z
egy kompozicidalgebra. A qy=ao+a,-i+a,-j+as;-k,q=by+by-i+by,-j+bs-
k € Hgp elempar skaldris szorzatan a

Go°q1:=ag-bg+a-a,-by+L-a,-by,+a-f-az;-b3 ER
valos szamot értjik. A o:H,p X Hyp —» R skalaris szorzés egy szimmetrikus bilinearis
leképezes. A g =ao+a, i+a,-j+as k€ Hgyp altalanositott kvaternio valos részén
(skalar rész) az

(7) S(@:=ay€R
valds szamot, képzetes részén (vektor rész) a

(8) Vig):=U=a,-i+a,"j+az-keER?
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vektort értjiik. gy minden q € H,p egyértelmiien irhaté fel ¢ =S(q) +V(q) =ao+U
alakban, amelyet tobb szerz6 az altalanositott kvaternié Hamilton-féle alakjanak nevez. Ha a
q € Hgp altaldnositott kvaternidra S(q) = 0 teljesiil, akkor tiszta képzetes kvaterniérol

beszéliink, a tovabbiakban ezek halmazéat Im(Hgp) jeléli. Ha U:i=a,-i+a,-j+as-k,
Vi=by-i+by-j+b3-kE€E Im(]HIa/g), akkor ezen elemek szorzatara

(9) U'V=_(a'al'bl‘l'ﬁ'az'bz+a'ﬁ'a3'b3)+

+[(az bz —az-by)-B-i+(az-by—ay-bs) a-j+(a, b, —az-by) k]

teljesiil. Ez alapjan e két tiszta képzetes kvaternid skalaris szorzatén a fenti értelmezéssel
0sszhangban

(10) U°V==a'a1'b1+ﬁ'a2'b2+0{'ﬁ'a3'b3ER
skalart, vektoridlis szorzatan pedig az

(11) UXV:=(a2'b3_a3'bz)'ﬁ'i+(a3'b1_a1'b3)'a'j+

+(a1 " b2 - a2 - bl) - k € Im(]H[aﬁ)

vektort értjiik. Ekkor a (9) — (11) alapjén az

(12) U-V=—=U-°V)+ (UXV)
Osszefliggés teljesiil. Ennek kiterjesztéseként, ha aq+ U,by +V € H,p , akkor ezen
altalanositott kvaterniok szorzatara

(13) (a0+U)(b0+V): (aobO_UOV)+(a0V+b0U+UXV)
teljesiil, ahol jobboldal els6 zarojele a szorzat valos, a masodik zardjel pedig szorzat képzetes

része. Az Im(]HIaﬁ) halmazban a (10) skalaris szorzas egy szimmetrikus, a (11) vektorialis
szorzas pedig egy antiszimmetrikus bilinearis leképezés. Az

Qo aq a as
—aa1 aO _aa3 a2
H . — — .

_aﬁa:; _ﬁaz aaq Qo

alakt matrixok egy 4-dimenzios részalgebrat alkotnak a negyedrendli kvadratikus matrixok 16-
dimenzios M, (R) teljes matrixalgebrajaban. A

(15) 9" Hgp » My (R), a0 +ay-i+a, j+az koA

leképezés egy R algebra-izomorfizmus, ezért az altaldnositott kvaterniok H,p algebraja az

M,(R) teljes matrixalgebra MA!(R) részalgebrajaval reprezentalhato. ’
Az altalanositott kvaterniok algebrajardl tovabbi ismereteket talalhatunk (PENTEK, 2018)
dolgozataban.

4. Altalanositott oktoniok

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk az altalanositott oktoniokra vonatkoz6 legfontosabb
ismereteket, ezzel készitjlik el a dolgozatunk 6 részét képezd reprezentacios tétel targyalasat.

A Hp algebrabol kiindulva a M,z X H,p direktszorzatban miveleteket értelmeziink a
kovetkezé modon: tetszéleges r € R, (po, p1), (qo, q1) € Hyp X Hyp esetén
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(16) skalarral valo szorzas: 1+ (pg, p1) := (r * Po, 7 * P1),
17) Osszeadas: (o, 1) + (G0, q1) = (o + G0, P1 + q1),
(18) SZ0rZ4s: (Do, P1) * (G0, 91) = (Po " Go — ¥Yq1 " P1,P1 " Qo + 41 " Po),

ahol y € R egy rogzitett valés paraméter. A (18) Osszefiiggés a Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljaras.

A Hgp X Hgp halmaz a (16) — (18) miiveletekkel egy 8-dimenzios, neutrlis elemes, nem
kommutativ és nem is asszociativ algebrat alkot az R test felett, ahol 0g := (O, O) az
Osszeadas, 1g := (1, O) a szorzas neutralis eleme. Ebben az algebraban, mint 8-dimenzids
vektortérben az 1, (i, 0g), (, Ogp), (k, Opp), E := (Ogg, 1), (Opg, ©), (O, ), (O, k)
elemrendszer egy természetes bazist alkot. Megjegyezziik, hogy ez a H,p X Hp algebra egy
alternalo algebra, mivel a H,z algebra szorzasi miivelete asszociativ (CURTIS, 1990)

Az U:= {(qo, Om):qo € ]I-]Iaﬁ} C Hgp X Hyp egy részalgebrat alkot a Hgp X Hep
algebraban, és az fo:Hgp — U,qo » (qo, On) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, az
fo:Hgp = Hep X Hgg, qo = (g0, 0m) ezért egy beagyazisi R algebra-monomorfizmus. A
bedgyazassal nyert strukturat az Qgp, szimbolummal jeldljik €s az dltalanositott oktoniok
algebrdjanak nevezzik.

Aza =1,8 =1ésy = 1specidlis esetben a klasszikus Cayley-Graves-féle oktoniok O
algebrajat nyerjiik. Az altalanositott oktoniok algebrajat magyarul targyalja (PENTEK, 2020)
dolgozataban.

Az E = 0y, 1y) € Oyp, clemre teljesil E* =—y ¢és minden (qo,q1) € Qgpy
egyértelmiien irhat6 fel go + g4 - E alakban. Mivel pedig a qo, q; € Hgp egyértelmien irhato

fel az el6z6 fejezetben latottak szerint q, = ay + U, illetve q; = by +V (ao, b, e R U,V €

I m(]H]a[,a)) alakban, igy minden altaldnositott oktonid is egyértelmiien allithat6 eld

formaban.
Az altalanositott oktonidk kvaternidalgebrai alakjaval torténd szamolds szabéalyai a
kovetkezok: legyen v € R, pg + p1* E, qo + q1 * E € Qgp,, akkor

(20) skalarral valo szorzas: - (po +p1"E) = (r-py) + (r-py) ' E,
(21) osszeadds: (po +p1-E)+(qo +q1-E) = (po + q0) + (01 + q1) " E,
(22) szorzas(po +p1-E) (o + 91" E) = 0o 90 —vq1'P1) + 1o+ q1°Po) - E,

teljes 6sszhangban a (16) — (18) 0sszefiiggésekkel.
Ha qo=apta;-ita-j+tas-kq =a,+as-i+agj+a; -k €My, akkor a
qo + q1 " E € Q4p, oktonié egyértelmiien irhato fel

(23) agt+a -i+ay-jraz-k+a, E+as-(i-E)+ag-(G-E)+a, (k-E)

alakban.

Bevezetve az ey:=1,e,:=1i,e,:=j,e3:=k,e,:=E,es:=i-E,eg:=j-E,e;:=k-E
jeloléseket a fentiek szerint a tetszdleges 0 =qo+q,-E € O oktoni6 egyértelmiien
allithat¢ eld az

(24) 0= Zz7=o a, - e

alakban, amelyet az altalanositott oktonid valds algebrai alakjanak nevezziik. Az eléallitasban
szereplé {e;}]_, elemeket pedig dltalanositott oktonidegységeknek hivjuk, amelyek Cayley-
fele szorzotablaja (PENTEK, 2020) dolgozata szerint az 1. Téblazatban talalhato.

apy
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Vegyiik észre, hogy e miiveleti tablazat bels6 részének bal felsé 2 X 2-es mezdje a C,, bal
fels6 4 X 4-es mezdje pedig a H,p struktira egységeinek szorzotablgja.

Az altalanositott oktoniok valos algebrai alakjaval a kovetkezé mdédon szamolhatunk: ha
rE€R,Es0; =N]0a €, 02 = Lhncobm * €m € Ogpy, akkor

(25) skalarral valo szorzas: - (X/_oa; - €) = Yi—o(r-a) e,
(26) Osszeadas: 217=0 a - e + Zl7=0 bl e = 217=0(al + bl) er,
(27) SZOrzas: (ZZ:O ap- el) ’ (ZZn:O by, - em) = Zl7,m=0(al ’ bm) ’ (el ’ em)-

Az altalanositott oktoniok Op, algebrdjanak részletes targyalasa megtalalhatd (PENTEK,
2020) dolgozataban.

Ha o=Y/_ga; e €04, , akkor 0:=ag-ey—Xj-1a; € € Oyp, elemet az o
4ltalanositott oktonio konjugaltjanak,az N(o) :=0-0=0-0=a3+a-as+ B a5 +a-f -
as+y-aj+ta-y-at+p-y-at+a-f-y-a?€R valés szimot az o Aaltalanositott
oktoni6 normajanak nevezzik. Ez az N: Q4p, — R egy nem-elfajulé multiplikativ kvadratikus
alak, igy az Q4p, struktira egy kompozicioalgebra.

5. Az altalanositott oktoniok reprezentacidja vektor-matrixokkal

El6szor a y € R paraméter felhasznalasaval konstrualjuk meg a 2. fejezetben latott moédon
az éltalanositott komplex szamok C,, algebrgjat. Ezutan az a, f € R paraméterek segitségével
epitsiik fel a 3. fejezetben bemutatott modon az éltalanositott kvaterniok H g algebréjat.

A C:= {(Wl,WZ,W3): w, €C, (1= 1,2,3)} halmazban értelmezziink egy t€C,
elemmel, mint skalarral valo szorzast:

(28) t - (wy,wp,ws) i= (L wy,t-wy,t-ws),
tovabba egy Osszeadast is a

(29) (W, wa, w3) + (21, 23, 23) := (Wy + 2, Wy + 23, W3 + 23)
dsszefiiggéssel. A C, egy 2-dimenzids, a C egy 6-dimenzids vektortér az R test felett. Ay =
1 esetén C,, egy test, minden mas esetben egy kommutativ, neutralis elemes gyirii, a (C; pedig

egy baloldali modulus a C,, gytird felett.
A (28) és (29) definiciokbol kovetkezik, hogy ha V = (vy, v,,v3) € R3, akkor

(30) i'V=i'(v1tv2tv3)=(i.v11i.v21i.v3)E(C3)

és ennek felhasznalasaval, ha U = (uy, up, u3) € R*, akkor minden W = (wy, w,, w3) € C;
elem eloallithato
(31) W=U+i-V

alakban. A Mz struktirdra tdmaszkodva bevezethetiink a C3 struktirdban egy skalaris
szorzast: ha W = (wy, wy, w3),Z = (24,25, 23) € C5 , akkor legyen

(32) WoeZ:=a-wy -z, +f-wy 2, +a-f-ws 23 €C,
értelmezhetiink tovabba egy vektoridlis szorzast is a
(33) WXZ:=[B (W z3—w3-23),a-(Wz-23 — Wy~ 23), Wy "2 — Wy 7]

Osszefiiggéssel.



Az altalanositott oktonidk és a vektor-matrixok algebréja 17

A o:C x C} — C, skalaris szorzas egy szimmetrikus, a x:C; X C, — C; vektorialis
szorzés pedig egy antiszimmetrikus bilinedris leképezés a C; struktaraban.

1. Lemma. A (C]% struktira o és X miveletei az Im(]H[aﬁ) megfeleld o és X miveleteinek
természetes kiterjesztései.

2. Lemma. Ha a+i-beC,, U VU,V €Im(Hyp) és igy U+i-V,U +i-V' €C},
ekkor érvényesek kdvetkezé azonossagok:

@ (a@a+i-b)-U+i-V)=(@-U-y-b-V)+i-(a-V+b-U),

O WU+i-V)e(U'+i-V)=[UoU =y -(VoV)]+i-[UeoV' +VolU']

CU+i-MxW+i-V)=[UxU —y-(VxXV)]+i-[UxV' +V xU'].
Tekintsiik ezutan a

A A
(34‘) H((CV) = {A = (A;i A;z): All' AZZ E CyrAler21 E C]?;}

alaka hipermatrixok halmazat €s értelmezziink e halmazban miiveleteket a kovetkezé modon:

(35) skalarral val6 szorzds: har € R,A € H ((C],), akkor

A A r-A r-A
r-A=r-(11 12):=( 11 12>€HC ’
Az Ay r-Ay 1Ay (y)

(36) Osszeadas: ha A,B € H((Cy), akkor

A A B B A +B A,+B
A+B=(11 12)+(11 12):=< 11 7511 Agp 12)EH(C '
Ay Ay By By Ay1 + By Ay + By ( y)

(37) szorzas: ha A,B € H((Cy), akkor

AxB = <A11 A12) . <B11 312>

Ay Ay By1 By,
i ( A11°Bi1 + Agz 0 By A11 7 Big + Byyr Ay — Apg X 321)
By1 Ay + Ay - By + A1 X Byy Azz " Byy + Az 0By
€ H(C)).

Legyen most
(38) 0=(a+U)+(b+V) EE Oy, (a,b ERU,VE Im(Haﬁ))

egy tetszdleges altaldnositott oktoni6d és rendeljiik hozza azt az A € H ((Cy) hipermatrixot,
amelyre
(39) A11 :=a+i'b,A22 :=a_i'bE(CV,A12 :=_U+i'V,A21 =U+l'VEC]?;

teljesiil. Az ilyen specidlis alakt hipermatrixok halmazat dltalanositott Zorn-féle vektor-
matrixok halmazanak nevezziik és Z orn(Cy) szimbolummal jeldljiik. Egyszeriien belathatjuk,
hogy ha r € R és A,B € Zorn(C,), akkor r-A, A+ B és A =B € Zorn(C,), vagyis az
altalanositott Zorn-féle vektor-matrixok halmaza zart ezen miiveletekre nézve.

Ezutdn mar bizonyithatjuk dolgozatunk f6 eredményét, az altalanositott oktoniok
reprezentacios tételét.

a+i-b —U+i'V)

Tétel Az F;(o)aﬁy—>Zorn((Cy),(a+U)+(b+V)-E|—>(U+l__V S

leképezés egy R algebra-izomorfizmus.
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Bizonyitds. Az F hozzarendelés egy bijektiv leképezés, mivel az F ‘1:Zorn((Cy) = Ogpy

inverz hozzarendelés is leképezés.
Har € Réso=(a+U)+ (b+V):E € Qupy, akkor a (19), (20) és (35) alapjan

(40) F(r-o)=F(@r-[(a+U0)+b+V)-E)=F@r-(a+U)+r-(b+V)-E) =

F((r-a+r-U)+(r-b+r-V)-E)=(r'“+i'(r'b) —T'U+i'(‘r-V))

r-U+i-(rV) r-a—i-(r-b)
r-(a+1i-b) T'(—U+i'V))_ (a+i-b -U+i-V\_ .
(r-(U+i-V) r-(a—i-b) )" Wriv amiop)=TF@
teljesiil, igy az F egy homogén leképezés.
Hao=(a+U)+(b+V)-E o =(a +U)+ (b +V')-E € Oy, akkor a (19), (21)
¢s (36) felhasznalasaval
(41) Flo+0o)=F([(a+U)+B+V)-E]+[(@+U)+ B +V')-E]) =
F([la+a)+WU+UN]+[(b+Db)Y+V+V)]-E) =
((a+a’)+i-(b+b’) —(U+U’)+i-(V+V’)>
WU+UHY+i-(V+V") (a+a)—i-(b+Db")
a+i-b -U+i-V a +i-b" =U +i-V _ ,
Griv amip) (U’+i-V’ o ey )= FO+F@).
ezért az F egy additiv leképezés. Eddig belattuk, hogy F egy R vektortér-izomorfizmus.
Legyenek ezutin o=(a+U)+(b+V) E, o' =@ +U )+ (b +V')-E € Qu,
tetszleges elemek. A (13) és (22) dsszefiiggések felhasznalasaval

(42) o0 =[(a+U)+B+V)-E]-[(a+U)+B"+V")-E]=

[@a+U) (@ +U)—y - @ +V)-b+WV]+[b+V)-(@+U)+ B +V)-(a+)]-E =
[(@a+U)-(@+U)=y-b'=V)-b+WV)]+[B+V)- (@ -U)+B" +V) (a+ V)] E=
{[(ad’ = UoU)+ (aU' +a'U+U XU —y[(bb' + VoV )+ (B'V —bV' —V' x N} +
{[((ba' +U' o V) + (=bU' +a'V -V X U]+ [(b'a=UoV)+B'U+aV' +V' xU)]}-E

adodik. A (42) osszefiiggés rendezése utan nyerjiik az
[(aa’ —ybb" —U U —y(VoV))+ (al'+a'U+ybV —yb'V+UXU —y(V xV"))| +
[(ab’"+a'b—UoV' +U" oV)+ (aV'+a'V—-bU" +b'U-UxXxV'+U xV)]-E

eldallitast. Vezessiik be a szogletes zardjelekben szerepld kifejezésekre rendre a kovetkezo
jeloléseket:
Legyen
(43) a*:=aa' —ybb' —Uo-U —y(VoV'") ER,
b*:=ab"+a'b—UoV'+U' =V ER,
Ur:=alU' +a'U+ybV' —yb'V+UXU —y(VxV') €Im(Hgp),
V'i=al'+a'V—-bU' +b'U—-UxV' +U' xV e Im(Hy),

amelyek felhasznalasaval (42) szerint
(44) oo =@+U)+B"+V")-E

adodik. Ekkor pedig

: b UiV
(43) PO =(5-1iv a—ip)
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teljestl.
A (37) 0sszefliggés felhasznalasaval

(46) F(0)*F(0)=F((a+U)+ b +V)-E)«F((a@+U)+ (" +V')-E)=
(a-i-i'b —U+i'V)*(a'+i'b' —U'+i'V')
U+i-V a-i-b u'+i-v a—i-b 7/
E két vektor-matrix szorzatdnak bal fels6 komponense az 1. lemma, a 2. lemma (b) része
¢és a (43) szerint
(47) (a+i*b)-(@+i-b)Y+(-U+i-V)o(U' +i-V")=
aa'+i-ab'+i-a'b—y-bb'—UoU —i-(UoV)+i-(U oV)—y-(VoV')=
(aa’ —y-bb' —UoU —y-(VoV))+i-(ab'+a'b—UoV' +U' oV)=a"+i-b"
Teljesen hasonldan e két vektor-matrix szorzatanak jobb alsé komponense
(48) (a=i*b)-(@—i'b)+U+i-V)o(=U+i-V')=
aa' —i-ab'—i-a'b—y-bb'—UoU +i-(UoV)—i- (U oV)—y-(VoV')=
(aa’ —y-bb' —UoU —y-(VoV'))—i-(ab'+a'b—UoV' +U' oV)=a"—i-b"

A szorzat vektor-matrix jobb fels6 komponense az 1. lemma, a 2. lemma (a),(c) része és a
(43) felhasznalasaval

(49) (@+i-b) (U +i-V)+(@ —i-b)~U+i-V)=U+i-V)xU +i-V')=
—aU' +i-aV' —i-bU —y-bV' —a'U+i-adV+i-b'U+y-b'V-UxU —i-(UxV")+
+i-(U'xV)+y- (W xV)=—(al' +adU+y-bV —y-b'V+UXU —y-(VXV))+
+i-(aV'+ad'V-=bU +b'U—-UXV'+U ' xXV)==-U"+i-V"
adodik. Végiil a szorzat vektor-matrix bal alsé komponense az el6zdvel analdég okoskodéssal
G0 @+i-bYU+i-V)+@—i-D)U'+i-VY)+(U+i-V)x (U +i-V')=
QU+i-aV+i-bU—y-bV+al +i-aV —i-bU +y-bV' +UXU —i-(UxXV')+
+i-(U'xV)—y-(VxV)=(al' +a'U+y bV —y-B'V+UXU —y-(VxV"))+

i@V +aV—bU +bU—-UXV +U' XV)=U"+i-V*
kovetkezik. Igy (46) — (50) felhasznalasaval

(51) F(o) * F(0o") = (a*+i-b* _U*-H.V*)

Ur+i-vVv> a* —i-b"
kovetkezik, amit a (45) Osszefliggéssel Osszevetve
(52) F(o-0") =F(0) xF(0")

adodik, vagyis az F egy multiplikativ leképezés. Ez a fentiekkel egylitt pontosan azt bizonyitja,
hogy az F leképezés egy R algebra-izomorfizmus.o

Osszefoglalas

Dolgozatunkban a valos szamok R testébdl kiindulva az altalanositott Cayley-Dickson-féle
megkettdzési eljaras alkalmazasaval tobb, egymasra épiilé kompozicidalgebrat konstrualtunk.
Az R algebrabol elsé 1épésként adodo altalanositott komplex szamok C, kompozicidalgebraja
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pontosan azért kommutativ, mivel a konstrukcio kiinduld algebraja maga R. A masodik
lépesben a €, algebrabol nyertiik az altalanositott kvaterniok H,p kompozicidalgebrajat, ami
éppen azért lesz asszociativ, mivel a kiinduldé C, kompozicidalgebra kommutativ és
asszociativ. Végil a harmadik lépésben a Hyp algebrabol kiindulva kaphattuk meg az
altalanositott oktoniok Qp, kompozicioalgebrajat, ami pedig pontosan azért alternalo algebra,
mivel a kiindul6 H,z kompozicidalgebra asszociativ (CURTIS, 1990).

A C, és a Hgp struktardk véges dimenzios asszociativ algebrak, igy eredményesen
reprezentalhatok matrixokkal, az Q4p, algebra viszont nem asszociativ. E struktira

reprezentalasara sikeresen alkalmazhatdk a vektor-matrixok, amelyeket Zorn, M.A. vezetett be
az 1930-as években a split oktonidk alternativ algebrajanak leirasara. Modszerét altalanositva

crer

tételére.

e e, e, eg e, es e e,

ey € e, e, e e, es s e,

e e, —aeq e —ae, es —ae, —e, aeg
] €2 —e3 | —Peg Bey €6 €7 —PBe, —Bes
e;3 e ae, | —fe; | —afeqy e, —aeg Bes —afle,
€4 €, —€5 —€6 —€éy —Yéo el Yez Yes
€s €s ae, —€y aeq —Yeér | —ayeéy | —Yes aye;
€6 € €7 Bes —Pes | —ve; ves —Breo | —Bres
€7 ey —aes | Pes afe, | —yes | —aye, | Bye, | —aByey

Tablazat: Az altalanositott oktonidegységek Cayley-féle szorzotablija
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