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OsSZEFOGLALO. Ebben a rovid jegyzetben azt vizsgiljuk néhdny konkrét példa alapjan,
hogy lehetséges-e érdekl6ds kozépiskolds didkoknak a matematika tananyagot a kozépiskolds
szintet meghaladé matematikai problémakkal kiegésziteni szamitégépes segitséggel.

ABSTRACT. In this short note we investigate via some examples the possibility of extending
the mathematics curriculum of high school pupils with interesting extracurricular mathemati-
cal problems utilizing computational modelling.

1 Bevezeto

Néhany konkrét példan keresztiil azt vizsgaljuk, hogy lehetséges-e a kozépiskolai matematika
tananyagot a kerettantervi kovetelményeken tulmutatd érdekes témadkkal kiegésziteni, tovabb
segitve ezzel a didkok kompetencidinak fejlesztését. Egy ilyen téma feldolgozdsa soran figyelni
kell arra, hogy a didkok mar rendelkezzenek a témdhoz minimalisan sziikséges matematikai,
idegen nyelvi és informatikai (djabban digitélis kultira) ismeretekkel. Egy ilyen téma fel-
dolgozasanak tobb szintje képzelhet6 el. A legegyszerilibb, hogy tanorai keretben megnéziink
egy rovid vide6t és irdnyitottan megbeszéljiik a tananyaghoz val6 kapcsoldédasat. A jobban
érdekl6ddk vagy emelt szintli csoportban tanuldk szdmadra lehet nem kotelez6 hazi feladatként
adni, hogy nézzenek utdna néhany kulcsszoénak a megfelel internetes forrasokban (pl. Wikipe-
dia, Youtube stb.), sajat maguk is probaljdk a latottakat — esetleg célszerlien leegyszerlsitve —
reprodukalni. Ennél is magasabb szinten az el6z6 felderitd munka folytatdsaként 6sszefoglal-
hatjdk az egyéni tapasztalataikat egy kisebb 1¢élegzetli projektmunkaban. S&t, a legmagasabb
elvarhaté szinten tovdbbgondolhatjdk a megfigyelteket, sajat kérdéseket tehetnek fel és vala-
szolhatnak meg 6néll6 vagy irdnyitott kutatomunka keretében. Mivel az ilyen kiegészit6 témak-
ban nem varhat6 el kozépiskolds didkoktdl a szakirodalmi szinti bizonyitasok, levezetések
kigondolésa, ezért nagy szerepet kaphat a szamitogépes modellezéssel timogatott projektmunka.
Itt gondolhatunk barmelyik programra, amivel az informatika keretében a didk megismerkedik,
pl. Excel, Geogebra, Python stb. Mivel a legtobb internetes forrds idegen nyelvl (legféképp
angol), ezért az ilyen témdk feldolgozasa kozben fejlédik a didk idegen nyelv ismerete is.

Ezen rovid jegyzetnek nem célja, hogy teljes korli médszertani javaslatokat tegyen, csak
néhiny példan keresztiil illusztralja a bevezetdben felvetett lehet6séget.
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2 Néhany példa

Az els6 példa a kozépiskolai matematikaban az utébbi években egyre nagyobb teret nyerd
statisztikdval kapcsolatos és egy a mindennapi szdmhaszndlat sordn el6fordul6 érdekes jelensé-
get ir le. Kiterjedt megfigyelések szerint bizonyos tulajdonsiagu, szamokat tartalmaz6 adat-
sokasdgban a szamok legelsé szdmjegyének eloszldsa nem a nagyon gyakori egyenletes vagy
normalis eloszlasokat koveti, hanem a Benford-torvényt, 1d. [8], [11]. A jelenség feldol-
gozésat érdemes pl. az "ARTEde” YouTube csatorna [ ] rovid videdjanak megnézésével kez-
deni (de van tobb j6 vided is a YouTube-on), majd csak ezutdn folytatni a fent idézett Wiki-
pedia cikkekkel. A didkok ezutdn egy rovid projekt keretében megvizsgalhatnak egy bizonyos
szamadat-halmazt (pl. aruhazi drkatal6gus mint az 1. képen) é€s megfigyelhetik, hogy az altaluk
vizsgalt adatok illeszkednek-e a Benford-torvény szerinti eloszldshoz. Ehhez persze el6zetesen
sziikség van a logaritmus ismeretére is, azaz ez a projektmunka legkordbban 11. évfolyamon
végezhetd el, de ekkora mar a didkok megfelel6 szintli felhaszndléi ismeretekkel rendelkeznek
valamely tabl4zatkezel$ alkalmazdsban, amivel tetszet8s kivitelezésben készithetik el a projekt-
munkdjukat. Egy ilyen projekt, annak ellenére, hogy nem til nagy erdbefektetést igényel,
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Figure 1: Benford-torvény szemléltetése

eredményével a didkok szemében jOl aldtdmaszthatja a statisztika mindennapi alkalmazhat6sa-
gat. Sot, ezen téma feldolgozasakor sz6t ejthetiink arrdl is, hogy vannak fontos esetek, amikor
fenntartasokkal kell kezelni egy statisztikai torvénybdl kapott eredményt, 1d. pl. [6].

A masodik példat is érdemes egy rovid videdval felvezetni, ami a "Numberphile” YouTube
csatorna kindlataban taldlhat6 [4] film. Ez tulajdonképpen egy mindenki szamara jol kovethe-
t6 feldolgozasa a [3] szakcikknek, amely a kétsziilGs leszarmazas egy egyszerli matematikai
modelljét targyalja. Ebben kiindulunk egy adott szamu egyedet tartalmazd populdaciobdl (a nul-
ladik generacid) és egy ugyanannyi egyedet tartalmazd sziilé populaciobodl (az elsd genericio).
Majd minden nulladik genericiés egyed véletlenszerien védlaszt maganak két sziil6t az elsé
generdciobdl. Ezutdn ezt a folyamatot ismételjiik tovabb egyre tobb felmend generaciot képezve.
A folyamat akkor all le, amikor megjelenik egy olyan felmend genericio, amelyben minden
egyed vagy leszarmazasi kapcsolatban van (azaz 6se) minden nulladik generacios egyednek
vagy nincs a nulladik generdcidban egyetlen leszarmazottja sem (ez lesz az univerzalis §sok
generdcidja). Ezen cikk f6 eredményét illusztralja a [12] weboldalon olvashat6, képletektdl
mentes, a témat torténelmi kapcsolddason keresztiil bemutat6 irds, s6t ehhez kapcsolhaté még
a [5] cikk is, amely bioldgiai-genetikai informdciokkal egésziti ki a témat. Természetesen a
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Wikipedia-n is taldlhatunk kapcsol6dé cikkeket, 1d. [9], [10]. Tanérai feldolgozasa tobb szinten
is lehetséges. Legegyszeriibb esetben (akdr mar 9. évfolyamon) haszndlhatunk dobdkockakat
mint a fent hivatkozott videéban, de nem sziikségszertien 6-oldalit, hiszen kereskedelmi for-
galomban elérhetd 4, 10, 12 és 20 oldalu is. Paros- vagy csoportmunka keretében jitékosan
el6allithatunk ilyen leszdrmazasi grafokat, majd az eredményeket 0sszehasonlitva megfogal-
mazhatunk megfigyeléseket. A kozos 8sok megjelenésére adott [3]-beli eredményeket azon-
ban csak 11. évfolyamon, a logaritmus ismeretében, megfeleld statisztikai szemléletmdd bir-
tokdban és a valdszinliség fogalméanak alaposabb megértése utan érdemes feldolgozni. Ekkor
mar nem dobokockdval érdemes a szimuldciét végezni, hanem jobb azt programmal meg-
valdsitani, egyszerlibb esetben a forraskddot a didkok rendelkezésére bocsatva, de esetleg egy
tehetségesebb didk maga is megtervezheti a kddot. Kis programozési ismeret birtokaban is lehet
mar nagyon tetszetds, mégsem trividlis dbrdkat-elemzéseket csindlni mint pl. a 2. és 3 képeken.
Megvizsgalhatd, hogy [3] cikkben az univerzalis k6zos 6sok megjelenésére vonatkozo elméleti

asi graf, amelyben a acionként 12 Lesza asi graf, amelyben a aciosza aciénként 20 Leszarmazasi graf, amelyben a aciészam generacionként 100

Figure 2: Leszarmazasi grafok kiilonboz6 méretii populdciok esetén
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Figure 3: Univerzdlis kozos 8sokkel €s kihalt vérvonalakkal kapcsolatos elemzések

joslat hogyan egyezik a szimuldcidval (1d. 3. abra balra és kdzépen). Vagy példaul megfigyel-
hetd, hogy mig a felmend generdcidkban az univerzdlis kozos 6s6k szama novekedik, addig a
kihalt leszarmazdsi 4gak utolsé egyedeinek szama egy atlagos érték koriil ingadozik (1d. 3. dbra
kozépen). Mindenféle elméleti meggondolas nélkiil szamitogépes segitséggel megvizsgalhatd,
hogy ez az atlagos ért€ék hogyan fligg a generaciok egyedszdméatdl (Id. 3. &dbra jobbra). Per-
sze l1étezik egy elméleti képlet is, aminek a levezetése szépen példazza a kozépszintl érettsé-
gin is elvart logikai szita hasznédlhatésagat: az egy generacidbeli leszdrmazott nélkiili egyedek
szamdnak varhato értéke eszerint

n—1 2n n—k—1 2n
n—1 k n—=k k41
: 1——) — —1)* 1——
PG| R e ()R )
k=1 =1
ahol n jeloli a generaciok 1€lekszamat. (Habar ennek a képletnek a numerikus kiértékelése nagy
n esetén ebben a formajaban problémads.) Lehetne tovabba egy masik szimulaciét programozni,
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amelyben a generdcionkénti egyedszdm véltozik, meg lehetne vizsgalni a teljes leszdrmazdst
megjelenitd graf szdmos tulajdonsagat, stb: a tovéabbi vizsgalatokra inspirdl6é kérdések és pro-
jektotletek tarhaza szinte kimerithetetlen. Ez lehet6séget ad a didkoknak sajat kutatomunkaéra,
és nem utolsésorban esztétikus eredményt lehet produkélni bel6le egy projekt végén. A témanak
tobb kapcsolodasa is van a matematika kerettantervi és €rettségi kovetelményekhez: halma-
zok, gréafok, valdszinliség, statisztika, logaritmus; s6t mutatja a matematikai modellalkotas adta
lehetdségeket mas teriileteken.

A harmadik példa - mint az el6z6 kettd is - az elmult években a kozépiskolai matema-
tika tananyagban egyre hangsulyosabb szerepet kap6 valdszinliségszdmitidshoz, tovdbba még
a sorozatokhoz, a statisztikdhoz, sot a fiiggvényekhez is kapcsolédik. Ez a koevolicié Bak-
Sneppen modellje [7], amit a megalkotdi a [?] cikkben elemeztek. Ebben egy adott szdmu
fajbol all6 populdcid evolucidjat vizsgéljak ugy, hogy minden fajhoz hozzarendelnek egy fitnesz
értéket a [0; 1] intervallumbdl (jellemezve ezzel a faj életképességét), majd minden evoliicids
1épésben kivalasztva a legkisebb fitnesszel rendelkezd fajt €s a szomszédait, azok fitnesz értékeit
véletlenszertien vélaszott értékekkel cserélik ki. Ez ugyan az evolici6 egy egyszeri modellje,
de mégis sok tanulsdgos megfigyelést tehetiink vele: példaul mennyit novekedik az atlagos
faji fitnesz, €s ez hogyan fiigg az evolucids 1épések szamatol; hogyan csokken a faji fitnesz
szOrdsa (azaz mennyire valik homogénebbé a populdcid), milyen eloszlast mutat faji élettartam
az evoldcidban, stb. Ezek a vizsgélatok egyszertien kédolhatok, lehet veliik kapcsolatosan
szamitasokat végezni, animéacidkat, diagramokat késziteni, s6t az eredeti modell médosithatd dj
otletekkel (amit a szakirodalomban persze sokan meg is tettek), emiatt kivaléan alkalmas 6nallé
vagy csoportos projektmunkara. Errdl néhany példa a 4. dbran (van kozottiik animaciobdl
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Figure 4: Bak-Sneppen modellel kapcsolatos vizsgalodasok

kozépiskolaban elSkeriild elméleti matematikai ismeret ugyancsak szemléltethetd egyszertien
kédolhaté programmal. Igy feldolgozhatjuk példaul az RSA kédoldsi rendszer alapjait képekkel
illusztralva a szdmelméleti ismeretekhez a 11. évfolyamon mint pl. a 5. dbrdkon. A 12. évfolya-
mon a sorozatok témakorben a kotelez6 szamtani és mértani sorozatokon feliil széba hozhaté a
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RSA kulcsok kitevéi RSA kéd-iizenet parok Uzenet és kédja kozotti atlagos tavolsag A 35 palyéja a 3 kitevovel vald ismételt hatvanyozas
p=101 and q=193 e=11 és d=3491 kitevék esetén p=101 és q=193 esetén soran modulo 43: [35, 4, 21, 16, 11, 41, 35]
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Figure 5: RSA-val kapcsolatos vizsgalddasok

logisztikus sorozat viselkedése €s ennek kapcsan a kdoszelmélet alapjai mint pl. a 6. abrakon.
Csak felvillantdsképpen néhany tovabbi kép valtozatos témakban a 7. dbran: sikbeli ponthalmaz

Xp41= 1% (1= X,) logisztikus sorozat Xn+1=1 X (1= Xy) logisztikus sorozat Xn41 =X, (1= X,) logisztikus sorozat Xn41= Xy (1=, logisztikus sorozat
=28, %= 0.9 esetén =36, x,=0.99 esetén r=3.8284271247461903, X, = 0.99 esetén r=3.9, %= 0.9 esetén
8 n=98 n=98 n=98

n=9¢

Figure 6: Logisztikus sorozat és kdosz illusztracio

Voronoj-diagramja €s szinezése egy beépitett algoritmus alapjan a lehet6 legkevesebb szinnel
(4 szin elég lenne!) Ggy, hogy a szomszédos csicspontok mas szinliek legyenek (9. évfolyamon
felez6merGleges és grafok témakhoz); Cantor-parositas |0; 1[-r6] egységnégyzet belsejére (9. év-
folyamon halmazok szdmossdga témahoz) és egy véletlen bolyongas egy Erdés-Rényi grafon
animdci6 utolsé képkockdja mellette a graf csticspontjainak és a bolyongéasbeli csicspontoknak
a fokszdmeloszlds Osszehasonlitdsa (sok ismeretet igényld Osszetett feladat emelt szintl cso-
portban tanul6knak).
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Figure 7: Illusztraciok - Voronoj diagram, graf szinezés, Cantor-parositas, bolyongas grafon
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Osszefoglalis

Ebben a jegyzetben néhany példat mutattam be, hogy lehetséges a kozépiskolai tananyag szine-
sitése érdekes, modern matematikai eredményekkel, ha igénybe vessziik a szamitogép adta
lehetdségeket. Akdr csak egy ilyen példa kozépiskolai feldolgozhatdsadganak teljes modszertani
vizsgélata messze meghaladja egy ilyen iras kereteit, ezért csak Otleteket villantottam fel roviden.
Ilyen témak megtaldldsa nem kiilonosebben nehéz, hiszen sok ingyenes tudomany népszer(isitd
oldal 1étezik a YouTube-on videds (pl. Veritasium, Numberphile, 3Bluel Brown, PBS Infinite
Series, ARTEde-Mathewelten stb.) vagy mdshol olvashat6 (pl. QuantaMagazine, Scientific
American, Wikipedia stb.) formdban. Az ebben a jegyzetben felvillantott és tovabbi nagyon
érdekes témakkal a szerz6 is ezen internetes forrasokban talalkozott eloszor. A bemutatott
képeket a Python programozasi nyelv (python.org), a NumPy (numpy.org), a SciPy (scipy.org),
a NetworkX (networkx.org) és a Matplotlib (matplotlib.org) felhasznaldsaval a Jupyter Note-
book (jupyter.org) kornyezetben készitettem.
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