DIMENZIOK 71
Matematikai Kozlemények
XI. kotet, 2023

d0i:10.20312/dim.2023.08

Az ellipszis-rogzités altalanos esete

Hajdu Endre
Soproni Egyetem

OSSZEFOGLALO. A geometriai rogzités masodik tipusanak és az ellipszis rogzitésének
rovid ismertetése egy specialis esetben. A harom ponttal rogzités altalanos esetében a
rogzitési centrum azonos a rogzitési pontok alkotta haromszog Fermat-pontjaval.

ABSTRACT. Itis a short presentation of the second kind of geometric fixing and fixing
the ellipse in a special case. Applying the three point fixing in the general case, the centre
of fixing is the Fermat-point of the triangle formed by the three fixing points.

1. Bevezetés, alapdefiniciok

Ez a dolgozat a szerzé korabbi [1] irasahoz csatlakozik, mely a rogzités-geometria
alapfogalmainak ismertetése utan, az ellipszislemez masodfaji rogzitésének egy kiilonleges
lehetdségét targyalja. A témakor irodalméanak sziikdssége miatt indokoltnak tlinik az el6zd
dolgozatban ismertetettek rovid felidézése; az alakzatok mozgathatésaganak kizarasa, azaz
rogzitése, fixnek tekintett pontokbdl 4116 rogzitd pontrendszerrel is lehetséges. Ha az alakzatnak
csak eltolasait zarja ki a rogzitd pontrendszer, els6faju rogzitésrol beszéliink, ha az alakzat
elforgatésait zarja ki, akkor mésodfajunak mondjuk a régzitést, mely esetleg kizarja az alakzat
eltolasait is. Mindkét fajta rogzitésmaod esetében legalabb annyi pontbdl kell allnia a rogzitd
rendszernek, amennyi elegendé a mozgasfajta kizarasahoz. Masodfaji rogzités esetén egy
sikalakzat, pl. egy sokszdglemeznek az elforgatasat mar egyetlen rogzitd pont korlatozza; a
lemez h hatar egyenesén (szakaszan) elhelyezett R rogzitd pont kizarja mindazokat a pozitiv
iranyu elforgatasokat a sikban, melyek centruma az n tdmasz egyenest6l jobbra vannak
(1. abra).

1. abra

Az n hatar egyenesu félsik pontjai alkotjak a pozitiv forgasirdnyu elforgatdsokbol kizart
centrumok tartomanyat. A hatarvonal szaggatott vonallal rajzolt félegyenese nem tartozik a
kizart centrumtartoméanyhoz. A tamasz egyenesre tiikrozve a pozitiv kizart centrumtartomanyt,
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jutunk a negativ kizart centrumtartomanyhoz, melynek pontjai koriil a negativ iranya
elforgatdsok vannak kizarva. Megmutathato, hogy példaul egy haromszog-lemez (2. 4bra)
masodfaji rogzitéséhez legalabb harom rogzitd pont sziikséges, s az eredményes rogzités
feltételei a kovetkezok:

l. A tamasz egyeneseknek egy (esetleg idedlis) pontban kell metszddniiik.

Il. Az irdnyitott timasz egyenesek paronkénti hajlaszogeinek 6sszege 360°.

[1l. A tdmasz egyenesek kdzos Cr pontjanak, a rogzités centruménak, legalabb egy + és

egy — eldjelii kizart centrumtartomanyhoz kell tartoznia.

Az olyan rogzitd rendszert, melynek nincs folosleges (elhagyhatd) pontja, nevezik primitiv
rogzitd rendszernek. A haromszog-lemeznek a harompontos, (centralis) rogzitésen kiviil van
négypontos primitiv rogzitd rendszere is. Az olyan konvex lemezek esetében, melyek pereme
(hatarvonala) nem sokszdg, a rogzités elve azonos a fontebb latottal, vagyis: ki kell zarni az
elforgatasi kozéppontokat, a forgascentrumokat. A kizart centrumtartomanyok az ilyen
esetekben is félsikok, de nem azonosak az egyenes peremii lemezek esetére érvényes
félsikokkal, azaz centrumtartomanyokkal. Ha a lemez R rogzité pontjanak kornyezetében a
hatarvonal O kdzéppontl koriv (3. abra), akkor a lemez P pontja koriil a lemez nem forgathaté
el ugy, hogy PQ szakasz Q pontjaaz R ,,f61¢” keriiljon, mivel f < a miatt a PQR haromszogben
az R csuccsal szemben 1év6 oldal nagyobb, mint a Q-val szemben 1év6. Ennek alapjan: ha a
peremnek a rogzitd ponttal szomszédos pontjat tamasztasi pontnak nevezziik, akkor az O - t6l
a tamasztasi pontig terjed6 szakasz pontjai O kivételével kizart centrumok; az abran sraffozas
jelzi, hogy a + forgasirany szempontjabol az OP egyenes altal hatarolt (jobbra esd) félsik a
kizart centrumtartomany, melyhez nem tartozik egy O kezddpontu és egy R kezddponti
félegyenes.

3. abra

Ha a perem simulokore a rogzitd pont kornyezetében atmetszi a peremet (4.a abra), akkor
az O-tdl R-ig terjedd szakasz pontjai nem tartoznak a + kizart centrumtartomanyhoz. A 4.b abra
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a negativ kizart centrumtartomanyt szemlélteti, mely esetben az emlitett OR szakasz a kizart
negativ centrumtartomany pontjaibol all.

4. abra

2. Ellipszis rogzitése

A részben vagy egészében gorbe peremil lemezek harompontos rogzitésével is foglalkozd
[1]-ben, az ellipszist rogzité egyik pont a gorbe nagytengelyének végpontja (5. abra), s a Cy
rogzitési centrum is az emlitett tengelyen van.
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5. abra

Abban az esetben nem jelentett problémat a tovabbi két rogzitd pont kijeldlése, vagyis a
megfeleld ellipszis-normalisok megszerkesztése; azonban az ellipszis valamely tetszéleges
belsé pontja nem tekinthetd rogzitési centrumnak. Van lehetdség ennek a nehézségnek
megkeriilésére. Az ellipszis koré irt szabalyos érintd6 haromszogek szerkesztése soran a
haromszog-oldalak és az ellipszis érintkezési pontjaihoz tartoz6 normalisok egy pontban
metszik egymast (6. abra); ennél fogva mivel a normalisok paronként 120°-ot zarnak be
egymassal, a normalisok kdzos pontja az érintéspontok alkotta haromszdgnek Fermat-pontja.
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Ahhoz, hogy a normalisok k6zds pontja Cr pont, be kell 14tni, hogy teljesiilnek a masodfaji
rogzités feltételei. Az 1. feltétel azért teljesiil, mert az Ry és az Ry rogzité pontokhoz tartozéd
tdmasz-normalisok egymadssal bezart szogérdl tudjuk, hogy az 120°, tehat a két egyenes
metszéspontja rajta van egy ekkora latoszoghoz tartozo latokoriven. Az Rz és Rz majd az Rs és
R1 egyenesparok metszéspontjai ugyancsak egy-egy latokoron keresendok, ezért a szerkesztés
annak a haromszognek a Fermat-pontjat eredményezi, melynek cstcsai az ellipszis koré irt
szabalyos haromszdg érintés-pontjai, vagyis a rogzitd pontok. A II. feltétel ugyancsak teljesiil,
mert a tamasz-normalisok a szabalyos érint0 haromszdg oldalaira merdlegesek, ennél fogva a
szogfeltétel biztositva van. Mivel — példaul — R1 és Rz az ellipszis nagytengelyének kiilonb6zd
oldalara esnek, a gorbiileti viszonyokat figyelembe véve és a 4. é&braval kapcsolatos
megallapitadsok alapjan a Cy rogzitési centrum az Ry + eléjeld kizart centrumtartomanyba esik,
mig Rz az ellenkezd eldjeliibe, és minden szabalyos érintd hdromszog esetében talalhatd a
nagytengely kiilonb6z6 oldalan 1évo rogzitd pontpar, ezért a I11. rogzitési feltétel is teljestil.

6. abra

Megemlitendd, hogy az ellipszist érintd szabalyos haromszogek egy adott ellipszis esetében
is kiillonb6z6é méretliek, a kiilonbdzo koriilirt szabalyos érintd haromszogekhez tartozd Cr
pontok egy masik ellipszist alkotnak, melynek tengely-végpontjai a 7. abran lathatd
szerkesztéssel nyerhetok.
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