DR. CHOLNOKY TIBOR, a miiszaki tudomdnyok kandiddtusa

A MOHR-FELE TENZORABRAZOLAS
TOVABBFEJLESZTESE

Miasodfokd szimmetrikus tenzorokkal kapcsolatos rendkiviil szellemes
és egyszertli abrazolasi lehet&séget mutatott Mohr egyik alapvetd dolgozatdban
[1]. A médszer a mérnoki gyakorlatban igen elterjedt és bizonyos érvenyességi
hatarok kozt alkalmazési lehetGsége kozismert. Az aldbbi tanulmény célja a
modszer alkalmazasi korének bdévitésére torekvs irodalom eredményeinek
rovid rendszerbe foglalasa és az eljards tovabbfejlesztése olyan mértékben,
hogy az e téren felvethets legaltalanosabb feladat — az altaldnos tenzortransz-
forméacié — megoldéasara is alkalmas legyen.

El6zetesen megjegyezziik, hogy bar targyalasaink barmilyen mésodfoka
szimmetrikus tenzorra érvényesek, a széban levs Osszefiiggéseket egyszertiség
kedvéért konkrét esetben, éspedig a fesziiltségi tenzor esetében mutatjuk be.

1. A fésikok torvényszeriiségeinek abrazolasa

A szilard test A pontjdban a fesziiltségi tenzor sajatértékeit jeloljiik a
kovetkezs sorrend szerint: o, > 0, > 0, Az egyik fésikban felvehet§ »n nor-
malisokhoz tartozé p, fesziiltségvektorok végpontjainak geometriai helye a
fésikban fekvé és a testhez rogzitett fétengelyekbdl all6 koordindta-rendszer-
ben egy ellipszis, az n és a f6sikban erre merélegesen felvett ¢ normalisok 4ltal
alkotott koordinata-rendszerben pedig az altalanosan hasznalt Mohr-féle
fesziiltségi kor. Bar mindezek és a vonatkozé képletek is jol ismertek, az alkal-
mazésra keriil§ jelolések és elGjelmegallapoddsok bemutatdsa kedvéért az 1.
abran feltiintettiilk példaképpen a 3. fésikot az 1. és 2. f6tengelyekbdl 4ll6 és
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balsodrastinak valasztott koordinata-rendszerben, egy tetszélegesen felvett n
és ennek megfelel§ ¢ normélissal egyiitt. Megrajzoltuk az emlitett fesziiltségi
ellipszist is.

A 2. dbrdn ugyanezt a fésikot az n és ¢ dltal alkotott mozgé koordinata-
rendszerbdl szemlélve abrazoltuk, de a koordinatatengelyeket a szokasnak

2. dbra

megfelelGen o és t tengelyeknek neveztiik. E rendszerben a szaggatott vonallal
megrajzolt fesziiltségvektor végpontjat B, -nel jeloltiik. Ezt a tovdbbiakban
az n normélishoz tartozé dbrazolé pontnak nevezziik. Megszerkesztésmodjat
4brank haromféleképpen is megmutatja, az n normalis ¢ irdnyszogének ellen-
kez6 értelmii felmérésével a B, vagy a B, pontndl, vagy pedig a K kozép-
pontnal ugyancsak ellenkezd értelemben felmért 2¢ szog segitségével.

A B, 4brazol6 pont két koordinatdja a p, fesziiltségnek az n, ¢ rendszer-
beli o, és 7, koordinatdit jelenti. Ezekre a jol ismert képletek is rendelkezé-
stinkre allnak:

0,40,  0,—0,
e BRER BB M 10110007 1
: : L 5 @ (1)
g, — 0y .
T, = — }72 2 gin 2¢ (2)

Emlékezetbe idézziik még azt, hogy a fésikban tetszblegesen megadott,
de egymasra merdleges két normalisnak megfelel§ fesziiltségi adatok is ele-
genddk ebben a fésikban fekvS barmely mas n normdlishoz tartozé o, és 7,
értékek szamitdsahoz. Igy a 3a) 4bran adott x és y normélisokhoz tartozé
Oy Oy Ty == Ty ad‘atok ismeretében a 9 irdnyszogli n normalis esetén:

oy+o,  o.—0 :
g, =22+ X __Xcos 28 + 7,4 8in 24 (3)
5 9 . 9 :
Oy =ay .
7, = ——28in 2# — 7, cos 29 (4)
Ugyanezek az adatok amint ismeretes — lehet6vé teszik a 3b) dbra

szerint a Mohr-féle fesziiltségi kor megrajzolasat, a fenti o, és 7, fesziiltségi
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értékek meghatérozasat a B, dbrizolé pont koordinataiként, s6t az eredmény-
vonallal feltiintetett fétengelyek megszerkesztését is. A kor megrajzolasat a
B, és B, abrazol6 pontok megkeresése teszi lehetévé. Ezek koordinatai a (3)

3. dbra

és (4) képletekbdl hatarozhaték meg, éspedig az 2 normalis esetén 9 = 0, y

, T o v ipr ’
esetén & — — helyettesitéssel. Igy B, koordinitii: o, és 7, = — 7., By
g oy 53 )

koordinitédi: ¢, és 7, = + 7,

A Mohr-féle tenzor-abrazolas

A szilard test 4 pontjiban legyenek ismertek az 2., 3. fétengelyek
és az ezekhez tartozé fGértékek. Mar annak idején N[ohr felvetette a kérdést,
hogy miképpen szerkeszthetd meg a fesziiltség olyan normdlis esetén, amelyik
nines benne egyik fGsikban sem. A/, n-hez t‘u‘t070 p, fesziiltség o, normalis és
7, nyird osszetevdit tekintve ezittal is a B, dbrazold pont l\onrdnmt(unal\,
tulajdonképpen ennek a B, pontnak a megszerkesztésérsl van szo.

Amint ismeretes, Mohr e feladat megoldasat a hirom fésikhoz tartozo
fesziiltségi kort egyiittesen feltinteté abran mutatta meg. Igazolta ugyanis
azt a tételt, hogy valamely fétengellyel egyenls szogeket beziré normalisok
abrazolé pontjai a széban levs fétengelyre merdleges {6sikhoz tartozé fesziilt-
ségi korrel koncentrikus koron foglalnak helyet. Ez a kér azonban kiénnyen
meg is szerkeszthetd, mert a smb(m levé normélisok kozt négy is fcszultsvtrl
fésikban van. Ilyen normélisra azonban az 1. pontban targyalt eljérds alkal-
mazhato.

Legyenek tehat az » normalis irdnyszogei a fétengelyekhez képest rendre:
«, #, 7. A 4. dbran megrajzoltuk az 1., 2. és 3. fesziiltségi f6sikhoz tartozé
0,, 0, és 0, kizépponti harom fesziiltségi kort. Ezutin « megfclcl() felmérése
utan kapjuk az 0, kozépponti koncentrikus kort. Ezen vannak az 1. f{&ten-
gellyel a sziget bezaré normdlisok abrazolé pontjai. Ugyanigy kereshetjiik
meg a 2. f6étengellyel §, vagy a 3. fGtengellyel y szoget bezaré normélisok abra-
zolo p(mtj.unak geometriai helyét. A B, 4brazolé ponton mindhdrom koncent-
rikus korivnek 4t kell mennie, igy ez kionnyen megkaphato.

Ennek a szerkesztésnek f6 hianyossiga az, hogy a p, fesziiltségvektor
irdnyat nem adja meg. A o, normélis fesziiltség teljes mértékben, elGjelével
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egyiitt ismeretessé valik, de a 7, nyiréfesziiltségnek csak a nagysdga olvashato
le, és bar tudjuk, hogy n-re mergleges, de ezzel térbeli irdnya még nincs meg-
hatérozva.
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4. abra

3. A meridiansikok térvényszeriiségeinek abrazolasa a fesziiltség két
derékszogii osszetevigjével

Foglalkozzunk az egyik fétengelyen 4tmend sikban fekvé normalisokkal.
Az ilyen sikot a kovetkezékben merididnsiknak, a széban levd fétengelyre
mer6leges fésikot ekvitorsiknak fogjuk nevezni. Az 5. 4brdn a fGtengelyekhez
képest «, 8, y irdnyszogekkel meghatirozott n normdlison és a 3. f6tengelyen
atfektetett sik a merididnsik, a 3. fésik az ekvatovsik.

A derékszogli parallel koordindta-rendszerrdl térjiink at polaris koordi-
néta-rendszerre. Ekkor az n irdnyt az ekvatorsikban levé ¢ és a meridiansikban




levé A irdnyszogekkel adhatjuk meg. A @-t hossztsdgnak, A-t pedig szélességnek
nevezhetjiik. A két rendszer kozott egyszerii az atszdmitds az 4brdbol kozvet-
leniil leolvashaté kiovetkezs osszefiiggésekkel:

cos o« = CcoS A COS @
cos f = cos 4 sin ¢ (5)
cos y = sin 4.
Hivatkozunk néhdny jél ismert eredményre [2]. fgy a p, koordinitéi:
Py = 01 COS a;  Ppy = 0508 5 ppy = 03c08 y (6)
Ezekbdl:
pE = 0% cos® o + o3 cos® f + 0% cos? y (7)
Ismeretes az is, hogy:
0, = 0, cos’a + 0, co8? f§ 4 o5 co82 . (8)
Ugyanezeket felirhatjuk az ekvitorsik és merididnsik metszésvonaldban fel-
vett f irdnyra:
p} = o} cos® ¢ + oF sin? p (9)
0y = 0, co82 @ + o,8in’g. (10)
De a (7) és (8) is atalakithaté polaris koordinatakkal: p, = o} cos® 4 cos? ¢ +
+ 0% cos® Asin® ¢ + o} sin? 4. A (9) felhaszndlasdval:
P2 = p% cos® A + o%sin? A (11)
Ugyanigy:
o, = opcos® A 4 o3s8in% 4. (12)

Ilyen el6készités utan emlékezziink meg egy tovabbi tételrdl. Eszerint
az egyik fGtengelyen dtmené sikban fekvé normalisok abrézolé pontjai olyan
koron foglalnak helyet, amelynek kiozéppontja a o tengelyen van és atmegy a
széban levé f6tengely dbrazolé pontjan. E tételt mar Mohr igazolta alapvetd
dolgozataban [1]. Kés6bb Westergaard ismertette a tétel egy tjabb leveze-
tését [3]. A kovetkezSkben eltéré meggondolis alapjin egy még egyszeriibb
igazolasmédot mutatunk be.

Irjuk fel egy olyan kor egyenletét, amelynek K kozéppontja a o tengelyen
van és dtmegy a 3. f6tengely B, dbrazol6é pontjan. Ha a kor sugara a 6. dbra
szerint b, a kor egy tetszbleges B pontjinak koordinatai pedig ¢ és 7, akkor
KC = 0 -—o0y—0b. A KBC derékszogli haromszogh6l: (o — o3 — b)? 4 72 =
= b2 Igy a o + 12 = p? osszefiiggés figyelembevételével a kor egyenlete:

p? — 2030 —2b(0 — 0y) + 03 = 0. (13)

Vélasszuk meg a b sugarat gy, hogy a kor dtmenjen az 5. dbran lathaté f
normélis o, és 7, koordinataji By dbrazolé pontjan. Ezek behelyettesitésével a
(13)-bol:

op — P —203 97 + 3

(14)
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Ezutdn mar csak arrdl kell meggy6zGdni, hogy a meridiansikban fekvé tetszd-
leges n normélis o, és 7, koordinataju B, dbrazolé pontja rajta van-e ezen a
koron? Ez esetben A B, = p,. Helyettesitsilk mindezeket a kor egyenletébe
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6. dabra

és vegyiik figyelembe 2b fenti (14) értékét, valamint a (11) és (12) képleteket
P — 2030, — 2b(0, — 03) + 03 = pf cos® A + o3sin? A — 2 o307 c08® A —

(p7 — 20, 0y + o3) (oy (Oie Z-f{" O3 Sin‘{?. - 0"5) e B
3=

203 sin? 4
Pt =0y
= (P} — 203 ay) cos? A + oF (1 —sin? 1)
D) 92
orcos? A — o5 cos? 4
0 2\ O 3 5 9) nd
— (p; — 203 07 + a3) : = (pj— 203 0/ + 0f) cos® 4 -
o, — 0y

- (pf — 20307+ 03) cos? A = 0.

Tehat B, valéoban rajta van a koron. Ezzel a tételt igazoltuk.

A széban lev§ fesziiltségi kort a 7. dbra mutatja. A B, és B, dbrazolé
pontokon at megrajzolt koron a B, abrazolé pontot a 2. pontban térgyalt
0, kozéppontit koncentrikus kor segitségével kerestitk meg.

T =

| 7
7~ 7 O\ |
- / \ (9/"\\ ‘
/ 3 o\ |
N / ‘\‘)’K\;

Al B2\ G “{7,; 6, O | \\ &
,/ //"
P p
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A meridiansikhoz tartozé ilyen fesziiltségi kornek ugyanaz a fogyaté-
kossdga van, mint a 2. pontban ismertetett moédszernek. Barmelyik B, abra-
zol6 pont elGjelre helyesen megadja a o, normalis fesziiltséget, a 7, nyiré-
fesziiltségnek azonban csak a nagysagat kapjuk meg, irdnyit nem.

Végiil megemlitjiik, hogy teljesen hasonlé fesziiltségi kor szerkeszthetd
értelemszer(i valtoztatasokkal akkor is, ha a 3. fotengelv szerepét az 1. vagy
a 2. tolti be és ezeken atmend merididansikokrél van szo.

4. A meridiansikok torvényszeriiségeinek abrazolasa a fesziiltség
harom derékszogii 6sszetevijével

A fcs7ultsegvekt0r ndgvsagan kiviil irdnya is egyértelmiien ismertté
valik, ha harom adott irdnyu osszetevGjét hatarozzuk meg. A 8. abra a 3. £6-
tengelyen atmendé és ¢ hosszisdggal megadott merididnsikban a 2 szélességnek
megfelel6 n normalist mutatja. A szemléletesebb abrazolas kedvéért a szilard
testbdl kivagott és 4 kozépponta elemi gomb feliiletének n normalist pontja-
ban bontottuk fel képzeletben a p, feszultsegvcktort a o, normalis fesziiltségre,
tovabba a meridiansikban fekvé 7, és az arra erolegeS 7, nyiréfesziiltségi
osszetevdire.

Mindezeket az osszeteviket egyszertien hatiarozhatjuk meg. Az f norma-
lishoz tartozé fesziiltségi OsszetevGk az 1. pontban targyalt eljards alapjan
mar rendelkezésiinkre dllnak. A o, normalis fesziiltség a (12) szerint, vagy a
kétszeres szogre torténd dttéréssel:

‘ or+ 0y

5 7 5 == =
| 0, = 07co8®> A 4 ogs8in% 1 = — + 2 3cos 24 | (15)

A nyiréfesziiltségi osszetevik szamara jol ismert képlet all rendelkezé-
siinkre az irodalomban derékszogii koordinata-rendszerre vonatkozé iranyszo-

S. dbra
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gek alkalmazdsdval. Ha az n normélis irdnyszogei o, f, v, egy rd mer6leges n’
normalisé pedig «’, £, y’, akkor amint példaul a [2]-b6l tudjuk:

Tpn® = 01 CO8 ¢ 008 &’ + 0’5 cos 8 cos B’ + a4 cos y cos y’. (16)

Az a, 8, y helyett a ¢ és 4, az o’, §, 9" helyett pedig a ¢’ és 1’ polaris koordina-
tdk vezethetSk be az (5) alatti transzformdciés képletek alkalmazasival. Igy:

Ty’ = 04 COS. A cos @ cos A’ cos ¢” + o, cos Asin ¢ cos A’ sin ¢’

+ o4s8in Asin 4. (17)
A k irdny esetén: ¢" = pés I’ =1 — % Ennek megfelelGen:

T = (07 cos®> @ + 0, 8in? p — o3) sin A cos 4.

Figyelembe véve a (10)-et és a kétszeres szogekre attérve:

Tk = (0 — 03) sin A cos A = iTf—;—ﬁisin 22 (18)

A t irdany esetén: ¢’ = ¢ —%, ¥ = 0. Igy a (17)-bél:

; o= .
T, = (0 — 0,) sin p cos @ cos A = —1—2—02s1n 2 ¢ cos 4.
De az f normélisra alkalmazva a (2)-t:

0, — 0y .
7 = —L——Lgin 2.
. 2

T

| T = Tpc08 4 | (19)

A (15) és (18) teljes analégidja az (1) és (2)-vel azt mutatja, hogy a meri-
didnsikban felvett normalisokhoz tartozé fesziiltségeknek a meridiansikban
levé derékszogli osszetevdi éppen gy szerkeszthet6k meg, mint fesziiltségi £6-
sikokban adott normaélisok esetén, azonban a féfesziiltségek szerepét azok a
normalis fesziiltségek (o; és o,) veszik at, amelyek a merididnsiknak fesziiltségi
fésikokkal valé metszésvonalaihoz tartoznak.

A 9. dbra mutatja az igy kialakithaté szerkesztést. A f6sikok harom Mohr-
féle fesziiltségi korét felhasznilva el8szor oy hatarozhaté meg, majd a oy — oy
atmérdjt és O, kozéppontt kor szerkesztheté meg, amelyet a ¢ szoggel jellem-
zett merididnsik elsé fesziiltségi korének nevezhetiink. Ebben szerkeszthetjitk
meg teljesen a 2. dbra mintdjara a meridiansikban fekvé o, és 7, fesziiltségi
osszeteviket.

A meridiansikra mer6leges 7,, osszetevs (19) alatti képlete is egyszert
szerkesztést tesz lehetdvé, amit ugyancsak a 9. abran tiintettiink fel. A o
tengelyen levé o, koordindtaji pontbdl, mint kozépponthdl, rajzoljunk kort a
B, abrazol6 ponton ét. Nevezziik ezt a ¢ szoggel jellemzett merididnsik méasodik
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fesziiltségi korének. A 7., megszerkesztéséhez meghtizott 4 hajlist egyenesnek
ezzel a korrel val6 metszése minden tovabbi nélkiil elGjelre is helyesen megadja
a 7, oOsszetevst.

9. dbra

Abrankon a merididnsik elsé és masodik fesziiltségi korét, valamint a
megszerkesztett harom fesziiltségi osszetevot vastagabb vonallal tettiik szem-
bettin6bbé. Végiil megemlitjiik, hogy ¢ és 1 is irdnyszogeknek tekinthetSk, igy
0<p<2més 0K A< 2m. Ertékiiket valtoztatva, szerkesztésiink elGjelre
nézve is mindig helyes.

Felhivjuk a figyelmet, hogy nemcsak a 3., hanem akar az 1., akir a 2.
fétengelyen atmend merididnsikok fesziiltségi korei is teljesen hasonl6an
szerkeszthet6k meg. Legyen sz6 elGszor az 1. f6tengelyen 4tmené valamelyik
merididnsikrél. Ebben az esetben a 8. dbrdn csak azt a valtoztatast kell ten-
niink, hogy az 1., 2., 3. f6tengelyek szdméat rendre 2., 3., 1.-re kell médositani.
A két fesziiltségi kor és a fesziiltségi sszetevik szerkesztését a 10. dbrdn tiin-
tettiik fel. Amint latjuk, példank esetében z,;, < 0 és 7,, > 0.
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10. dbra

403



Ha a 2. f6tengelyen atmend meridiansikokrél van szé, akkor mér vi-
gyaznunk kell a helyes elGjelekre. Nem elég tehat az 1., 2., 3. szdmokat rendre
3., 1., 2.-vel felcserélni, hanem a 2. fesziiltségi fGsikban az f normalis ¢ irany-
szogét a nagyobbik f6fesziiltségnek megfelels 1. fétengelytsl kell mérniink,
mintha a f6sikot a masik oldalarél — alulrél — szemlélnénk. Ezzel természete-
sen ellenkezére valik a ¢ normalis pozitiv értelme is tigy, ahogy a 11. dbran

[2

11. dbra

latjuk. Ekkor aztan a merididnsik els6 és masodik fesziiltségi kore, valamint a
héarom fesziiltségi osszetevs a 12. dbra szerint az eddig felismert szabédlyok be-
tartdsaval szerkesztheté meg.

Az 4braval kapesolatosan érdekes koriilményre hivjuk fel a figyelmet.
A kiilonboz6 ¢ szogeknek megfelelen o, < oy < o, hatdrok kozt véltozik a
o;. gy lehet, hogy 0y < 0,, mint dbrdnkon is. El6fordulhat, hogy o, > o,.
Ekkor a 7,, is pozitiv lesz, de a szerkesztés lényegében viltozatlan. Kiilonleges
esetként el6fordulhat a o, = 0, is. Ekkor a B, pont az dbran lithaté Bg-ba
keriil. Ilyenkor az elsG fesziiltségi kor sugara zérus, ezért 7, = 0, a nyiro-
fesziiltség tehat merdleges a merididnsikra. Az ennek megfelel§ ¢, hosszisag,
illetSleg irdanyszog az abrabdl leolvashaté. Ugyanis:

H:B/n — V(Ux - 0y) (05 — 03) .

12. dbra
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Igy:

a V(Ul = 272) (Uz — 03)

A fentieket azzal fejezziik be, hogy az elsd fesziiltségi kor létezését az
irodalomban mar més Gton igazoltak, de a tovabbi kidolgozas, a masodik fe-
sziiltségi kor bevezetése, a fesziiltségvektor harmadik osszetevdjének elGjelre
helyes megszerkesztése stb. elmaradt.

5. Tetszoleges koordinatasikok torvényszeriiségeinek abrazolasa

Masodfokt szimmetrikus tenzor nemcsak a hirom sajatértékével adhatd
meg, hanem egymdsra kolesonosen merdleges, egyébként tetszdleges hirom
normélishoz tartozé koordindtdival is. Ennek megfelelGen a szilard test A4
pontjdban az x, y, z normdlisok altal alkotott koordindta-rendszerben a
fesziiltségi tenzor hat — egymdstol fiiggetlen — koordinataja legyen: o, o,
O, Tyy Ty Top ISmeretes az irodalombél, hogy egy «, f, y irdnyszogii n norma-
lis és egy erre merdleges, o, ', y" irdnyszogl n’ normélis esetén:

0, = 0y cos® « + 0, cos® B 4 o, cos®> y 4 27,, cos « cos § +

+ 2 7, cos B cos y + 27, cos y cos (20)
Tpy = Oy CO8 a co8 &’ + o, cos 3 cos ' 4 o, cos y cos ' +
+ 7.y(cos a cos f” + cos a’ cos B) + Ty,(cos B cos p” 4 cos B” cos y) +
-+ 7..(cos y cos o’ + cos p’ cos ). (21)

Foglalkozzunk a kovetkez6kben olyan normélisokkal, amelyek ugyan-
abban a koordinatasikban vannak. Példaul a 13. dbrdn az x, y tengelyeken 4t-
mend koordindtasikban latunk egy ¢ irdnyszogli n normdlist. Ennek irdnycosi-
nusai: .
cos o = cos ¢; cos B=sing; cosy =0,

Az n-re mer6legesen, az abra szerint felvett ¢ normalisé pedig:

cos o’ = sin @;. cos Pl.==cdos@; cosy =0.
t
A X
7
n
Y
13. dabra
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A (20) képlet alkalmazésdval: o, = o, cos?¢ + o, sin?p + 2 7, sin ¢ cos @.
Attérve a kétszeres szog fiiggvényeire:

o, = x —*2_ O L ;_ % cos 2¢ + 7y, sin 2¢p [ (22)

A (21) alkalmazdséval: 7, = o, sin ¢ cos ¢ — g, sin @ cos ¢ — 7y, (cos® p —
— sin? ). A kétszeres szog fiiggvényeivel:

Ty = Eﬁ{i sin 2¢p — 7, cos 2¢ ‘ (23)

Végiil a harmadik derékszigl fesziiltségi osszetevs z iranya. Ekkor is a (21)
alkalmazhat6, de «’, f’, " a z tengely hdrom irdnyszogét jelenti, vagyis
cosa’ = cos f” = 0 és cos " = 1. Figyelembe véve még, hogy 7,, = 7,,:

| Tz = Ty SN @ + 7,y cos @ | (24)

Megallapithatjuk, hogy a (22) teljesen megfelel a (3)-nak, a (23) pedig a
(4)-nek. Ebbdl kovetkezik az az dltalanos tétel, hogy egy tetszbleges koordi-
natasikban felvett normalisokhoz tartozé fesziiltségeknek ugyanabban a
koordinatasikban levS derékszogli Osszetevsi ugyanugy szerkeszthet6k meg,
mintha a koordinatasik fesziiltségi fGsik lenne, illetSleg a megfelels koordinéata-
tengelyek fesziiltségi fésikban lennének. fgy aztén o, és 7,, megszerkesztése
a 3b) abra szerint lehetséges a o, és — 7,, koordindtdju Cy, valamint a o, és
+ 7y, koordindtaji C, dbrazolé pontok ismeretében. Ezt a szerkesztést a 14a)
abra mutatja. A K kozépponti kor nevezheté most az x, y koordinatasik elsé
fesziiltségi korének. Ezen megkerestiik a ¢ irdnyszogii » normalis €, abrézolé
pontjat és ezzel a o, és 7, értékeket is megkaptuk. A €, meghatirozasa akar
a K pontnal 2 ¢, akdr a C,, vagy C, pontndl ¢ szog felmérésével lehetséges.

A 7, fesziiltségi Osszetevé meghatdrozasa kedvéért most is szerkeszt-
hetiink a koordinatasikhoz egy mésodik fesziiltségi kort. Ezt mutatja a 145)
dbra. A 7,,, illet6leg 7,, osszetevéknek az z, illetSleg y tengelyre elGjelre helyesen
tortént felmérése utan a teljes 7, nyiréfesziiltség rendelkezésiinkre all. Erre
mint atmérdre rajzolt kor a masodik fesziiltségi kor. A ¢ irdnyszogli n normalis
egyenesén mérhetjiik le 7, el6jeles nagysagat. Ez legegyszertibben a 7,, = 7.,
reciprocitisnak megfeleléen a 7, n irdnyra valé vetitésével lathaté be.

A két fesziiltségi korb6l konnyen olvashatunk le egyszerii eredményeket.
Az z, y koordinatasikban fekv§ normalisok koziil o,,,, ahhoz a & normalishoz
tartozik, amelynek C, abrdzolé pontja és ¢, irdnyszoge kozvetleniil leolvas-
haté. Ez utébbit két helyen is megmutattuk. A & normalist tehdt a b) dbran a
C.0, egyenessel pdrhuzamosan hiuzott irdny adnd meg. A o,,,-nak megfelel§
7 irdny erre merGleges. Természetesen & és 1 altalaban nem f6iranyok. Minthogy
Ty = T,y = 0, azért a & vagy az 7 normalishoz tartozé fesziiltségvektor az
illeté normélison és a z tengelyen atfektetett merididnsikban van.

Az is azonnal felismerhet§, hogy ha a b) abran az z, y koordinatasikban
a 7,-ra merdleges w normdlist vesziink fel, akkor z,, = 0, a fesziiltségvektor
tehat ugyancsak a koordinitasikban van. Ha u véletleniil egybeesik a &
vagy az 1 normdlissal, akkor ez az egyik fGirany.
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A legnagyobb z irdnyt nyiréfesziiltség a 7, altal kijelolt » norméalishoz tar-
tozik: 7, = |7, | :

Erdekes kizirﬁlményként megemlitjiik még, hogy az z, y koordinatasikban
fekv6 normélisok fesziiltségeire a ¢, fesziiltség nincs befolydssal, azokat tehat
a fesziiltségi tenzor tobbi 6t koordindtdja teljesen meghatarozza.

14. dbra

Befejezésiil megemlitjiik, hogy tetszbleges sikban fekvd fesziiltségi ossze-
tevGkre a Mohr-féle korszerkesztés alkalmazhatésigat — tehat a fentiekben
bevezetett elnevezéssel: egy tetszbleges koordindtasik elsG fesziiltségi korének
megszerkeszthetGségét — méar Zizicas amerikai egyetemi tanar igazolta. Erre
vonatkoz6 igen figyelemremélté [4] alatti cikkében a szildrd test egy elemi
hasab alaki részének egyensilyahoz tért vissza és igy levezetése az itt bemuta-
tottol eltér. A cikk ehhez tartozé abraja fétengelyekre tAmaszkodva megrajzolt
Mohr-féle kort tiintet fel.

A meridiansikra meréleges nyiréfesziiltségi osszeteys elGjelre is egyér-
telm{i egyszeri megszerkesztéséhez eddig megfelel6 médszer nem &llt rendel-

407



kezésre. Zizicas [5] alatti cikke is felhivta a figyelmet erre a kérdésre. A
fentiekben bemutatott méasodik fesziiltségi kor erre ad minden tekintetben
kielégitd valaszt, s6t ezen tulmenden tovabbi torvényszertiségek felismerésére,
egyszerd leolvasasara is lehetéséget nyujt.

A [4] alatti cikkben sz6 van arrdl, hogy az egy sikban fekvé fesziiltség-
komponensek megszerkesztésére vonatkozé médszer ismeretében a koordinata-
tengelyek valtoztatdsaval a fétengelyek is meghatarozhaték. Szerkesztéssel
val6 kozvetlen meghatdrozasra itt nem gondolhatunk. Az ilyen feladat meg-
olddsa ugyanis valamilyen formdban a karakterisztikus egyenlet gyokeinek
meghatdrozasat igényli. Marpedig — amint ismeretes — harmadfoka egyen-
letet geometriai szerkesztésekkel, tehat korzé és vonalzé segitségével meg-
oldani 4ltaldban nem lehet. 7

6. A tenzor koordinatainak transzformacioja a koordinata-rendszer
valamelyik tengelye koriili elforditasaval

A masodfokt szimmetrikus tenzor barmelyik derékszogli koordinata-
rendszerbeli koordinatdival egyértelmilen adhaté meg. Az el6bbiekben egy
fesziiltségi tenzort az z, y, z rendszerben adtunk meg. Képzeletben forditsuk
el ezt a rendszert a z tengely koriil tetszéleges szoggel. Példaul a 140) abran az
x, y tengelyeket forditsuk a ¢, n helyzetbe. A fesziiltségi tenzor az igy nyert
rendszerben is megadhatd, vagyis:

Oy T,\'_v Tx: gy Tin 1t2
Tj = | Tyx Oy Tyz| = | Tt On Tnz
Tox sz 0 Tzt Tzn U: /

A 14. dbra példajan az utébbi matrixban foglalt koordinatak koziil mar
meghataroztuk, illetéleg ismerjiik a kovetkezbket: o, 0., T, = T/, Tp = Tan -
Semmi akadalya sincs azonban annak, hogy az n-re meréleges t-nek megfelelg
o, értékét a 14a ) abran és a 7, = 7., értékét a 14b) abran lathaté médon meg-
hatarozzuk. Ezzel a kivant transzforméciét igen egyszeriien el is végeztiik.

7. Tetszoleges koordinata-rendszerben adott normalis fesziiltségi
osszetevéinek meghatarozasa

Legyen ismert a fesziiltségi tenzor a 15. dbran vazolt x, y, z koordinata-
rendszerben. Legyen adva tovabba az n normadlis, legegyszertibben a ¢ hosz-
szusaggal és a 4 szélességgel. Hatarozzuk meg a p, fesziiltségvektor harom de-
rékszogli osszetevEjét.

A megoldas els6 1épése az lehet, hogy koordinata-rendszeriinket az el6bbi
pontban targyalt médon a z tengely koriili olyan elforditassal transzformaljuk,
hogy rendszeriink az y helyett az x-hez képest ¢ iranyszogl f tengelybdl és x
helyett az f-re meréleges ¢ tengelybdl alljon. Az eljards teljesen megfelel a 14.
abranak, csak most az n szerepét az f normalis veszi at.

Konnyt felismerni, hogy az n normaélis az el6bbiekben létrehozott f, z, ¢
koordinata-rendszer f, z koordinatasikjaban fekszik és az f tengelyt6l mért
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irdnyszoge éppen i. Ekkor pedig az 5. pontban kialakitott médszer alkalmaz-
haté ismét a 14. abrahoz hasonlé elsé és masodik fesziiltségi kor felhasznalasa-

val, természetesen mas betiijelekkel.

15. dbra

Mindezeket a szerkesztéseket egy szampélda keretében a 16. abran lat-
hatjuk. A fesziiltségi tenzor adott koordinatai voltak:

o, = — 700 kp/cm? Tyy = — 400 kp/em?
o, = 4+ 200 kp/cm? 7y, = — 150 kp/cm?
0. = -+ 500 kp/em? T.. = + 600 kp/cm?

Az n normdlis adatai: ¢ = 30°, 2 = 60°.

Az abrahoz jabb magyardzat nem sziikséges. Megjegyezziik, hogy az
x, y sik elsd fesziiltségi korének kozéppontja: K, a masodik fesziiltségi koré:
M. Az fz sikban ugyanigy K’ és M’ jelentik a megfelels kozéppontokat. A o,
fesziiltséget nem hatdroztuk meg, mert erre a kitizott célhoz nem volt sziik-
ségiink.
Az eredményeket vastagabb vonallal tiintettiik fel. Szamitassal a kovet-
kezé eredményekre juthatunk:
o, = -+ 555 kp/em?; v, = — 850 kp/cm?; =, = + 277 kp/cm?.

n
A szerkesztéssel nyert értékek e pontosabb eredményekkel igen j6 megegye-
zésben vannak.

Visszatekintve a szerkesztésre, érdemes ramutatni arra, hogy az ismerte-
tett eljards viszonylag milyen kevés és egyszert lépésben végezhets el. A tenni-
valok a kovetkezdk:

3 sikbeli derékszogii koordinita-rendszer felrajzolisa,

6 fesziiltségi osszetevs elGjelre helyes felmérése,
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fesziiltségi Osszetevs atmérése,

esetben a ¢ vagy a A szog felmérése,

esethben két pont Osszekoté egyenesének megrajzoldsa,
egyenes vonaldarab felezése,

adott kozépponti kor rajzolasa adott ponton at,
eredmény lemérése.

Lo R W

Fesziltsegi mertek

| 1 | | |
T T

S i =t
g 7 2 3 % &

o4

kpfem?

Tay [~ A

16. dbra

8. A tenzor koordinatainak altalanos transzformaciéja

Ismeretes az a koriilmény, hogy egy derékszogii térbeli koordinata-rend-
szer valtozatlan kezd6pont mellett barmely mas helyzetbe hozhaté legfeljebb
harom olyan elforditdssal, amelyeknek mindegyike valamelyik — esetleg 1j
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helyzetben levé — koordinata-tengely koriil torténik. Elegend§ e tekintetben
a kinematikabdl jél ismert Euler-féle szogekre gondolni. Az el6bbi 7. pontban
kitlizott feladat megoldésa utan igy mar teljes mértékben adva van a lehet8ség
a legaltalanosabb transzformécié szerkesztéssel valé elvégzésére.

Valéban mar a 14. 4bran megmutattuk az egyik koordinata-tengely koriili
elforditéssal végzett transzformaciét. A 16. dbra ugyanigy konnyen folytat-
haté. A o,-t megkapjuk, ha a K kézépponti kiron megkeressiik a €, dbrazol6é
pontot ugy, hogy Cy, K és C, egy 4tmérén legyenek. Ugyanigy a K’ kozéppontu
koron a Cy dbrazolé pont felkeresése megadja a o, fesziiltséget, végiil az M’
kozéppontt kiorben berajzolhaté £ normalison a 7, értékét is lemérhetjiik.
Felismerhet6 a 15. 4bra megszemlélésével, hogy ilyen médon mar a ¢, k, n
koordinata-rendszerre transzformaltunk. Konny(i elképzelni, hogy ezutédn
az n tengely koriil barmilyen elforditdssal torténé transzformécié mér csak a
t, k koordinatasiknak megfelel§ els6 és mésodik fesziiltségi kor megrajzolasat
igényli és ezzel a legdltalanosabb feladatot is megoldottuk.

Amint latjuk, ez a legéltalinosabb transzformécié mindossze hiarom elsé
és harom maésodik fesziiltségi kor megrajzolasaval elvégezhetd.
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