
DR. DULÁCSKA ENDRE-DR. KOLLÁR LAJOS, a műszaki tudományok doktora 

k o n o i d h é j k o n z o l s z á m í t á s a 

A dolgozat a konzolszerűen kialakított konoidhéj erőjá tékát tárgyal ja a lapos hé-
jak elméletének felhasználásával. Az alkalmazott közelítő feltevések segítségével a hé j 
metszeterőit zárt összefüggésekkel fejezi ki. 

A metszeterőknek a méretezéshez szükséges maximális értékeit egyszerű képletek-
kel ad ja meg. 

Bevezetés 

A mérnöki gyakorlat a konoid alakú héja t á l ta lában boltozatszerűen 
működő szerkezetként alkalmazza [1]. A konoidhéj a l ak j a igen alkalmas be-
fogott konzolként való működésre, mert szerkezeti magassága a befogási ke-
resztmetszet felé növekszik. A konoidhéjnak ilyen konzolos alkalmazására 
még nincs a gyakor la tban használható számítási módszer [1]. 

A következőkben egy olyan el járást mu ta tunk be, mely a parabolavezér -
görbéjű konoidhéj-konzolt a lapos héjak elmélete a lap ján vizsgálja. 

Alapfeltevések 

1. Feltesszük, hogy a héj elég lapos ahhoz, hogy alkalmazható rá a lapos 
héjak elmélete [1], [3]. 
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2. Az előző p o n t mia t t a hé j s a j á t sú lya és hóterhe egyenletesen megoszló 
p0 t e h e r k é n t vehe tő f igyelembe, és a tényleges metsze terők közel megegyez-
nek a vetület i metszeterőkkel . 

2. ábra. 

3. Az ív i rányú n y metsze terőknek az a lakvál tozásra gyakorol t h a t á s á t 
az egyszerűs í te t t hé j számí tás i módszerekhez hasonlóan e lhanyagol juk . 

4. A vizsgált héjszerkezet az x, z s íkra sz immetr ikus k ia lakí tású . 

Jelölések 

A héjszerkezet geometr ia i jelöléseit a 2. ábra , a metsze te rők pozi t ív ér tékei t 
a 3. á b r a t ün t e t i fel. 

E a rugalmassági tényező, 
pQ az egyenletesen megoszló t eher , 
F a P U C H E R - f é l e feszül tségfüggvény, 
w, V, и a középfelület valamely p o n t j á n a k г, у, ill. x i r ányú elmozdulása, 

3. ábra. 
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1 az X szerint i differenciálás jele, 
dhv 

a y szerinti dif ferenciálás jele, így pl. 
дх4 dy4 

K= E * ; D = Ed , 
12(1 - V2); 

ahol V a ha rán tkon t rakc iós e g y ü t t h a t ó , 
о 

X V" 
z = f • - - a hé j középfelületének egyenlete . 

a b2 

A feladat egyenletei 

Az a lka lmazot t fel tevésekkel és a megado t t jelölésekkel a fe ladat egyen-
súlyi és kompat ib i l i tás i egyenlete [1], ill [3] a l ap ján a k ö v e t k e z ő : 

K(wlv + 2 w u " + и г ) - (Fn • z" - 2 F v • z1 ') = p0, (1) 

2 F u " + F:: + D(w11 • z" - 2 w v • z l j = 0 . (2) 

Az (1) és (2) egyenletekben 

= J - ^ - . y - (3) 
b2 a b2 a 

a héjfelület másodrendű der ivá l t ja i , 

és Fu = ny , Fv = - nxy, F" = nx, (4) 

a metszeterőknek az F feszül tségfüggvénnyel kifejezet t ér tékei . 
A ha j l í t ónyomatékok az 

rny = Kw ; mx = — Kwu (5) 

i smer t összefüggésekből h a t á r o z h a t ó k meg. 

A feladat feszültségfüggvénye 

Az (1) és (2) egyenleteket kielégítő, és a későbbiekben részletezet t kerü-
leti fel tételeknek megfelelő par t iku lá r i s megoldás a köve tkező : 

„ 15n„a2 X I y2 y4 \ 
F = — I 4- " - B(x • In X — a-) , (6) 8/ a \ 2 4b21 

w = w(x) + w(y) . (7) 

A (7) összefüggést behe lye t tes í tve (2) be, 

4 5 p < w™ = 

8/2/4 

281 

(8) 



Az X = a helyen a w\ ( X ) W(x\ = 0 kerület i fel tétel t f igyelembe véve 

45p0a2 
wlx) = 1G/2H 

(a — x)2. 

í g y F de r ivá l t j a i t behelye t tes í tve , az (1) egyenlet a l a k j a : 

Щу) = 
То 
К 

1 + 
2 f B 

ab2p0 

15 
2 

r 
b2 

r 
M 

(22) 

(10) 

A (10) egyenlete t négyszer in tegrá lva , és a sz immet r i a miat t az у = 0 
he lyen a w" = ?/;' = 0 fe l té teleket f igyelembe véve 

Ну) 
Po 
К 

1 
2 f B j у4  

ab2p0 ! bl 

5w8 126., • w2 

b H - — ~ 
2ftc 28 ú8 ó® 

(П) 

A (9) és (10) összefüggéseket (7)-be behelyet tes í tve megkap juk w függvé-
n y é t . А В és 0 2 á l l andóka t az y= i b perem ment i s t a t ika i , ill. a lakvál tozási 
peremfel té te lekből kell meghatározni . 

Mivel a befogás helyén ( x = a nál) csak a ivl = 0 fe l té te l t t e l jes í te t tük , 
a w = 0 feltételből azonban csak w (x) = 0 -1, ezért itvv) i t t nem lesz zérus. 
E z azt jelenti, hogy a hé j kereszt i rányú a lakvál tozása a befogás keresz tmet-
sze tében is kia lakul , t e h á t megoldásunk pontosan véve olyan „ fé lmerev" 
d i a f r a g m a esetére vona tkoz ik , amely az yz s íkban lehetővé teszi a héj mozgá-
sa i t , de az a;z-síkban nem. 

H a nem t u d j u k lehetővé t enn i a befogási yz s íkban a konoidhéj szabad 
de fo rmá lódásá t (azaz mereven befogjuk) , akkor a w ^ a lakvá l tozás meggát lá -
s ábó l olyan peremzavarok keletkeznek, min t ami lyenek egyéb hé jakon is 
l é t re jönnek a héj és a j)eremív alakvál tozás-különbségéből , s amelyeket a 
gyakor l a tban a körhenger t a r t á l y képleteivel becsülhe tünk meg. 

A w függvény t o v á b b i a k b a n szükséges y szerinti de r ivá l t j a i a következők: 

w = To 
К 

1 + 

Esl 
К 

_2fB_ 

ab2p0 

, 2fB 

yO 

8 b2 28b* 
+ C2 • у 

ab2p0 

b2 

C„ É-л  
8 b2 4M b2 

( 1 2 ) 

(13) 

У = 

Egyedülálló héj 

H a a héj а 2. á b r a szerint v a n k ia lak í tva , akkor a kerüle t i fel tételek az 
± b peremeken: 

w" = 0, Fu = 0. 

Ezek f igyelembevételével az á l landók: 

В 0 , С, = 
ú4 

8 
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Az ál landókat a (4) és (5) összefüggésekbe helyettesítve a metszeterők 
képletei : 

« = F = — 
15a2p0 . £ f j _ 3 У 

n x y = - F l = 

8/ a 
15 ap0 

8/ 
У _ У 
b b3 

nv = F" = 0, Fu = 

p0b2 4 y2 5 yx 

1 2_ + - 2 — 
ü2 ó1 

(14) 

(15) 

(10) 

p. ax 
" 0,533f 

0.5770 
и 

Щ 
д ab 

'« ' 1,385f 
4. ábra. 

Az mx ha j l í tó nyomaték (5) és (8) figyelembevételével: 

15p0a2<52 

m„ = 
32/2 

(17) 

^ 1 и 
/ z \ 

Ч| II 
ÏÏT xl ÏÏT 

yt I818Ï 

=kz-m™'qoœpbl 

5. ábra. 

A 4. ábra az wx és nyy metszeterők, az 5. ábra az my ha j l í tó nyomatékok 
megoszlását és maximális értékeit m u t a t j a be. 

H a az egyedülálló héj a 6. ábra szerint van kialakítva, akkor az у = 0 
él menti kerületi feltételek: 

w = 0, Fn = 0. 
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í g y az ál landók: 
В = 0, C » = 0. 

Az állandók értékeit figyelembe véve nx és nxy a (14) és (lő), az mx 
nyomaték a (17) képletekből számí tha tók . 

Az my ha j l í tónyomaték: 

Ppb2 

8 

4 y2 5y4 % e ] 
~ó2 1>4 ' 

(18) 

Az my ha j l í tónyomaték megoszlását és maximális értékeit a 6. ábra 
tün te t i fel. 

-m™0,i30pb! 

0818b 

6. ábra. 

Az ismertete t t megoldás esetén a héjnak az x, z síkkal párhuzamos síko-
kon fekvő peremvonalai teljesen szabadok lehetnek, az x = 0 peremen pedig 
peremtar tó t kell alkalmazni az nxy nyíróerők és az mx haj l í tó nyomaték fel-
vételére. A peremtar tó célszerűen a héj szegélyéből kialakí tot t „ r e j t e t t " perem-
t a r t ó lehet. 

A peremtar tóra jutó T erőt az nyx nyíróerők 0-tól b-ig való integrálásá-
val kap juk meg. 

A T erő értéke a 7. ábra szerint k ia lakí tot t héj esetén: 

T _ 16 aVpn / %2 

5/ [ m 

a 8. ábra szerint k ia lakí to t t héj esetén pedig a 

16 ab2pfí 

2 y l ) 
64 , 

T 
5 / 

З.У-
ű2 

2 y4 

(19) 

(20) 

összefüggésekből számítható . 
A T erők megoszlását a maximális értékeit a 7. és 8. ábrák szemléltetik. 

A „ r e j t e t t " p e r e m t a r t ó 

H a az x - 0 peremen nem alkalmazunk merev peremtar tó t , akkor a 
peremen az nxv nyírások és mx ha j l í tó nyomatékok nem tudnak fellépni, és 
a héj szegélyében „ r e j t e t t " peremtar tó alakul ki. í g y az x = 0 helyen a külső 
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te rhet csak az т . . nyomaték vál tozásából származó 
3 mx 

dx 
= qx lemeznyíró-

erők segítségével egyensúlyozhat juk. 
Az nxy nyíróerö és az mx nyomaték megváltozását egy olyan feltevés 

a lapján számít juk, mely a (2) kompatibil i tási egyenletet csak közelítően elégíti 
ki. Ez megengedhető, mert az x = 0 helyi peremzavar rövid szakaszon elenyé-
szik, és így e közelítés a héj teljes egészének erőjá tékát nem befolyásolja. 

Feltesszük, hogy a külső hajlí tó nyomatékon a héj íves keresztmetszete 
és a lemezkeresztmetszet hajlí tási merevsége arányában osztozik. 

П,у 

i 

CD 

v / / / / / / / / ( / / / / / / / . : 
b i b i 

f 
V N / 

И 

f у 

7. ábra. 8. ábra. 

Ez a feltevés azér t jogos, mert a te l jes konoidhéjnak és a konoidhéj-le-
meznek — természetesen — azonos a lehaj lása x minden értékénél, így görbü-
letük is azonos. Minthogy pedig a konoidhéjban a (14) képlet szerint a magas-
sággal lineárisan oszlanak meg az nx metszeterők, a héjlemezben szintén, így 
a közös görbületből mind a konoidhéjban, mind a héjlemezben a sa j á t inercia-
nyomatékukkal arányos haj l í tónyomaték ébred. 

Az íves keresztmetszet inercianyomatéka: 

Jiv = 0,1778 Ô^-x2. (2l/a) 
a 2 

A héjlemez inercianyomatéka: 

2 bő3 

J [emez = = 0,1667ÚŐ3. (21/b) 
12 
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így a héjlemezre jutó x irányú nyomaték az 

Ô2a2 

A = 
1,066/2x2 

jelölés bevezetésével: 

- Po •x2 

mu 

15 p0a2ô2 1 

'lemez ~b Úv 32/2 1 + A 

f x 
асг 

(22) 

(23) 

m > 
„ t i 
/77, 

i 

4 

f x 
Ш — 1 I -i • 

1 2 3 

9. ábra. 

Ha x elég nagy, akkor (23) nevezőjében a második tag mellett az egység 
elhanyagolható, és így megkapjuk a már korábban meghatározott 

m'J = 
15p0a2ó2 

32 f2 
(17) 

értéket, amelyhez mx t a r t . Ezt a határér téket x növekedésével mx ro-
hamosan megközelíti. Ahol az ívmagasság eléri a lemezvastagság háromszoro-

fx 
sá t -— = 3 , o t t már mx ^ 0,9 mx

m a x . 
ôa 
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Az x = 0 peremen a metszeterők megoszlása a 9. ábrán vázolt módon 
megváltozik. 

Az X = 0 perem mentén a héj x ^ szélességű szakaszán alakul ki 

„ r e j t e t t " peremtartó. 
A héjra jutó p terhet a 

Ры тм\ = 
4 v px-

Iw + J lemez 

Phéi = P 0 

kifejezésből számíthat juk. 

9 4 
(1 + A f (1 + A) 

(24) 

Az nxy nyíróerők és my nyomatékok x szerinti változása az (1) egyenlet 
figyelembevételével (24)-hez hasonló. 

H é j s o r o k 

A konoidkonzolhéjat előnyösen lehet sorozatban alkalmazni előtetők 
részére. (Lásd. 1. ábra.) 

Több konoid összeépítése esetén az у = peremek nem tudnak szaba-
don elfordulni és elmozdulni, a csatlakozó élek csak függőleges, z irányú el-
mozdulástvégezhetnek. így a csatlakozó vonalakon vízszintes erők (ny(bj) és у 
irányú hajlító nyomatékok (my(bj) ébrednek, és ezek módosít ják a héjak rny 
ábrá j á t . 

A kerületi feltételek az у = peremen a következők: 

V értéke [2] szerint a 
w = О, V 

V — — z 

0. 

kifejezés integrálásával állítható elő. 
Behelyettesítve z és w értékeit, és az integrálást elvégezve 

V = v'dy Pp 
К 

2 /я 
ab 

2 f f í 

ab2p0 

У 
30 

15 У1 15 у9 

840ó2 3780Ó4 + + С2-уя 

Зб2 

(25) 

(2(5) 

Majd (26) és (12)-t behelyettesítve, és az у — зкб perem menti kerületi 
feltételeket kielégítve az állandók értékei: 

В = 
0,142857 p0ab2 

Г 

C2 = — 0,029762ó4. 

Ezek után a metszeterők képletei az állandók behelyettesítésével: 

nx = F" = 15 a2p„ 
8/ 

1 3 y~ 
ó2 

(27) 

(28) 

(14) 

8 * 287 



Пху= -F1' 
15аРо(У У3 

8 f \Ъ b3) 

n = Fn = — 0,142857p0ú2 

/ • X 

m y = — РФ 2 
5y- 5w4 ye 

— ' + — - 0,029762 
14ú2 8ú4 8 б6 

(15) 

(29) 

(30) 

Az my ha j l í tónyomaték megoszlását és maximális értékeit a 10., 11. ábrák 
közbenső héjelemein l á tha t j uk . 

A p tehernek a r e j t e t t peremtar tó okozta, a 9. ábrán vázolt megváltozása 
а В állandóra és így az ny értékére is visszahat. 

H a ny (29) szerinti képletébe az állandó pn helyett a (24) szerinti p t e rhe t 
helyet tes í t jük, megkap juk nb-1, a megváltozott ny közelítő összefüggését. 
Az nb metszeterő x szerinti vál tozását , maximális ér tékét és a maximum helyét 
a 10. ábra m u t a t j a be. 

A re j te t t pe remta r tó t természetesen méretezni kell az nxy nyíróerőkből 
származó T m a x húzóerőre (8. ábra). H a pedig T nyomás t okoz (7. ábra), akkor 
k iha j lás ra kell ellenőrizni a héj szélét. 

A p tehernek az x — 0 perem menti vál tozása mia t t my x szerinti meg-
oszlása a p teherhez hasonlóan változik. 
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A h é j s o r s z é l s ő e l e m e i n e k e r ő j á t é k a 

A szélső héjelemeknek fel kell venniük a közbensőkről az y = b peremen 
á tadódó nb vízszintes erőt és nyomatékot . Tekintve, hogy a héjelemek 
merevsége vízszintes síkban igen nagy, így mint vízszintes konzolok t á m a s z t j á k 
meg a héjsort . 

Az nb metszeterők N eredője igen közel esik az x = 0 peremhez. A szá-
mítás egyszerűsítése céljából N-t a biztonság javára az x = 0 peremen ható-
nak tek in t jük . A szélső héjelemben N h a t á sá r a közelítően a következő többle t -
metszeterők keletkeznek : 

a) Teljes szélső konoid esetén (1. ábra jobboldala) 

3 N 
Anx= -xy, (31) 

2b3 ' 

3N 
ЛП*У = ~4b 

1 - У  

b2) 
(32) 

b) Szélső félkonoid esetén (1. ábra baloldala) a vízszintes erőt az első 
teljes konoid veszi fel, ebben keletkeznek a (31) (32) többletmetszeterők, és a 
szélső félkonoid nem ka]» ny erőt. 

Az N erő ér téke nb integrálásával 
a 

N= ) n A ~ 0,325 ^ " • log1HÁ . 

о 
A szélső héjelemet befogó szerkezetet természetesen méretezni kell a 

leírt M = N.a vízszintes haj l í tónyomatékra . 
A keresztirányú my haj l í tónyomatékok a következőképp alakulnak: 
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12. ábra. 

Félkonoidszél (b. eset) alkalmazásakor a félkonoid nyomatékai a szabad 
konoidnak felelnek meg, a félkonoid melletti teljes konoidon átmenetet képez-
nek a következő, belső héjelem felé. 

Teljes szélső konoidnál (a. eset) a nyomatékok már a szélső mezőben 
á tmenete t képeznek. 

Az átmenetet mindkét esetben úgy vehetjük figyelembe, hogy a nyoma-
tékábráknak az á tmenet i mezőben levő, a pontosabb számítások szerint lapos 
görbe záróvonalát a biztonság javára tör ténő közelítéssel egyenessel helyette-
s í t jük . így a 11. és 12. ábrán fe l tünte te t t nyomatékábrákat kapjuk. 

Megjegyezzük, hogy az 1. ábra jobboldalának megfelelően kialakítot t 
megoldás merevítő perem nélkül csak kisebb héjaknál alkalmazható, mert a 
nyomot t szabad szél kihajlásra veszélyes. 

Az 1. ábra baloldalának megfelelő kialakítás esetén a héj széle x irányban 
húzot t , ezért kihajlási veszély a peremen nem áll fenn. 

Számpélda : Vizsgáljunk egy, a 6. ábra szerint kialakított egyedülálló konoid-
konzolhéjat, melynek adatai a következők: b = 2,0 m, a = 4,0 m, / = 1,0 m 
Ô — 0,06 m. p 0 = 300 kp/m2. 

A maximális metszeterők: 

<14) képlet: x = a, y = o _ 15 • 0,3 • 4,02 _ 
(4. ábra) % h ú z a s - « . T,0 _ P 

( 1 4 ) : x = a,y = b _ 15 • 0,3 • 4,02 

(4. ábra) W*"yomás g T ^ ( 1 ~ 3 ) - ~ 1 8 ' ° M p / m 

18000 
, 1ЧЛ  Jb 
m a x — — 30 kp/cm2. 

6 • 100 
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(15): x = «, y = 0,577 6 = 0,3 • 4,0 • 2,0 = 

(4. abra) y i ) 3 8 5 . 1 ( 0 

1730 „ „ . , „ 
r = = 2,9 kp/cm2 

6 • 100 

(8. ábra) m a x 3,20 - 1 , 0 1 

—15 • 0 3 • 4 02 • 0 062 

(17): m ™ a x = ' ' = _ g m k / m 
У 32 • 1,02 

(18): y = 0,182 b mj!,ax = —0,13 -0,3 - 2,02 = 156 mkp/m 
(6. ábra) 

A vasalás elrendezését a 13. á b r a m u t a t j a be. Az ado t t esetben a szükséges 
vasalás erőssége az előírt minimális vasmennyiség követelményét éppen kielé-
gíti . Nagyobb mére tű héjaknál a vasalás az nx, nxy és my ábrák csökkenésé-
nek megfelelően r i tk í tha tó . 

Ф7/15 

m-m. I 27 Ф 7/ /5 

Ф8/14 

Ф7/15 

Ф8/14 

7/15 

Ф5/25 

13. ábra. 

Érkezet t : 1965 szeptember hóban 
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