DR. ROLLER BELA

A FESZITETT KOTELTETOK ELMELETENEK
DIFFERENCIALGEOMETRIAI EGYENLETEI

Osszefoglalais

A dolgozat a merev peremre feszitett, kettGs gorbiileti kotéltetSk szami-
tasanak differencidlgeometriai apparatussal levezetett rugalmassiagtani alap-
egyenleteit kozli. Az alapegyenletek részletezésekor a szerelés kétféle modjat
vettiik figyelembe, és kitériink a szerkezet kiilonbozd statikai allapotaira is.

Az egyenletek megoldasi médszere specidlis esetekben ismeretes.

1. Bevezetés

A két kotélsereghdl allo, kettGsgorbiiletii feszitett kotéltetGket vagy ugy
szerelik, hogy a kotelek egymason szabadon csuszva jutnak feszitési alakjukba,
és csomoépontjaikat a burkolatteher felhordasakor rogzitik Ossze, vagy pedig
gy, hogy a csomdpontokat (megfeleld kiosztasi terv szerint) mar a halé fel-
huzasa el6tt osszerogzitik.

A szamitds mindkét esetben a feszitési és az iizemi allapot vizsgdlatat
kivanja meg.

E dolgozat a kérdés elméleti alapjait targyalja a két szerelési lehetéség-
nek megfelelGen.

A halét a szamitds soran olyan kontinuummal modellezziik, amely
idedlisan rugalmas és csak huzdéfesziiltséget visel el. A peremtartékat teljesen
merevnek tekintjiik, a halé onsulyat pedig elhanyagoljuk a burkolat stalyabdl
és az esetleges teherbdl all6 un. iizemi teher mellett.

2. A kotélfeliilet egyensulyi alapegyenlete

Az 1. dbran vazolt kotélfeliilet egyenlete*

Y= r(u;,u,). (1)

Ha az w, paraméter a tartokotelek, — u, pedig a feszitGkotelek ivein

. i : : ér , or G
mért s,, illetve s, hosszakat jelenti, akkor — és egy-egy érintSiranyt

ds, 08,
egységvektor.

* A differencidlgeometriai fogalmakra vonatkozolag 1. [3].
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A teljes kotélers nagysagat a tartékotélen n, (s;, s,)-vel, a feszit6kotélen
pedig n, (s;, s,)-vel jelolve, az érint6-irdnyt kotélerék vektora

or
111(81, 32) == 721(81, 32)—;
98,
(2)
or
n,(8;, 83) = n,(8;, S3) =
9s,
e
o2
. W

s

1. dabra

A belsS erdk differencidljai egyensulyozzak az elemi feliilet terhét, igy

] or 0 or
_(nl_ sy, —| == Play, Byl (3)
0s, 0s, 0s, 0s,
. - r . g ., Or . ,
Ha u, és u, jelentése altalanos, akkor — és—— nem egységvektor, ezért

ou, Ou,
(2) helyett
or/d
0, (%, Uy) = n,(t;, U,) —,—lj—L. :
V/ (or/ou,)*

or/ou )
o (W, WY = 0 (W, W)~
n,(ty, Uy) 2 (U, ) V(Ol‘/'duz)‘l
(3) helyett pedig
i[nl *m] + 5 [nz = Er/al“'} = —p(u;, u,). (5)
o, V(or/ou,)® | ou, V(or/ou,)

3. A cstsztatva szerelt kotélteté egyenletei

3.1. A feszitési allapot elemzése

Ha az érintkezési pontokon keletkezd surlédast elhanyagoljuk, akkor
a feszitési allapotban a kotelek kozti kényszereré mindkét kotélsereg gorbéin
pontrél pontra a fénormdlis iranyba mutat. Ezek egyben a kotélfeliletnek is
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normalisai. A kotélgorbék a kotélfeliilet geodéziai vonalai, amelyek mentén a
megfelel6 kotéler6 nagysaga véltozatlan.
Bizonyitasul induljunk ki a feszitési alak

v, =1y(81 Su) (6)

vektoregyenletéb6l, melyben s,, és s,, a feszitéskori ivhossz-paramétereket
jelenti.

Legyen ny(s,, sgl)nés n._,,'(sy, Sop) AZ ekkm: fel’lép.()' 'k(')’féler('ik ’n’agységa,
q(sy7, 8oy) @ kapesolati erdintenzitas vektora, tovabba rovidség kedvéért

‘9 ( -9
] o 8811 o 682[
A halé onsilyat elhanyagolva, (3) alapjan
()’ + (mayy) =0, 7
illetve
(nljrjl‘)’ =g (n._,]r})' == s (8)

Ez utébbiak az egyensily kovetelményét a tarto- és a feszitGkoteleken
kiilon-kiilon fejezik ki.
Az elsé osszefiiggésbdl

(nyrp) =mnyrp+nyyri=9q.+9q,=9q . (9)
Az els6 tag érintd, a masodik pedig fénormalis irany.
Surlédds hidnydban q, = 0; q = q,. Igy a kapesolati erék egyrészt
val6ban f6normadlis irdnytak, mdsrészt r; == 0 folytan
7’11’] = ()55 (1())
Ebbdl és az analég meggondolas szerinti n;, — 0 kovetelménybdl
Ny = Nyy(Syy) Ny g == Nayg(Sy7) (11)

vagyis a kotélerck a kotél mentén tényleg dllandé értékiiek, nagysigukat
tehat a membran H-erGihez hasonlé mddon szabhatjuk meg.

A feszitési alak elemzése e szerint ugy torténik, hogy a feliilet alakjat
kivalasztva, megdillapitjuk a geodéziai vonalhalét, tovabba megadjuk a kotél-
erket. Szamitasi szempontbdl célszer(i, ha az alak hiperbolikus paraboloid
(L [8]).

Ha a peremtartok tengelyvonalai a feliiletnek nem geodéziai vonalai,
akkor a kivitel érdekében még a kotelek rogzitési pontjainak helyét és a kotél-
er6k peremmenti megoszlasat is ki kell szamitani.

3.2. Az dizemr dllapot elemzése

Az iizemi teher viselése céljabodl a koteleket kapesolati pontjaikon Ossze

ergsitik. A teher hatasara a felillet a kotéler6k megvaltozasa — valamint az
ezzel kapesolatos mozgds és nytlas — aran jut az iizemi alakba.

Az iizemi alak vektoregyenlete:
v {81 Sau} = TulSyp, Sap) = ¥y(8y5,8ap) + 0811, 82) - (12)
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Itt o az eltolédasvektor.
A kotélfeliilet egyensilyi egyenlete ekkor

(mur3)”™ + (o)t = — py- (13)
Ittt

Ny = Ny + A nyy a tartékotelek megvaltozott kotélereje,
Mgy = Ngp + A Nop & feszit6kotelek megvaltozott kotélereje,
Pi az lizemi teher

(valamennyi az iizemi alakon mért s,; és s,; ivmenti hosszak fiiggvényében),

tovabba
-~ 9 [*M 0
(J *asm ’ —8321‘5 .

2. abra

Ha a (13) osszefliggést az s, és s, koordinataktol fliggs alakra transzformaljuk,
ez — a kotéler6k valtozasara vonatkozé csatlakozdsi egyenletekkel egyiitt —
hatarozott rendszert jelent a o, A n,; és A n, mennyiségek kapcsolatira nézve,
amely a peremfeltétellel egyiitt egyértelmtien jellemzi a feladatot.

A transzformécié elvégzésekor figyelembe kell venni, hogy a 2. dbranak
megfelelGen

és S1i = S1a(S1p Sap) 3 Sai = SilS1fr Sap) (14)
S17= S1 (8w S2a}s Sy = Sa{S1i Suui}

igy

dsyy = 3pds, p-1 &1y dey (15)

dsy; = 85;ds; s+ 8;dsys |
illetve

ds, ;= 87y dsy; + ipdsy
;= 817 dsy; + sipdsy; (16)

d82f: Sg}dslu + S;fdzgr_)ﬁ ’
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Az itt el6fordulé két derivalttenzor egymas inverze, igy

I e Sor e ,;,-_.'!..
S = SU(S,/, 32/) = 'Iz*;’ Sy = Sl}(sll‘ Sof) = — "Du‘
. ; (17)
8oy = 8ap(814, Sap) = — S1ii Sap = Sof(817s Saf) = .
D D
Ttt
D = 81481 — 81uS2a - (18)
A megvaltozott alaku feliilet paramétervonalainak ivhossza
O e o e
8= | V(r;+@')*ds,;, ha s,,= const
g Ry (19)
8o = s V(rf' + @ )*ds,; ha s ;= const
o
Igy N
Soip = V(rf S 4 8oy = \ [V(rj+9')2]’d82/
’ (20)

Sif Bt R B
sia= | [Vaf+e] dsiy;  sta=V;+e)
0

E szerint a (17) derivaltak a kiinduldsi alak vektoranak és az eltolédasvektor-
nak ismert fiiggvényei, a szamitas tovabbi részében elfordulé

A~ L AN $ o
81 i Slf 81 f Slf
85¢ ENy 83t 8y f

masodrendii derivaltfiiggvényekkel egyiitt.
(12) és (14) folytan a lancszabdly szerint
ry :rl/'i\('qu’ Sas) =Ty 3;}‘}*'&32/} (21}
rg =r;(S1p Say) = Tii 817+ Ty Saf

Tovabba ha azn, mennyiséget is az eredeti koordinatdk fiiggvényének tekintjiik:

B (rarg) ™ = (M rg)” 81y + (R Tg)” a5 - {22)
De
(ygrs) = na vy + mygry’ (nyzxg) = myxy + ey o (23)
Ezek szerint
(nyary)”™ = (R4 815 + 114 857) T + Pau(ey” 817 + T3 8if) (24)

(21) elsS sorabdl, a lancszabaly ismételt alkalmazasdval
a4 " ey & a4 /e ~ . A2
vy’ =y 8y + ¥y 8y + Ty Sap + Ty Saf (25)
SR s Lp o ’ 5 g PEPAN
ryt =Ty 8y + ra S8y + vy Sap + Xy Sy

(25)-6t (24)-be helyettesitve, a transzformécié elsé része véget ért.
Analég miiveletekkel kell elvégezni az (nyr}) " vektorfiiggvény transzfor-
maciéjat is.
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Az egyensulyi egyenletnek az s, és s,,kiinduldsi koordinataktdl fliggs
kifejezése végeredményben:

(n14 877 + P Sop) (X5 877 + ¥ 857) + Myl (v 877 + ¥y 877+ v 8y + ¥y 857 815 +
+ X% 877+ T S5+ X Sy + 1y 8557) Sap] A (Mg Sty + 0 8op) (¥ 81y + v S3p) +
+ Mo (v 817 + 1 815+ xy Sap + v 8y) 815+
4 (v iy + ri sty 4 v Sap + v Sar) S35l = — PalS1py S2p)

817 €8 sy, killonbozd derivéltjainak képletét tekintve, az egyensulyi feltétel
egy parcidlis, nem linedris integro-differencidlegyenlet a g (s, sy;) ismeretlen
eltolodasvektorra nézve. Peremfeltétele: g,,, = 0.

A csatlakozdsi egyenleteket aranylag egyszert alakban irhatjuk fel:

A tartékotél fajlagos hosszvaltozasa geometriai alapon

(26)

ot ol S
& = gs}”&slf =8; — 1= V(r} + 0’)2—1 ha s,,=const. (27)
dslf
Hooke torvénye szerint viszont
A
g st 0, (28)
Eo,

Itt EF a rugalmassagi modulus, 0, pedig a tartékoteleket helyettesité konti-
nuum vastagsiga.
(27) és (28) alapjan a tartékoteleken
Mny = Bo, [V (x; + @) — 1]
A feszitGkoteleken pedig: (29)

ng = B8, [V 07— 1]

4. A rogzitve szerelt kotéltets egyenletei

A kotélfeliilet alakjat a két vizsgalt allapot egyikében most is célszerti
hiperbolikus paraboloidnak valasztani. Ezt a feliiletet egy olyan, fiiggGleges
alldsa iizemi teherhez rendeljiik, amely alapvetiiletben egyenletesen megoszlo;
a vizsgalatot az tizemi allapot elemzésével kezdjiik.

4.1. Az idizemi dllapot elemzése

Ha a feliilet alakjanak egyenlete

Uy =&
vy = Ty, Up) = 74(2, Y) { : (30)
Uy =Y
akkor az xzyz derékszogli koordindtarendszerben
* 8 o
’ oz oy
(31)
25 N,
b = —7"21[!*'77;7 ]l.!l'i = =
V1+= /142



jeloléssel az (5) egyenlet alapjan

his = — Dy by = — pyy -
(hiz’)" + (hyi’)” = — P

(32)-bSl p,; = py; = 0 esetén
by = hyi(y) hyy = hoy(z)

(33)
hyi2” + ke = — py
A
o a2 a2
T2 B
(34)

hy; = const hy; = (}ﬂ 4 Pzi) po
a? 2

valasztas (33)-at kielégiti, igy tehat, ha a kotélgorbék a nyeregfeliiletnek
egymadsra merdleges alaprajzu transzlaciés parabolai, a kotélerdk x, illetve y
irdnyt vetiilete pedig allandé, az egyensilyt biztositottuk.

4.2. A feszitési dllapot elemzése

Legyen a feszitési alak vektoregyenlete

Itt r{&n}=rxiz,y) =r4yz,9) + 0*@,y) . (35)
o* = wu(@,y)i+ v, y)j+ wx, y) k (36)
P=ly-e n=y+v
Vezessiik be
1+ u
b T o e z
- V(l + 'll _.}_ ?]’2 _+_ (Z' + w,)2 nl/ (37)
o= 1+v .

VO + v+t k(@ )
jeloléssel a feszitéskor felléps kotélerSk x, illetve y iranyu vetiiletét. (35)-0t
(5)-be helyettesitve, és skaldr osszefuggesekre attérve, (36) felhasznéalasival
a 3.2 pontban ismertetetthez hasonlé transzforméciok és rendezés utan a
hyf(1 4+ v)3 + hyyu(1 + w')(1 4 ) + Ayp[u(1 + o) — v w](l 4+ w') =
= — pey(l + 11’)2(1 + )4
Raf(1 + W)+ B0 (14 0 )(1 + @) + gy [0"(1 + &) — " v’ J(1 4 v) =

== Pyl +w )2( w’)* ((38)

(2 + )1+ w) (1 + )+ k[ + w")(1 + o) — t”(ﬁ'

+ w’)](1 +v) + hypz + w)(1 4 v )(1 + w’)3 +
+ hop[ (2 + w0 )(1 4 v7) — v(z +w)J(1 + w') = — pyy(1 + u )41+ o)t

parcialis differencidlegyenlet-rendszerre jutunk, amelynek peremfeltétele

Uper = Vyer = Wyer = 0 (39)
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(38)-ban z(x, y) az iizemi alakot jellemzé fiiggvény, a jobb oldal pedig p, = 0
kapesan zérus. Részletezése a késGbbiek kedvéért sziikséges.

Az lizemi és feszitéskori kotélerGk kozti osszefliggést kifejezd csatlakozasi
egyenletek skalar alakjat a (29), valamint (35)—(37) osszefiiggésekbdl kiindulva
irhatjuk fel. Végeredményben

V(l' T Rk A
1+z

Ahty = by — hy; = B, — - — — (1 +u")+
l/ A+uwPte’+ @ Fop
+ Ayl — +u V1+z l]
u / ,) _‘_
VA +wP+ o2+ f,) | )
]/(1 o FhutL e bl
1 + 22 s
Al = hyy — hyy = Edy — — & =g —— (14 v) +
V( L oP+u? + @ +wp

Ll ‘ (L+o) V142 —1‘.
l/1+ P+ul+ (z +w)?

5. Elméleti és gyakorlati megjegyzések

Az iménti alapegyenletek néhany olyan kérdés targyaldsara is alkalma-
sak, amelyekre eddig nem tértiink ki, de a gyakorlatban Tontosak.

gy példaul a tervezéskor nem egy, de tobbféle tizemi allapot vizsgalata
sziikséges. Ezek soran a 3.2 pont alkalmazasa nem kivan tjabb meggondolast
hiszen ott az iizemi teherre nézve nem szerepelt kiilonleges kikotés. A 4. pont
egyenleteit viszont gy kell értelmezni, hogy r; és p; egy tervezési alapallapot-
hoz (pl. p; = p,) r;és p, pedig a tobbi, ezen kiviil vizsgdlt (nem sziikségképpen
feszitéskori) allapotokhoz tartozik.

E tervezési alapallapotban a hald alaprajza ortogonalis, de a kotélfeliilet
nem okvetleniil hiperbolikus paraboloid. Ha ugyanis Aq; és &,; nem allando,
de egyvaltozés fliiggvény, akkor minden olyan feliiletalakot meg lehet valésitani,
amelyet a (33) Poisson-tipusu dlffelenmalegvenletnek miiszakilag hasznalhaté
peremfeltételt kielégité megoldasai jellemeznek.

Rogzitve szerelt kotéltetGknél természetes kivanalom, hogy a kotéltets
alakja a p, allando6 teher hatasara valjék ,szabédlyossa’, minthogy a szerkezet
hasznalata folyaman altaliban ennek a tehernek az elGfordulasi esélye a leg-
nagyobb.

Csasztatva szerelt kotéltetGknél e szempont matematikailag kielégithe-
tetlen, ezért elégsziink meg azzal, hogy a feszitéskori alakot valasztjuk hiper-
bolikus paraboloidnak.

A két szerelési médszer kiviteli szempontbol nagyjabol egyenlé munka-
igény, bar a cstisztaté szerelésnél a halé csomépontjainak osszejelolése elmarad.
Szamitasi szempontbol viszont éppen ez a modszer nehézkesebb.

A dolgozatban targyalt alaposszefiiggések minden geometriai elhanya-
golastol mentesek, ezért a 4.2 pont egyenletei specidlis esetként tartalmazzak
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a kotéltetdk kontinuum-elméletére vonatkozé irodalom valamennyi ismert
osszefliggését ([1], [2], [4], [5], [7])-

Az alapegyenletek megoldasira ez ideig még a specialis esetek nagy részé-
ben sem alakult ki teljesen megnyugtaté numerikus modszer.

A leghaladottabb, gyakorlatban bevalt eljaras a rogzitve szerelt kotélteto
szamitdsara vonatkozik és olyan feltevés alapjan forrott ki, hogy az egyensilyi
Osszefiiggést nem befolyédsolja a hald torzulasa. }ugylde]uleg mod van e fel-
tevés helyességének utolagos ellendrzésére is [6]. A tobbi szerzé a feladatot
az alapegyenletek kiilonboz6 tagjainak elhanyagolisaval egyszer(siti. Az egy-
szer(sitett alapegyenletek megoldasara [5] tartalmaz elényos gyakorlati mod-
szert.

*

A Szerzé végiil megkoszoni dr. Sods Gyulinak, a szegedi Jézsef Attila

Tudomanyegyetem Bolyai Intézete professzoranak értékes tandcsait.
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