DR. BERES ELEK
TARTORACSOK SZAMITASA

1. Bevezeltés

A tartoracsok félévszazados irodalma tobbféle tobbé-kevéshé pontos,
kiilonféle formaban kozelité modellek alapjan készitett szamitasi eljarast
ajanl a gyakorlé mérnok részére. Az e targykorben késziilt elsé magyar nyelvii
osszefoglalé mi [1] e médszerek koziil a jelentésebbek jé részét bemutatja.
Megjelenése 6ta tobb mint tiz év telt el és néhany tényezd indokoltta teszi, hogy
a tovabbi kutatds témairdl és az elektronikus digitalis szdmolé automatak
hasznalata révén idGszeriivé valt tjabb szamitasi modszerekrdl széljunk.

Fontosnak tartjuk annak kihangsilyozasat, hogy egyidejiileg kell fog-
lalkozni a legegyszeriibb kozelitéseken alapuld, kézi szamolasra alkalmas elja-
rasoknak a kérdésével, és a lehetd legnagyobb pontossigot nyujté, de csak gép
alkalmazasa esetén hasznéalhaté modszerek kifejlesztésével.

A kézi szamolashoz hasznalhato kozelité modszerek kozott pl. hidtarto-
racsok vizsgilatanal Leonhardt [2] mdédszere, vagy a Guyon —Massonnet [3],
[4] modszer véltozatlan jelentéséggel bir.

A gépi szamolas lehetdségeit szem elGtt tartva a pontos médszerek fej-
lesztése terén hazai viszonylatban [5]jelentett donté fordulatot a fejlédésben.
A javasolt eljaras elGszor csak a merev peremen egyszeriien alatdmasztott
csavarasmentes tartoracs szamitasaval foglalkozott, de szerzije kés6bb a méd-
szert csavarasmentes hidtartéracsokra [6], majd a gerendak csavaro ellendlla-
sat és végkeresztmetszetiik mozgasait is figyelembevevd tartoracs modellekre
[7] is kidolgozta.

Jelen tanulmanyban szerzé a [7]-ben ismertetett eljaras specialis fel-
adatokra torténd kiterjesztése kérdésével foglalkozik. A vizsgalt problémak a
tartéracsok szamitdsara szolgdlé elektronikus szamolégépi programok ETI-
ben foly6é kutatémunkéaja mellett meriiltek fel. E tanulmény azonban céljat
és tartalmdt tekintve eltér az ETI Szamitastechnikai Kozlemények keretében
késziil6 beszamol6tdl, amely a peremen egyszertien alatdmasztott, tovabba a
négy sarkan megtamasztott négyzetes tartéracsok programjaval foglalkozik,
figyelembevéve a gerendak csavard merevségét is.

A tanulmany a méatrixos targyalasmoédot alkalmazza, mint ezt a téma-
kort targyalé tobb Gjabb mi (lasd pl. [8] és [9]) is teszi — nem divatbol. S bar
egyes szerzék targyalasmodja [7]-tel erds formai hasonlésdgot mutat, ez a
hasonlésdg nem vonatkozik a javasolt szamolasi algoritmusra. Ugyanis [7],
[8] és [9] esombpontot terhels erék és mozgiasok kozotti osszefiiggéseket mat-
rixok segitségével, lényegében véve azonos maddon irjik fel. Lényeges kiilonb-
ség van azonban a megoldas tekintetében. A kiilfoldi irodalom a méatrixokat
csak az osszefiiggések felirdsara hasznalja és a nyert egyenletrendszert konven-
cionalis médszerrel oldja meg. Ezzel szemben [7]-ben (és el6zményeiben) a
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matrixegyenleteknek olyan megolddsi moddszere jatszik jelentls szerepet,
amely a targyalt tipusi matrixegyenleteket egyismeretlenes egyenletek rend-
szerére bontja és ezéltal minden més eddig ismert mddszernél elényosebben
alkalmazhaté. Az ismeretlenek nem egy oszlopvektorba, hanem a fizikai modell-
nek megfelel§ téglalap matrixba vannak osszefoglalva. Ez két fontos elénnyel
is jar. El6szor is, az emlitett megoldasi moédszer az egyiitthaté matrixok sajat-
vektorainak és sajatértékeinek ismeretében kevesebb miiveletet igényel, mint
mas moédszerek (ha a métrixok rendszama nagyobb mint harom). Masodszor
pedig az adatok szadmol6gépi tarolasa kevesebb rekeszt igényel, ami kiilono-
sen nagyobb méretii tartéracsok szamitasanal jelentGs tényezs.

Meg kell jegyezni azonban, hogy ez a mddszer elsGsorban specidlis — bar
a gyakorlatban leggyakrabban el6fordulé — tartéracsok esetében alkalmazhaté
elényosen, még ekkor is tobbnyire iteracidval egybeépitve. Ez a tény vilagosan
rémutat arra, hogy a mddszer fSleg elektronikus szamolégépek haszndlata
mellett elényos, amikor a program és az el6készit6 munka csokkentése donts
jelent6ségti.

A moédszer alkalmazhatésdgara vonatkozo legfontosabb kotottséget az
jelenti, hogy a szdmitandé tartéracs halozati rajza csak két parhuzamos egye-
nessereghdl allhat. Megjegyzend6 azonban, hogy még ezen tilmend — azaz
ezt a megkotést is bizonyos mértékig feloldé — altalanositas, illetve tovabbfej-
lesztés is lehetséges, ennek célszerlisége azonban mar vitathaté. Konkrét prog-
ramokkal kapesolatos vizsgalataink elldug ezen beliil is csak az egy-egy irany-
ban egyenld osztaskozii, derékszogli négyszog alaprajza (vagy azza klegesnt-
hetd) tartéracsokra szoritkoztak.

Jelenleg az a vélemény, hogy az egyenld osztaskozli és merdGleges haldzati
rajzi tartéracsok szamitdsat a [7]alapjan tovabbfejlesztett, illetve konkretizalt
moédszerek alapjan célszerti elvégezni, mig az ennel altalanosabb esetekben
mas, pl. az ELLIOTT 803 B elektronikus szamolégép tartérics szamitasara
szolgdlé programja hasznalhato.

2. A javasolt midszerek alapjanak rovid ismertetése

A derékszogti, allandé merevségli gerendakbol allé sikbeli tartoracsok
egyenletét [7] a kovetkez6 alakban adja meg!?

12 87, o 128, v~ , 6EJ 6 1.

B CW — wC,+ —= D*(D + —2 'PD* (1)
a? b3 ’ a?
9 1 (V .
TMX+6EJ"DW— 2EJ *chu GJy oC, = 0 (2)
a b
I . ~ G
Tl AR Sl g g (3)
b? b ! a
ahol
w a csomépontok lehajlasat,
] a csomépontok y tengely koriili elfordulasat,
' 4 a csomépontok z tengely koriili elfordulasat megadd métrixok.

1[7] 4. fejezet (4.7) — (4.9) képletei.
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rugalmassigi modulus,

nyirasi rugalmassigi modulus,

az « tengellyel parhuzamos gerenddk keresztmetszetének inercia-

nyomatéka,

az y tengellyel parhuzamos gerendik keresztmetszetének inercia-

nyomatéka,

az x tengellyel parhuzamos gerendék keresztmetszetének csavaro

inercianyomatéka,

az y tengellyel parhuzamos gerenddk keresztmetszetének csavard

inercianyomatéka,

@ az x tengellyel parhuzamos gerendak osztaskoze,

b az y tengellyel parhuzamos gerendak osztaskoze,

C,, D, K konstans matrixok, melyeknek rendszama az y tengellyel parhuza-
mos gerendak szaméaval egyenld.

Cy, D, K, konstans méatrixok rendszdma pedig az a tengellyel parhuzamos

gerendak szaméaval egyenld.

Qe

=

T U S

A C, D, K matrixok bal felsé és jobb als6 sarokelemei a tartéracs megta-
masztasa szerint valtoznak (a > jel erre utal).

Elméleti vizsgalat szempontjabol a két alapeset (a pereme mentén egy-
szerfien alatdmasztott, illetve a pereme mentén befogott) azonos értékii, szami-
tastechnikai szempontbdl azonban a peremmenti megtamasztas elényosebb.
Ekkor ugyanis a javasolt megoldasi mddszer alapjat jelenté matrix sajatér-
kek és sajatvektorok egyszerfien, a szadmologép szabta legnagyobb pontossig-
gal, adott trigonometrikus képletek alapjan szamithatok. Ezért szerzé tuda-
tosan torekedett arra, hogy a kiilonb6z6 megtamasztasa tartéracsok szamitasi
modelljét a peremmenti megtamasztis modelljébdl szarmaztassa. Ezaltal
sikeriilt a matrixok sajatértékeinek és sajatvektorainak bonyolult szamitasat
elkeriilni.

T, métrix a terhelést és a perempontok esetleges mozgasat foglalja magaban.

Ty, és Ty, matrixban szerepel a nem csomépontban miikods teher hatdsa
és a perempontok mozgasabdl a szomszédos csomépontra haté nyomaték.

Pereme mentén egyszeriien aldtamasztott tartérdcs egyenletrendszerét
a kovetkez$ alakban irhatjuk fel:

6 BJ, 6 B
—EAW 4+ 220 WA, =Q (4)
a’ = )3
4 a 8 s a GJ
BN - e e B e B 5
{QEJX e 2b EJ, '“} o)
b §om b B -
- LN D, = e = G 6
{2EJy L R i, &




A (4)—(7) egyenletrendszer csak kivételesen (pl. a pereme mentén egyszeriien
alatamasztott, csavariasmentes tartoracs esetén) oldhaté meg kozvetleniil.
Altaldban a kovetkezd iterdcios elJarast javasoljuk. Legyen W® @) k),
T, T, T és Q¥ a szdmitds soran nyert k-adik kozelités, akkor a kovet-
kezo ]av1t0tt métrixokat az alabbi médon szamitjuk:

—>WED = U M A (V. QW U}V, 2

Gkt — ﬁ;l{ T(k) + D W(k+1) (IGer (I)(") C }

2EJ, 2b8J

b 3 A bGJ
WD = ) - TR *W“"H)D, e ey C Y (k) K 1
{2bJ My g Y 2akJ,

TE+D TEED s THSY szamitdsa a feladat jellegétsl és az L
w alkalmazott modelltdl fiigg
Ennek targyalasara visszatériink.

3467

a

|8 ﬁQ(}H—l) :T;Dk-rl) + f); ﬁ;] {3 T%;l) Ty @+ ¢ } 2
a

3G

ab

3 £ i faitr /\x
+ {bmy” o ww} 1D}

Indulaskor Q© =P,  @© = és PO = 0

3. Pontonkénti aldatamasztas

Pontonkénti megtamasztas tisztan is, de egy, esetleg tobb perem mentén
torténé aldtamasztassal vagy befogassal egyiitt is elGfordulhat. Az elv més
tipusok alapjaként is felhasznalhato.

Alland6 merevségli gerendakbdl allo, derékszogli négyszog alaprajzi
tartoracs szamitdsa esetén az adott merevségii és osztaskoz hosszusdgu szaka-
szokkal kiegészitett és képzelt peremre egyszerfien tdmasztott modellt alkal-
mazhatjuk (1.4bra), amikor is a fiktiv perem pontjainak magassigat ugy hata-
rozzuk meg, hogy a kiegészitésként felvett szakaszokban sem nyomaték, sem
pedig nyirder6 ne keletkezzék. Mar most megjegyezziik azonban, hogy a val-
tozé merevségii tartoracsként valé kezelés ugyanigy vezet eredményre, s6t az
utébbi médon akkor is eljarhatunk, ha a gerenddk nem adnak derékszogii négy-
szoget teljesen kitolté halézatot, de a racs képzelt rudakkal ilyenre kiegészit-
het6 (2. abra).

Nem egy egyenesbe es6 harom ponton torténé megtdmasztas esetén a
reakcidk ismertek.® A képzelt rudakkal kiegészitett, pereme mentén tamasz-

* Léasd [7] 2. fejezetében.
% Megfeleld szimmetria esetén négy vagy tobb reakciders is kozvetleniil szdmit-
hato.

246



0 1 2 n e

1
2
m
m#1 J
1. abra
2. dbra

tott tartéracsot a kiilsé terhelésbdl és a reakcidokbdl 4llo, egyensulyban levé
erbrendszer (P) tAmadja. Peremmenti egyszer(i alatdmasztis esetén, ha a ter-
hek a ecsomépontokon hatnak, akkor

3EJ, 3EJ
Tp =P 4 - ):"’L (W.\‘l o Wxn) 3 (L:;;x (le = me) (8)
3EJ,
TM.\’ S -(l?;\ (Wl_\' 2 Wm.\') (9)
3HEJ,
TMy — 1","} (W_\'l —W .\'n) ’ (10)
2
ahol
W az y tengellyel parhuzamos, () indexszel jelolhetd perempontok fiiggs-
leges elmozduldasanak a mdtrixa.
W az y tengellyel parhuzamos, n 4 1 indexszel jelolhet6 perempontok

P

mozgasit megadd matrix.

Hasonléan értelmezends W, és W,

Indulésndl W, = W, =06 W, =W, = 0. Azt a feltételt pedig,
hogy a kiegészitésk ént felvett szakaszokban ne ébredjen nyomaték, az iteraciéba
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beépitett korrekcidkkal lehet kielégiteni. Ennek megfelelGen pl. W) matrixot a
kovetkezSképpen vessziik fel:

Wi = e, (W — a g{t)* (11)
ahol

wi) a Wh o® pedig @*) matrix elss sora.
W, WE, W és WK meghatdrozésa utdn I-ben
T{, T, és TH), matrixokat (8)—(10) alapjén szdmitjuk.

Miutan W, @ és ¥ matrixokat kell§ pontossaggal meghataroztuk, kisza-
mitjuk a nyomatékok és nyirderck értékét.

A lehajlasi értékek W matrixaban a tamasztasi pontok lehajldsa sem
lesz zérus, ami az alkalmazott modell jellegébdl kivetkezik. Annak érdekében,
hogy a lehajlasok értékét a tamasztasi pontokon atfektetett siktél mérhessiik,
megfeleld korrekeciét hajtunk végre. Legyen a hiarom tamaszpont 4, B, és C,
ezek szdmitott lehajldsa w, , wy és w,. Ez a hirom pont meghatiroz egy
sikot, melynek felirjuk az egyenletét w = f(z, y) alakban. A val6di lehajlé-
sokat most mar gy kapjuk, hogy a szamitott W matrix minden elemébdl
levonjuk a w = f(z, y) figgvény megfelels értékét.

Ha a tartéracs m ponton van tamasztva (m > 3), akkor kivalasztunk
harom nem egy egyenesbe esé pontot és e harom tdmasz megtartisa mellett
szamitjuk a terhelés okozta lehajlasokat és nyomatékokat. Ezt kovetGen keres-
siik azt az m-3 tdmaszerdt, melynek hatdsara minden tamaszpont lehajlasa
zérus lesz.

Az m-3 tamasznak megfelels csomoépontok lehajlasat foglaljuk a b
matrixba, amikor is az az adott terhelés és a kivalasztott harom tamasz mellett
jott létre. Bzt kovetSen az 1,2, ... m-3 tdmasznak megfelel§ csomépontokon
kiillon mikodtessiink egységnyi nagysagu er6t. Az i-edik tdmasznak megfeleld
egységerd hatdsara keletkezd lehajlasokat (m-3 pont lehajlasarél van sz6)
foglaljuk az f; matrixba, majd ezekbdl képezziik az F matrixot a kovetkezd-
képpen:

B=[ff5: .1 3]

Az ismeretlen tdmaszeréket az x = [X; X,... X,,,]
matrixba foglalva, azok a kovetkezd matrix egyenlethdl szamolhatok:
Fx+b=0

Ezek ismeretében a harom kivdlasztott tdmasz reakcidja, a tartéracs csomo-
pontjainak a lehajlisa, illetve az egyes gerendédkban ébred6 nyomatékok és
nyiréer6k konnyen szamithaték.

A szamitas talnyomoé részét az F és b matrixok meghatarozasa képezi.

Ez a modellként felvett tartérdcsnak m-2-szeri — azonos program alapjan
torténé — végigszamolasat jelenti. Az egyetlen valtozas a teherben jelent-
kezik.

4. Valtozé merevségit gerenddk

A tartéracs halézatara tett megkotések fenntartdsa mellett, a gerenddk
alland6 merevségére vonatkozo kotottség feloldhaté anélkiil, hogy a réacs szé-
mitdsdra készitett programon lényeges valtoztatast kellene eszkozolni. A szé-
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mitést valtozatlanul a (4)—(7) képletek, illetve az I. szamitdsi séma alapjan
végezziik. Megadjuk azokat az KJ,, EJ,, GJ,, és GJ, merevségeket, melyek-
kel a szdmolas soran, mint dllando értékekkel dolgozunk és megadjuk az egyes
rudszakaszok ettdl vald eltérését. Az eltérések hatésit a T,, Ty, Ty, mét-
rixokban vessziik figyelembe. '

A csomoépontok egyensulyi egyenleteiben a merevségi értékeket megno-
veljitk (vagy lecsokkentjiik) az alapértékekre, hogy a (4)—(7) egyenletek val-
tozatlan alaktak maradjanak, majd az igy bevitt valtoztatast ellenkezd eld-
jellel is vessziik, amit a kiilonboz6 egyensilyi egyenletekben 7', T, . illetve
Ty értékeivel vonunk ossze. A megoldasban tehdt egyediil T,, Ty , Ty,
szamitasa valtozik.

A hatdsok azonban, melyeket korrekcioként a T,, T,y és Ty métrix-
okba bevisziink, nemcsak a rudak merevségétsl, hanem W, @ és ¥ matrixok-
tol is figgnek. Ezek helyett szamitott kozelitd értékeiket vessziik.

Vizsgaljuk meg példaul az azonos merevségili gerendakbdl all, négy
sarokpontjan tamasztott négyzetes tartoracsot. Tételezziik fel, hogy az erdk
egyenlé nagyok és a csomdpontokon tamadnak. Ilyen feltétel mellett a
tamaszerdk ismertek és azokat mint aktiv eréket vessziik szamitasba. Egészit-
siik ki ezt a tartéracsot a teljes keriiletén az osztaskozével egyenld hosszasigu
és zérus merevségli szakaszokkal, amelyek a terheletlen tartordcs sikjaban levé
képzelt peremre tamaszkodnak. Mivel ekkor ¥ = @* a métrix-egyenletek szdma
csokken és a szimmetria miatt elegendd, ha a tartéracsnak csak a negyedét

n+1
2

vonjuk be a szamitasba, amikor » = [ -ed rendli ([X] az » szam egész

részét jelenti, n pedig a parhuzamos gerendak szama) kvadratikus matrixok-
kal dolgozhatunk. Az iteraciéval megoldandé egyenletrendszer:

a3 1
AW 4+ WA* = P+ —(E—3FK! —ag)*
e 6B +2( ) e, (wy @1)* +
1 aGJ
— [(E — 3FK! —a@)*¥|* —E IFK1[®G — 4
+ e, (w, — agy)*] m,{ [®G — g, &) +
+ [FK— (@G — g, e?)]*}
3 3 QJ
®=—K1DW - —K! —a@)*——K1(dG — ¢, e7),
% %0 e, (w, #1) 2 B ( ¥ 1)

ahol A =2C— 3FK~1D, a szerepl6 métrixok pedig:
C=C,—0,75e, e —e,en_,
D=D,—0,5e,ef +e,e;_,
F=—D,—0,5e e +e,en_,
G=C,—e, ,e;

K=K,—0,5e,e] —e,e;_,
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E= [613"]; Co=[—- Csj,k~1 g 26j,k = 5j,k+1];
Do:[éj, k_lﬁﬁj’kh]; K,=6E —C,

Teljes egyezésben azzal az iteraciés megoldasban szerepls egyenletrend-
szerrel, melyet akkor nyeriink, ha a tartéracsot a gerendakkal azonos merev-
ségii szakaszokkal egészitjiik ki és a gerendavégek magassagi helyzetét valtoz-
tatjuk (az el6z6 fejezetben ismertetett médon) tgy, hogy a széls6 (valésagban
nem is létez6) szakaszokban ne ébredjen nyomaték.

Az ismertetett két esetben, mint sok mas tartéracs tipusnal is, iterdciot
alkalmazunk. A gépi iteraciébdl torténd kilépést célszerti a kontroll szerepét is
jatszo mivelettel elGirni.

Az I-ben osszefoglalt szamitasok elvégzése utdn megnézziik, hogy az
AW + WA* — Q = R matrix elemei elou‘t(m kicsinyek-e. Amennyiben ezek
mindegyike eleget tesz az eldirt feltételeknek, akkor a szdmitdst befejeznlk
ellenkezd esetben az I-ben foglalt szdmitasokat mindaddig ismételjitk, mig
csak az R matrixra eléirt feltételek nem teljesiilnek. Kz a v izsgalat az eléirt
pontossag biztositasa mellett a szamitassal kapesolatos ellendrzést is magaban
foglalja.
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