
DR. BÉRES ELEK 

t a r t ó r á c s o k s z á m í t á s a 

1. Bevezetés 

A tartórácsok félévszázados irodalma többféle többé-kevésbé pontos, 
különféle formában közelítő modellek a lap ján készített számítási e l járás t 
a j án l a gyakorló mérnök részére. Az e tárgykörben készült első magyar nyelvű 
összefoglaló mű [1] e módszerek közül a jelentősebbek jó részét bemuta t j a . 
Megjelenése óta több mint tíz év tel t el és néhány tényező indokolt tá teszi, hogy 
a további ku ta tás témáiról és az elektronikus digitális számoló au tomaták 
használata révén időszerűvé vált ú j a b b számítási módszerekről szóljunk. 

Fontosnak t a r t j u k annak kihangsúlyozását , hogy egyidejűleg kell fog-
lalkozni a legegyszerűbb közelítéseken alapuló, kézi számolásra alkalmas eljá-
rásoknak a kérdésével, és a lehető legnagyobb pontosságot nyú j tó , de csak gép 
alkalmazása esetén használható módszerek kifejlesztésével. 

A kézi számoláshoz használható közelítő módszerek között pl. h íd tar tó-
rácsok vizsgálatánál Leonhardt [2] módszere, vagy a Guyon Massonnet [3], 
[4] módszer változatlan jelentőséggel bír. 

A gépi számolás lehetőségeit szem előtt t a r tva a pontos módszerek fej-
lesztése terén hazai viszonylatban [5] je lente t t döntő fordulatot a fejlődésben. 
A javasolt eljárás először csak a merev peremen egyszerűen a lá támaszto t t 
csavarásmentes ta r tórács számításával foglalkozott, de szerzője később a mód-
szert csavarásmentes hídtartórácsokra [fi], ma jd a gerendák csavaró ellenállá-
sát és végkeresztmetszetük mozgásait is figyelembevevő tar tórács modellekre 
[7] is kidolgozta. 

Jelen t anu lmányban szerző a [7]-ben ismertetet t el járás speciális fel-
ada tokra tör ténő kiterjesztése kérdésével foglalkozik. A vizsgált problémák a 
tar tórácsok számítására szolgáló elektronikus számológépi programok É T I -
ben folyó k u t a t ó m u n k á j a mellett merültek fel. F t anu lmány azonban cél ját 
és t a r t a lmá t tekin tve eltér az ÉTI Számítástechnikai Közlemények keretében 
készülő beszámolótól, amely a peremen egyszerűen a lá támasztot t , továbbá a 
négy sarkán megtámaszto t t négyzetes tartórácsok programjával foglalkozik, 
figyelembe véve a gerendák csavaró merevségét is. 

A tanu lmány a mátrixos tá rgyalásmódot alkalmazza, mint ezt a téma-
kört tárgyaló több ú j a b b mű (lásd pl. [8] és [9]) is teszi — nem divatból. S bár 
egyes szerzők tárgyalásmódja [7]-tel erős formai hasonlóságot muta t , ez a 
hasonlóság nem vonatkozik a javasolt számolási algoritmusra. Ugyanis [7], 
[8] és [9] csomópontot terhelő erők és mozgások közötti összefüggéseket mát-
rixok segítségével, lényegében véve azonos módon írják fel. Lényeges különb-
ség van azonban a megoldás tekinte tében. A külföldi irodalom a mátr ixokat 
csak az összefüggések felírására használja és a nyert egyenletrendszert konven-
cionális módszerrel o ldja meg. Ézzel szemben [7]-ben (és előzményeiben) a 
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mátrixegyenleteknek olyan megoldási módszere játszik jelentős szerepet, 
amely a tárgyal t t ípusú mátr ixegyenleteket egyismeretlenes egyenletek rend-
szerére bon t ja és ezáltal minden más eddig ismert módszernél előnyösebben 
alkalmazható. Az ismeretlenek nem egy oszlopvektorba, hanem a fizikai modell-
nek megfelelő téglalap mátrixba vannak összefoglalva. Ez két fontos előnnyel 
is jár . Először is, az emlí te t t megoldási módszer az együt tha tó mátrixok sa já t -
vektora inak és sajátér tékeinek ismeretében kevesebb műveletet igényel, min t 
más módszerek (ha a mátrixok rendszáma nagyobb mint három). Másodszor 
pedig az adatok számológépi tárolása kevesebb rekeszt igényel, ami különö-
sen nagyobb méretű tartórácsok számításánál jelentős tényező. 

Meg kell jegyezni azonban, hogy ez a módszer elsősorban speciális — bá r 
a gyakor la tban leggyakrabban előforduló — tartórácsok esetében a lkalmazható 
előnyösen, még ekkor is többnyire i terációval egybeépítve. Ez a tény világosan 
r á m u t a t arra, hogy a módszer főleg elektronikus számológépek használata 
mellet t előnyös, amikor a program és az előkészítő munka csökkentése dön tő 
jelentőségű. 

A módszer alkalmazhatóságára vonatkozó legfontosabb kötöt tséget az 
jelenti, hogy a számítandó tar tórács hálózati ra jza csak két párhuzamos egye-
nesseregből állhat. Megjegyzendő azonban, hogv még ezen túlmenő — azaz 
ezt a megkötést is bizonyos mértékig feloldó — általánosítás, illetve továbbfe j -
lesztés is lehetséges, ennek célszerűsége azonban már v i ta tha tó . Konkré t prog-
ramokkal kapcsolatos vizsgálataink ezideig ezen belül is csak az egy-egy i rány-
ban egyenlő osztásközű, derékszögű négyszög alaprajzú (vagy azzá kiegészít-
hető) tar tórácsokra szorítkoztak. 

Jelenleg az a vélemény, hogy az egyenlő osztásközű és merőleges hálózati 
r a jzú tar tórácsok számítását a [7] a lap ján továbbfej lesztet t , illetve konkret izál t 
módszerek alapján célszerű elvégezni, míg az ennél ál talánosabb esetekben 
más, pl. az E L L I O T T 803 В elektronikus számológép tar tórács számítására 
szolgáló programja használható. 

2. A javasolt módszer eh alapjának rövid ismertetése 

A derékszögű, állandó merevségű gerendákból álló síkbeli tar tórácsok 
egyenletét [7] a következő alakban a d j a meg1 

+ (1) 
p a3 l? - a2 b2 У 

+ (2) 
а2 а Ъ 

T M y + Ä W D , - 2 E Í L 4>Ky - СХЧ> = 0 , (3) 
b2 b a 

ahol 
W a csomópontok lehajlását, 
Ф a csomópontok y tengely körüli elfordulását, 
xl' a csomópontok x tengely körüli elfordulását megadó mátr ixok. 

1 [7] 4. fejezet (4.7) — (4.9) képletei. 
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E rugalmassági modulus, 
G nyírási rugalmassági modulus, 
Jx az X tengellyel párhuzamos gerendák keresztmetszetének inercia-

nyomatéka, 
J y az y tengellyel párhuzamos gerendák keresztmetszetének inercia-

nyomatéka, 
Jcx az X tengellyel párhuzamos gerendák keresztmetszetének csavaró 

inercianyomatéka, 
Jcy az y tengellyel párhuzamos gerendák keresztmetszetének csavaró 

inercianyomatéka, 
a az X tengellyel párhuzamos gerendák osztásköze, 
b az y tengellyel párhuzamos gerendák osztásköze, 
cx , d x , k x , konstans mátr ixok, melyeknek rendszáma az y tengellyel párhuza-

mos gerendák számával egyenlő. 
cv , d Y , k v , konstans mátr ixok rendszáma pedig az x tengellyel párhuzamos 

gerendák számával egyenlő. 

A c, d, к mátr ixok bal felső és jobh alsó sarokelemei a tar tórács megtá-
masztása szerint vál toznak (a ^ jel erre utal). 

Elméleti vizsgálat szempontjából a két alapeset (a pereme mentén egy-
szerűen a lá támasztot t , illetve a pereme mentén befogott) azonos értékű, számí-
tástechnikai szemponthói azonban a peremmenti megtámasztás előnyösebb. 
Ekkor ugyanis a javasolt megoldási módszer alapját jelentő mátrix sa já tér -
kck és sajátvektorok egyszerűen, a számológép szabta legnagyobb pontosság-
gal, ado t t tr igonometrikus képletek a lapján számíthatók. Ezér t szerző tuda -
tosan törekedet t arra , hogy a különböző megtámasztáséi tar tórácsok számítási 
modelljét a peremmenti megtámasztás modelljéből származtassa. Ezáltal 
sikerült a mátrixok sajátértékeinek és sajátvektorainak bonyolul t számítását 
elkerülni. 

t p mátr ix a terhelést és a perempontok esetleges mozgását foglalja magában. 

TM x és T M y mátr ixban szerepel a nem csomópontban működő teher ha tása 
ós a perempontok mozgásából a szomszédos csomópontra h a t ó nyomaték. 

Pereme mentén egyszerűen a lá támasz to t t tar tórács egyenletrendszerét 
a következő alakban í rha t juk fel: 

Q (4) 
a 3

 - b3 

ф = kx
 1 j t m i + í d x w - - - ^ фс } (5) 

1 2 EJx a 2b EJx
 1 

V = I — — T M y + A W D - — g j s k c M k y \ (6) 
2 EJ у У b y 2a EJ у \ y 

ahol 

q = t„ + d* kx
 1 А т м х - фсу! + [ a j _ а c x «p) ky1 d ; 

a ab ) I b ab 
(7 ) 
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A (4)—(7) egyenletrendszer csak kivételesen (pl. a pereme mentén egyszerűen 
a lá t ámasz to t t , csavarásmentes t a r tó rács esetén) oldható meg közvetlenül. 
Ál ta lában a következő iterációs e l járás t javasoljuk. Legyen W 1 ' , Ф(к), 
Т<Й>Х, Щ , TW és QW a számítás során nyer t k-adik közelítés, akkor a követ-
kező javí tot t má t r ixoka t az alábbi módon számít juk: 

,W(ft+D — Ux [ M A (Vx Q(k> U y ) | Vy 

3 
ф(*+р = k - i , 

2 EJ, 
•Ш D W ^ + d -

<//(fc + l) 
2 EJ, 

T % + - W ( k + 1 ) D y 

2 bEJ 

bGJ, 
2 aEJ,, 

С, P K A 

T ( / + 1 ) , Tft+b és Tfö+b s z á m í t á s a a fe lada t je l legétő l és az 
a l k a l m a z o t t modell től f ü g g . 
E n n e k t á rgya lásá ra v i s sza t é rünk . 

Q(fc+i) _ T<k+1> -f- D* K j 3 fOí+i) 
A MY 

3 GJ 

3 
+í . 1My TÖf+l) 

A M\r 

a 

3 GJ, 

ab 
Í Ú O C + b Cv + 

b ab 

Induláskor Q(o) = P, Ф(о> = 0 

• с ^ + щ щ ъ ; 

es xp( о) = о 

3. Pontonkénti alátámasztás 

Pontonként i megtámasz tás t i sz tán is, de egy, esetleg t ö b b perem mentén 
t ö r t é n ő a lá támasztással vagy befogással együt t is e lőfordulhat . Az elv más 
t ípusok a lap jaként is felhasználható. 

Állandó merevségű gerendákból álló, derékszögű négyszög a lapra jzú 
t a r tó rács számítása esetén az ado t t merevségű és osztásköz hosszúságú szaka-
szokkal kiegészített és képzelt peremre egyszerűen t á m a s z t o t t modellt alkal-
mazha t j uk ( l . áb ra ) , amikor is a f ik t ív perem pont ja inak magasságát úgy ha tá-
rozzuk meg, hogy a kiegészítésként felvet t szakaszokban sem nyomaték, sem 
pedig nyíróerő ne keletkezzék. Már most megjegyezzük azonban, hogy a vál-
t o z ó merevségű t a r tó rácskén t való kezelés ugyanígy vezet eredményre, sőt az 
u t ó b b i módon akkor is e l j á rha tunk , ha a gerendák nem a d n a k derékszögű négy-
szöget teljesen ki töl tő hálózatot , de a rács képzelt r udakka l ilyenre kiegészít-
h e t ő (2. ábra). 

Nem egy egyenesbe eső három ponton tör ténő megtámasz tás esetén a 
reakciók ismertek.3 A képzelt rudakka l kiegészített, pereme mentén támasz-

2 Lásd [7] 2. fejezetében. 
3 Megfelelő szimmetria esetén négy vagy több reakcióerő is közvetlenül számít-

ha tó . 
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2. ábra 

t o t t tar tórácsot a külső terhelésből és a reakciókból álló, egyensúlyban levő 
erőrendszer (P) t á m a d j a . Peremmenti egyszerű a lá támasztás esetén, ha a ter -
hek a csomópontokon hatnak, akkor 

Tp = P + Ä ( W X I + W x n ) + ^ Í L ( W l v + W m y ) ( 8 ) 
0'> a? 

T M x = - ^ ( W l y W m y ) (9) 

( W x i - W x J . ( 1 0 ) 
b1 

ahol 

W x l az y tengellyel párhuzamos, 0 indexszel jelölhető perempontok függő-
leges elmozdulásának a mátr ixa. 

Wxn az y tengellyel párhuzamos, « + 1 indexszel jelölhető perempontok 
mozgását megadó mátrix. 
Hasonlóan ér te lmezendő W l v és Wm y . 
Indulásnál WX1 = Wxn = 0 és W l y = W m y = 0. Azt a feltételt pedig, 

hogy a kiegészítésként felvett szakaszokban ne ébredjen nyomaték, az iterációba 
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beép í te t t korrekciókkal lehet kielégíteni. Ennek megfelelően pl. WjJ? mátr ixot a 
következőképpen vesszük fel: 

W#> = eL (w[k> — a <p</Y (11) 

ahol 

w^ó a W(/í), ipW pedig mátrix első sora. 
w « - w i y és W « meghatározása u t á n I-ben 

Tpfc), és mát r ixokat (8) —(10) a l ap j án számítjuk. 
Miután W, Ф és T mátr ixokat kellő pontossággal meghatároztuk, kiszá-

m í t j u k a nyomatékok és nyíróerők é r téké t . 
A lehajlási ér tékek W mát r ixában a támasztási pon tok lehajlása sem 

lesz zérus, ami az a lkalmazot t modell jellegéből következik. Annak érdekében, 
hogy a lehajlások értókét a támasztási pontokon á t fek te te t t síktól mérhessük, 
megfelelő korrekciót ha j t unk végre. Legyen a három támaszpont A, B, és С, 
ezek számítot t lehajlása wA , wB és wc. Ez a három pon t meghatároz egy 
síkot , melynek felír juk az egyenletét w = / (x, y) a lakban. A valódi lehajlá-
soka t most már úgy kapjuk, hogy a számítot t W mát r ix minden eleméből 
levonjuk a w = f(x, y) függvény megfelelő értékét. 

Ha a ta r tórács m ponton van t ámasz tva (m > 3), akkor kiválasztunk 
há rom nem egy egyenesbe eső pon to t és e három támasz megtar tása mellett 
s zámí t juk a terhelés okozta lehajlásokat és nyomatékokat . Ezt követően keres-
sük az t az m-3 támaszerőt , melynek ha tására minden támaszpont lehajlása 
zérus lesz. 

Az m-3 támasznak megfelelő csomópontok lehaj lását foglaljuk a b 
má t r ixba , amikor is az az adot t terhelés és a kiválasztott három támasz mellett 
j ö t t létre. Ez t követően az 1, 2, . . . m-3 támasznak megfelelő csomópontokon 
külön működtessünk egységnyi nagyságú erőt. Az г-edik támasznak megfelelő 
egységerő hatására keletkező lehaj lásokat (m-3 pont lehajlásáról van szó) 
foglal juk az f, mát r ixba , majd ezekből képezzük az F mát r ixot a következő-
képpen : 

F = [ f 1 L . . . f m . 3 ] 

Az ismeretlen támaszerőket az x = [Alj X 2 . . . Xm_3] 

má t r ixba foglalva, azok a következő má t r ix egyenletből számolhatók: 

F x + 1» = 0 
Ezek ismeretében a három kiválasztot t támasz reakciója, a tar tórács csomó-
pon t j a inak a lehajlása, illetve az egyes gerendákban ébredő nyomatékok és 
nyíróerők könnyen számíthatók. 

A számítás tú lnyomó részét az F és b mátrixok meghatározása képezi. 
Ez a modellként fe lvet t tar tórácsnak m-2-szeri — azonos program a lap ján 
tö r t énő — végigszámolását jelenti. Az egyetlen változás a teherben jelent-
kezik. 

4. Változó merevségű gerendák 

A tartórács hálózatára te t t megkötések fenntar tása mellett, a gerendák 
ál landó merevségére vonatkozó kötöt tség feloldható anélkül, hogy a rács szá-
mí tásá ra készített programon lényeges vál tozta tás t kellene eszközölni. A szá-
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mítás t vál tozat lanul a (4)—(7) képletek, illetve az I . számí tás i séma a l a p j á n 
végezzük. Megadjuk azoka t az EJx, EJy,GJcx,ésGJcy merevségeket , melyek-
kel a számolás során, min t állandó ér tékekkei dolgozunk és megad juk az egyes 
rúdszakaszok ettó'l való eltérését. Az eltérések h a t á s á t a T ;), TM x , T M v m á t -
r ixokban vesszük f igyelembe. 

A csomópontok egyensúlyi egyenleteiben a merevségi ér tékeket megnö-
veljük (vagy lecsökkent jük) az a lapér tékekre , hogy a (4) —(7) egyenletek vál-
toza t lan a lakúak m a r a d j a n a k , m a j d az így bevi t t v á l t o z t a t á s t ellenkező elő-
jellel is vesszük, a m i t a különböző egyensúlyi egyenletekben T p , T M x , i l letve 
TMy értékeivel vonunk össze. A megoldásban t e h á t egyedül Tp , T M x , T M v 
számítása változik. 

A hatások azonban , melyeket korrekcióként a T p , T M y és T M x má t r ix -
okba beviszünk, nemcsak a rudak merevségétől, h a n e m W, ф és 4* mát r ixok-
tól is függnek. Ezek helyet t számí to t t közelítő ér tékeiket vesszük. 

Vizsgáljuk meg például az azonos merevségű gerendákból álló, négy 
sa rokpon t j án t á m a s z t o t t négyzetes ta r tó rácso t . Tételezzük fel, hogy az erők 
egyenlő nagyok és a csomópontokon t á m a d n a k . I lyen fel tétel mellet t a 
támaszerők ismertek és azokat min t a k t í v erőket vesszük számí tásba . Egészí t-
sük ki ezt a t a r tó rácso t a teljes kerüle tén az osztásközével egyenlő hosszúságú 
és zérus merevségű szakaszokkal, amelyek a terhelet len t a r t ó r ác s s ík jában levő 
képzelt peremre t ámaszkodnak . Mivel ekkor 4 ' = Ф* a mátr ix-egyenle tek száma 
csökken és a sz immetr ia mia t t elegendő, ha a t a r t ó r ác snak csak a negyedé t 

n + I 
von juk be a számításba , amikor v = •ed rendű ( [ A ] az x szám egész 

2 
részét jelenti, n pedig a párhuzamos gerendák száma) k v a d r a t i k u s mát r ixok-
kal dolgozhatunk. Az iterációval megoldandó egyenletrendszer : 

A ¥ + W A * = — — P + — (E - 3 F K r 1 ) e. (w, - aw,)* + 
QEJ 2 

+ 1 [(E - 3 F K - 1 ) e, К - а ? , ) * ] * \ F K - i [ Ф С _ ^ e*) + 
2 2 MjJ I 

+ [ F K - 3 (ФС <p1 e ] ) ]* j 

3 3 СИ 
Ф = — К - 1 D W - - — К " 1 e . (w, —ачрЛ* К - 1 (ФС - V l е [ ) , 

а 2а 2 EJ 

aho l А = 2С — 3 F K ~ 3 D , a szereplő m á t r i x o k ped ig : 

С = C0 — 0 , 7 5 e t e* — eve'n_v 

D = D„ — 0 , 5 e t e í + e v e * _ v  

F = — D 0 — 0 , 5 e4 e î + e „ e * _ v 

G = Cn e n _ „ e* 

K = : K 0 - 0 , 5 e 1 e î - e „ e * _ v 
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és 

E = iôj, к1 ; c.> = [ - ô J , k-i + 2 d j , к - ôj, fc+J ; 

d 0 = t dj, k - i — ô j , fc+il ; к 0 — 6 e — c 0 . 

Teljes egyezésben azzal az iterációs megoldásban szereplő egyenletrend-
szerrel, melyet akkor nyerünk, ha a ta r tórácsot a gerendákkal azonos merev-
ségű szakaszokkal egészí t jük ki és a gerendavégek magassági helyzetét változ-
t a t j u k (az előző fejezetben ismertete t t módon) úgy, hogy a szélső (valóságban 
n e m is létező) szakaszokban ne ébredjen nyomaték. 

Az ismertetet t ké t esetben, mint sok más tar tórács t ípusnál is, iterációt 
a lkalmazunk. A gépi iterációból tör ténő kilépést célszerű a kontroll szerepét is 
j á t szó művelettel előírni. 

Az I-ben összefoglalt számítások elvégzése u tán megnézzük, hogy az 
A W 4- WA* Q = R mátr ix elemei előírtan kicsinvek-e. Amennyiben ezek 
mindegyike eleget tesz az előírt feltételeknek, akkor a számítás t befejezzük, 
ellenkező esetben az I-ben foglalt számításokat mindaddig ismételjük, míg 
csak az R mátr ixra előírt feltételek nem teljesülnek. Ez a vizsgálat az előírt 
pontosság biztosítása mellett a számítással kapcsolatos ellenőrzést is magában 
fogla l ja . 
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