ELIAS EGON

A GATOLT KUSZAS SZAMITASA

Bevezetés

A jelen tanulmany célja egy 0 szamitastechnikai modszer bemutatéasa.
A moédszer matematikai alapjai és az alapok elektrotechnikai alkalmazasai a
szazadforduld tajan valtak O. Heaviside révén ismertté. Az operator szamitas
ma mar egyrészt tobb, egymastol kiilonbozé kiindulasi alapja ellenére rendel-
kezik azzal a matematikai szigorral, hogy eredményei vitathatatlanok legye-
nek, masrészt a korszer(i hiraddstechnikaban, elektronikdban, szabalyozasel-
méletben nélkiilozhetetlen segédeszkozzé valt. Az elektrotechnikan kiviili
alkalmazisai mindezideig hattérben maradtak. Targyaltik segitségével a
rugalmas rezgéseket is, s6t a tarték statikdjaban is voltak kezdeményezések,
de itt a jelentdsége mas, a feladatok természetéhez jobban simulé mddszerek
mellett elhalvanyult.

Feltevéselk

A beton lasst alakvaltozasanak nevezik azt a fizikai jelenséget, hogy a
beton alakvaltozasa, allandd teher hatasara, id6ben valtozik. Az alakvaltozas
egy része azonnal, a terhelés fellépésekor el6all, azonban a betontest ekkor még
nem jon nyugalomba, hanem az alakvaltozias monoton csokkend iranyzattal
tovabb novekszik és ha a terhelés felléptétl szamitott id6 a végtelenhez tart,
az alakvaltozas egy végértéket kozelit meg.

A lassu alakvaltozas kifejezés mellett az idegenbdl atvett, de rovid-
sége és egyértelmiisége miatt a hazai irodalomban is elterjedt , kuaszas™ kifeje-
zést is hasznalni fogjuk.

A lassu alakvaltozas rheoldgiai targyaldsat mellzve — elég a kiterjedt
és magyar kutatdsokra is tamaszkodo szakirodalomra utalni — azokat az alta-
lanosan is hasznalt feltevéseket soroljuk fel, melyekre a tovabbiakban tamasz-
kodni kivanunk.

1. A beton homogén és izotrép.

2. Csak egytengely(i fesziiltségi allapot 1ép fel.

3. A Hooke-torvény mind a rugalmas, mind a lassi alakvaltozasokra
korlatlanul érvényes.

4. A beton rugalmassigi modulusa sem a fesziiltségtdl, sem az id6tdl
nem fiigg.

A 3. feltevés azt mondja ki, hogy a teher hatasara azonnal felléps rugal-
mas alakvéltozas aranyos a terheléssel és a lasst alakvaltozas egy bizonyos
kotott idépontban szintén ardanyos a terheléssel és igy a rugalmas alakvaltozas-
sal is. A lassu és a rugalmas alakvdltozas kozotti ardanyossigi tényezd fiigg a
teher fellépése 6ta eltelt idGt6l és ugyanazon beton esetében a végértéke, azaz
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a végtelen hosszi ideig haté teher hatasira bekovetkezd lasst és rugalmas
alakvaltozas aranya, fiigg a beton megszilarduldsa és terhelése kozott eltelt
id6tol.
Egvenletben kifejezve:
8 =& f) (1)

A ¢(t) in. kuszasi figgvény alakjat Withney és Dischinger nyomén
szokds ¢(t) = ¢,, (1—e ) alakban felvenni. A ¢, és a ¢ értéke kisérletileg
allapithaté meg. Szabélyzataink a beton mingsége, kora és kornyezetének ned-
vesség tartalma szerint irjik el ¢,, értékét, ha az nincs kisérletileg megéalla-
pitva. A ¢ értéket a szabalyzat szerkeszt6i 160 nap~ -ban vették fel, kozel
ugyanezt az értéket szolgaltatjak az EpitSipari és Kozlekedési Miiszaki Egye-
temen végzett kisérletek is (1).

A kuszasi fiiggvény alakjara més javaslatok is vannak (2), (3). Jelen
tanulmdnyunk 4ltaldban barmely analitikusan adott vagy empirikusan meg-
hatarozott kuszasi fiiggvény alkalmazisat lehetévé teszi.

A lkuszds alapegyenleter

A kiszds alapegyenletébe rugalmassigi osszefiiggést helyettesitve kap-
juk a teljes alakvaltozast:

o) =& +a=—[1+ 9] (2)

Kz az osszefiiggés az allandé nagysdgu fesziiltség és a valtozé alakval-
tozas kozott all fenn. Az osszefiiggésben a fesziiltség és az alakvéltozas szerepe
nem cserélhetd fel. Azaz pl. dllandé alakvaltozas hatdsara keletkezd fesziilt-
ségre:

Ee
G(”)#m (3)

A 2. jelii osszefiiggést ugy is felfoghatjuk, hogy a lasst alakvaltozdst egy
modositott, igynevezett idedlis rugalmassigi modulussal szdmolhatjuk, amely-
nek értéke az id6t6l fiiggben:

E

T1te0

Ha a lassd alakvaltozast semmi nem géatolja és a teher dllandé marad,
ez a felfogas helyes eredményt szolgdltat. A szerkezetek tilnyomé részében
azonban az alakvaltozast mas szerkezeti részek, a betonban elhelyezett acél-
betétek, a betonnal ésszekapesolt acéltartok, feszit6kabelek stb. akadilyozzdk.
Ebben az esetben a 3. jeli képlet értelmében az idedlis rugalmassagi modulus
hibas eredményt szolgéltat.

Az idedlis rugalmassdgi modulust hasznalé médszer, nyilvanvaléan hibas
volta ellenére, dltalanosan hasznalt és ezt a koriilményt részben konnyfi kezel-
hetdsége, részben viszonylag j6 kozelitd volta igazolja. Kozelitése csak viszony-
lagosan mondhaté jénak, mert bizonyos esetekben, pl. a stabilitds-vesztés ese-
tében mindségileg is téves kovetkeztetésekre vezet.

Ha a fesziiltség megvaltozasat is tekintetbe akarjuk venni, akkor vissza
kell nyulnunk a 2. jelii egyenlethez.

B () (4)
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Az els6 teher fellépésének ideje, ¢, idGpont 6ta hasson egy o allandé
fesziiltség a betontestre. A kuszasi fiiggvényt a ¢, id6pontra, mint kezdd idére
vonatkoztatva, jelolje a ¢ = ¢(7).

A teljes alakvaltozas ekkor ¢, idépontban

et) = '2,‘[1 + o (t1)]'

Ebben a ¢, idépontban lépjen fel egy tGjabb 4 o fesziiltség és vizsgaljuk a
teljes alakvaltozast a ¢, idGpontban.

Ao
B [1 + @ (t) + ¢t)]

£(ty) = %[1 + @ ()] +

A teljes alakvaltozas novekménye e a ¢, és ¢, id6pontok kozott

Ao
E

mzqm—um=§erwwm+ 14 ¢ (t) — 9 &)

a @(t) novekvényét Ap-vel jelolve
o

Ae =
E

A¢+% + do Ay

ha Ap — 0 és Ao — 0 akkor a hatardtmenet elvégezhet§ és a lassa
alakvaltozas differencidlegyenletét nyerjiik:

de 1 do

—=~P+— (5)
de E de

Az alapvets differencidlegyenlet integrdljai

Az 5. jelii differencidlegyenletet kiilonbozd feltételek mellett lehet integ-
rélni. Allandé fesziiltség mellett

do

d—(pZO; =0 &=

o

E

és integralként megkapjuk a 2. jell egyenletet.
Allandé alakvéltozas mellett

_d_&’:(); =0 o=c¢ck
dy

az integral o =c¢Ke? (6)

Idedlis rugalmassigi modulussal ¢ = lenne az eredmény.

I+¢
A két érték eltérését a ¢ fiiggvényében az 1. sz. dbra mutatja.
Lathatjuk, hogy allandé fesziiltség mellett az idedlis rugalmasségi modu-
lust hasznélé médszer a differencidlegyenlet megolddsédval megegyezs, mig
allandé alakvéltozds mellett eltérs eredményt ad.
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A gyakorlati esetekben az alakvaltozas tobbé-kevésbé gatolt, ezért az
idealis rugalmassdgi modulus hasznédlata pontatlan eredményt ad.

Két sz6ls6 esetben, az dllandé fesziiltség és az allando6 alakvaltozas eseté-
ben ismerjiik az osszefiiggést az idealis rugalmassagti modulust és a differencidl-
egyenletet hasznalé moédszer kozott. Kiséreljilk meg ezt az osszefiiggést més
esetekre is altaldnositani.

Tételezziik fel, hogy létezik egy — egyenlére 7 -vel jelolt transzforméci6 —,
amely az idedlis rugalmassagi modulus altal szolgaltatott fiiggvényt a pontos
megoldas fiiggvényébe viszi at. Természetesen nem beszélhetiink arrdl, hogy az
egyik fiiggvény barmely pontjat a masik fiiggvény egy pontjaba vissziikk at.

10

1. sz abra

Nevezziik a tovabbiakban a differencidlegyenlet altal nyujtott pontos
fiiggvényt targyfiiggvénynek, mig az idedlis rugalmasségi modulus altal szol-
galtatott kozelitéfiggvényt képfiiggvénynek. Feltevésiink szerint a7 transz-
formécié a targyfiiggvényt a képfiiggvénybe viszi at.

Transzformacionkat az allandé fesziiltség feladatanak két uton nyert
megoldasara alkalmazva:

T A+ =1+¢ (7)
Ha a ¢-t megnoveljiik, pl. a ¢ szeresére, akkor

T M+cp)=1+ce (8)
Kz az Osszefiiggés azt mutatja, hogy a 7 transzformacio6 linearis. Jelolje

filp) és f,(p) a @-nek két kiillonbozs fiiggvényét, tovabba ¢, és ¢, legyen két
allandd, akkor a linearitas megkivanja, hogy

‘7/[61/{1(97)‘#02/{2(?’)]:(1?/1 (@) + ¢y T £ () (9)
A 8. egyenletb8l még azt is megtudhatjuk. hogy
TM)=1; T(p=¢ (10)
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Alkalmazzuk most a transzformaciét az dllando alakvaltozas feladatanak
két kiilonboz8 megoldésara.

1
T er=—"+— (11)
1+¢
Ha ¢ helyére ismét co-t tesziink
1
T = (12)
1+ cp
Ha a ¢ — 0 hatdrmenetet elvégezziik, ismét a 7 (1) = 1. osszefiiggést

nyerjiik.
A 12. jelti egyenlet mindkét oldalat n-szer ¢ szerint derivalva és feltéte-
lezve azt, hogy a transzformécié a differencidlassal sorrendre nézve feleserél-

hetd, a kovetkezdket kapjuk:

|
Fgre—r — ¥ (13)
(1+co)
Ismét elvégezve a ¢ — 0 hatardtmenetet
T gt=nlg" (14)

Han = 0,9 = ¢, megegyezden a 10. jelii osszefiiggéssel. Lathato, hogy a
transzformécié tuLLJdonsagamak levezetése az allandé fesziiltség és az allando
alakvéltozés kovetelményébdl nincsen egymassal ellentmondésban.

A 14. jelti osszefiiggés segitségével a transzformécié értelmezését polino-
mokra és analitikus fiiggvényekre is kiterjeszthetjiik és a transzformdci6 szé-
mos tulajdonsigit feltarhatjuk.

Sziikségiink van a transzformécié inverz miiveletének a megallapitasara is.
Bzt T 1. gyel _’]6101]11]( A 71 transzformécié a képfiiggvényt a targyfiigg-
vénybe viszi it ésigy médot ad arra, hogy az idealis rugalmassigi modulus 4ltal
adott fliggvénybdla pontos megoldast kapjuk meg. A 12. jelli 6sszefiiggést inver-
talva tehat

e T (15)

1+co
képletet nyerjiik.

A 15. jelli képletet hasznosithatjuk az elemi tortekre felbontott racionalis
tortfiiggvények visszatranszformalasanal. Ez a feladat az alkalmazasok tul-
nyom¢ részében elGfordul és a 15. jelli képlet hasznédlatan tul csak egyszert
algebrai rendezési és egyenletmegolddsi munkat kovetel.

Bar heurisztikusan konstruélt .7~ transzforméciéonk segitségével a fel-
meriil§ feladatok tilnyomé részét mar megoldhatnank, nem foglalkozunk
tovdbbi tulajdonsigainak feltdrasaval, hanem igyeksziink eredményeinket
szilird matematikai alapokra helyezni. Ehhez legalkalmasabbnak latszik a
Laplace-transzformécié vizsgalata.

A Laplace-transzformdacio
A Laplace-transzformécié vagy més néven operator-szamitas el6nyosen

alkalmazhaté allandé egyiitthatéju linedris differencidlegyenletek, illetve
differencidlegyenletrendszerek megoldasara. Donté jelentGségii az operator-

2% 255



szdmitds abban az esetben, ha a vizsgalt feladat fizikai tartalmaboél kiindulva
csak egy, alapvetd jellegli differencidlegyenletet kell felirni és a tovdbbiakban
ennek a transzformaltjaval kozvetleniil lehet a jelenséget leir6 algebrai egyen-
letekbe bemenni. Ez az eset all fenn az elektromos transiens jelenségeknél, és
amint latni fogjuk, a kuszasndl is.

A Laplace-transzformaci6 fogalmat és miiveleti szabélyait itt nem ismer-
tetjiilk. A vonatkoz6, konnyen hozzéférhetd szakirodalomban ezek megtaldl-
haték (4), (5). A kiilonbo6z6 ]elolesekre valé tekintettel azonban a jelen tanul-
mény altal hasznalt definici6t és jeloléseket ismertetjiik.

F (1), F (p) targyfiiggvények.
[ (p) képfiggvény.

f(p)=LF(t)=[e?F@)de
.0
< a Laplace transzformdcié jele.
&£~ 1az inverz transzformécié jele.
Haa 7 transzforméciéra vonatkozé 14. jelti képletben az n! =

=I'(n+1)= [e" 2" dz osszefiiggést alkalmazzuk, akkor
.0

T =" [erarde (16)
0
gz = t helyettesitéssel a

oo

(3
ﬁqo":ije T de (17)
(P 0
képletet nyerjiik.
Ha F(p) analitikus fliggvény, akkor konvergens hatvanysorba is fejt-
hetd és a sor tagonként transzformélhat6. Ekkor igaz az, hogy

T F(p) = —Je v F@)d (18)

Ez a kifejezés azonban a jelolések kiilonboz6ségétsl eltekintve csak

annyiban tér el a Laplace-transzformaciotél, hcgy p helyett L] szerepel benne

és az integralt még @-vel osztani kell.

A T transzforméaciét ezentidl modositott Laplace-transzforméciénak
fogjuk nevezni, bar bevezetésének médja lényegesen kiilonbozik mas, az opera-
torszamitasban hasznalt transzformacié vagy operatorfogalom bevezetésétol.1

1 A modositott Laplace-transzformécié az ircdalomban ismeretlen. A kozolt
levezetés els6sorban azt a célt szolgéalja, hogy az idedlis rugalmasségi modulussal és a
differencidlegyenlettel val6 szémolast kozelebb hozza egyméshoz.
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A Laplace-transzformdcio alkalmazisa a lassi alakvdltozdis szamitdsdra

Ha a kuszésnak az 5. jelli képletben megadott differencidlegyenletére a
Laplace-transzforméciét alkalmazzuk tekintettel arra, hogy betontestiink
minden pillanatban egyensilyban van, azaz ¢(0) = 1%)1 akkor a kivetkezd
kifejezést nyerjiik:

._:/0: )

r—.?e (19)
]

4
Ez az osszefiiggés azt mutatja, hogy a fajlagos hosszvaltozas és a fesziilt-
ség transzformaltja kozott linearis, a Hooke-torvénnyel alakilag azonos dssze-

fiiggés all fenn, ha a beton rugalmassagi tényez§jét 1 -+ = -vel osztjuk.

p
A rugalmassagtan egyenletei linedrisak, tehat szerkezetiik a Laplace-
transzformaciéval szemben invarians. Kovetkezményképpen ha egy rugalmas-
sdgtani egyenletrendszert transzformalunk és megoldunk, ugyanazt az ered-
ményt kapjuk, mintha az erdk (fesziiltségek) és az elmozdulasok (hosszvalto-
zasok, szogforgdsok stb.) transzformaltjai kozott a kuszas nélkiili, csupén
rugalmas Osszefiiggést irnank fel, csak a beton rugalmassigi modulusat oszt-

juk 1 l-vcl.

A lasst alakvéltozés szamitdsi mddja a Laplace-transzformécioval a
kovetkezd 1épésekben hajthaté végre:

1. Felirjuk a keresett osszefiiggést gy, mintha kuszids nem is volna.
2. Az er6ket (igénybevételeket, fesziiltségeket) és a mozgasokat (elmoz-
dulésokat, elforduldsokat stb.) transzforméltjaikkal helyettesitjiik és a beton

rugalmassigi modulusat 1 + L -vel osztjuk.

P
3. Az osszefiiggést visszatranszformaljuk.

Lathato6, hogy ez a médszer megkimél benniinket a rugalmas feltételek
mellett mar megoldott feladat ¢-t6l fiiggs differencidlegyenletrendszer formé-
jdban valé felirdsatél és tjra valé megolddsatol. A rugalmassigtan eredmé-
nyei kozvetleniil felhaszndlhatok, az Osszes szdmitasi munka a visszatransz-
formélasra osszpontosul, ez azonban A&ltaldban sem elvileg, sem numeri-
kusan nem jelent nehézséget.

Megjegyzések

1. Zsugorodds

A zsugorodast altaldban ugy szoktak felvenni, hogy idébeli lefolydsa a
kuszaséval azonos legyen, azaz

&s(t) =Fko () (20)

ahol k — Szsmac
Pm
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A teljesen gatolt zsugorodasbdl szarmazé huzéfesziiltség transzformaltja
kE
Lo, =——F (21)
(1+pp

2. Idbben vdltozo terhelberd vagy mozgds

Az idSben valtozé terhelGer6 vagy mozgas hatasat kiszamithatjuk az
allandé terhelGerd vagy mozgés hatasabol a konvolucio tételével. Ha y = A(g)
az egységnyi dllandé okozta hatds és a(¢) a vdltozd ok, akkor a valtozd ok
okozta hatas

d
if = o [A(p) % =(p)] (22)

3. Kilénbozb kiszdst végértékit betonokat tartalmazo szerkezet

Ha feltételezziik, hogy a kaszas idébeli lefolyasa mindegyik betonfajtara
nézve azonos, akkor célszerii fiiggetlen valtozéként a minden betonra azonos

@, (t) = kL fiiggvényt tekinteni. A kiszas alapvets egyenlete ekkor transz-
formdalt alakban
E
Po=- - Le. (23)
1 4 Pm_

p

A karakterisztikus egyenlet gyokeirdl

Az 4llando egyiitthatéju linearis differencidlegyenletek elméletében fon-
tos szerepet betolté karakterisztikus egyenlet az operatorszamitasban is fel-
1ép. A Heaviside-féle kifejtési tétel a visszatranszformalandé fiiggvényt racio-
nalis tortfiiggvény alakjaban adja meg. Az elemi tortekre valé bontashoz
sziikséges a nevezdben levs polinom gyokeinek a meghatarozasa. Kz a polinom
azonos a differencidlegyenletrendszer karakterisztikus egyenletével. Megfon-
tolva, hogy a karakterisztikus egyenletet is tulajdonképpen a rugalmassig-
tani osszefiiggésekbdl nyertiik, a gyokokrdl bizonyos megallapitdsokat tehe-
tiink.

1. Allandéan haté terhelSerd vagy mozgds hatdsanak transzformaltja-
ban a karakterisztikus egyenlet gyokei nem lehetnek komplexek. Ez a megalla-
pitds abbdl a ténybdl vezethetd le, hogy barmely hatds munkaegyenletek for-
méajaban is leirhat6. A munkaegyenletekbdl alkotott matrix pozitiv definit és
Osszes sajat-értéke valds.

2. A gyokok a stabilitasi feladatok kivételével nem lehetnek pozitivak és
értékiik 0 > P, - —1 hatarok kozé esik.

A karakterisztikus egyenlet zérussa valasa ugyanis azt jelenti, hogy van
olyan ¥, :-—IE— rugalmassdgi tényez6, amely mellett az ideélis rugal-

Ll

P;
massdgi modulussal szamolt hatas végtelenné valik. Nyilvanvald, hogy ez pozi-
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tiv, tehat fizikai realitassal rendelkezG #; mellett nem kiovetkezhet be. Ahhoz,
hogy E; ne legyen pozitiv, sziikséges, hogy 0 = p, > — 1 legyen.

3. A kiilonboz6 kuszasi végértékd betonokat tartalmazé szerkezet ese-
tében, ha a fliggetlen valtozé egységesen a ¢,(¢) figgvény, akkor a gyokokre a
0 > P, = @, max Korlatok érvényesek.

4. Egy hatarozott szerkezetnél, ahol csak a belsé er6k rendezédnek &t a
kuszas hatasara, a karakterisztikus egyenlet fokszama allandé terhelGers vagy
mozgas, illetve a kuszassal affin zsugorodéas esetében legfeljebb kétszerese a
zérustol kiillonbozo kiszasi végértéki alkotérészek szamanak.

Az idedlis rugalmassdagi modulust haszndlé modszer pontossaga

A moédositott Laplace-transzformaci6 segitségével lehet legkonnyebben
kapesolatot teremteni a hatasok pontos és idedalis rugalmassagi modulussal valé
kozelitd szamitasa kozott. A 14. jell képlet segitségével tudunk a targy — és a
képtartomany osszetartozo analitikus polinomjai kozott kapesolatot terem-
teni.

Megallapithatjuk, hogy a két polinom értéke a ¢ = 0 pontban elsé deri-
valtjaval egyiitt megegyezik, tovabba a Laplace-transzformécié hasonlésagi
tételeinek alkalmazasaval megallapithatjuk azt is, hogy ¢ —>co hataratmenet-
nél a két fiiggvény azonos értéket vesz fel. Elvarhato tehat, hogy ¢ kis értékei-
nél a képfiggvény, amely jelen esetben megegyezik az idedlis rugalmassagi
modulussal szamolt hatas fiiggvényével, jol kozeliti a targyfiiggvényt, a hatéas
pontos értékét. Tovabbi Osszehasonlitdst is tehetiink a két fiiggvény kozott.

A 18. jelii képlet szerint -7 F(p) = —Je v F(t)d

Ha az F(p) fiiggvény a 0 < ¢ < oo intervallumban korlatos, és az alkal-
mazasokban altaliban az is, akkor

. -
l(vp arsl j o dts~Je F_ &
o (p ‘0
mivel
e
LJ e Pdi=1
'
0
ezért

len é LQ’IJF’((p) é lﬂmax (24)

T F(p)a képfiiggvény, vagy masképpen azidedlis modulussal szdmolt
kuszési hatas. A 24. jell Osszefiiggés azt mutatja, hogy ha a targyfiiggvény,
azaz a pontos kuszdsi hatéas széls§ értéke valamely 0 és co k6zé esG @ értéknél
van, az idedlis modulussal valé szamolas a biztonsig rovéasara kozelit.

Igen gyakori eset az, hogy a kuszas valamely hatést monoton novel.
Jelolje a hatéast a ¢ fiiggvényében az F(p) monoton novekvd fiiggvény. ElG-
irjuk azt is, hogy az F"(p) 4= 0 a 0 < ¢ <oo intervallumban. A ¢, kiszési
végértékhez a F(p,,) érték tartozik.

259



Idedlis rugalmassdgi modulussal szdmolva a keresett hatds kozelitd
értéke T F(p) ¢ = @, helyen.

Hiuzzunk a vizsgilt ¢, abszcisszaji pontban az F(p) fliggvényt dbrazols
gorbéhez érint6t. Az érint6 egyenlete a -+ by (2. dbra).

A F" 4 0 feltételbsl kovetkezik, hogy a + by > F(p) azegész inter-
vallumon.

A moédositott Laplace-transzformécié  definiciés integréljiban szerepls

t

e ¥ s ’ ’ .
— > 0 pozitiv, valds ¢ esetében, ezért

@
Lt £ &
@+ bt) =L > F) S (25)
? 4
4 58
%
="
F(em)
P ¢
2 sz. dbra
Az integralas az egyenlGtlenséget nem valtoztatja meg.
- X - _t
J(a—}— bt)e—idt>fF(l) ol (26)
¢ ¢
0 0
azaz T (a + bp) > T F(¢] (27)
és tovabb a-+bep > T Flp) (28)
A ¢ = ¢, helyen a + bp = F(p,,)
F(pn) > T F(g) ¢ = P (29)

Mivel -77F(p) a ¢ = ¢,, helyen felvett értéke a keresett hatds idedlis
rugalmassagi modulussal szamolva, lathato, hogy a kozelit6 szamitas a biz-
tonsag rovasara kozelit. Egyes szerz6k (6) a ¢-t egy v korrekciés tényezivel
latjak el, hogy a kozelitést javitsdk. Megallapithatjuk, hogy erre az 1-nél
nagyobb y-re nem lehet altalanos szabalyt adni.

Felmeriilni latszik az a kérdés, vajon azidealis rugalmassagi modulussal
elkovetett hiba nem sokkal kisebb-e, mint amekkora hibat az a tény jelent,

2 A ¢ felcserélése t-re, az elézokhoz képest a transzformécié végrehajtésthoz
sziikséges.
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hogy a kuszdsi tényezd végértékét, ¢,,-t nem tudjuk eldre kell6 pontossaggal
megbecsiilni.

Allitjuk, hogy bar a pontos és kizelité szamitas kozotti hiba korldtozott,
de sokkal nagyobb annal, mint amit ¢,, felvételénél el szoktunk kovetni.

Egy egyszer(i példa alkalmasnak latszik a kérdés megvilagitaséra.

Vizsgéljunk egy alland6é nyoméeré hatdsianak kitett kozpontosan nyo-
mott vasbeton oszlopot. Az acélbetétek keresztmetszetét egyszer a teljes ke-
resztmetszet 0,6 9,-4ban, egyszer pedig 3,0 9,-dban vettiik fel. Az acél és a beton
rugalmassdgi modulusdnak ardnyat n = 15-ben rogzitettilk. A kovetkezd
tablazat mutatja az acélfesziiltség szamitdsaban elkovetett hibat a pon-
tos érték 9Y,-dban, illetve azt a p és yg értéket, amellyel szamolva az idedlis
rugalmasségi modulus pontos eredményt adna.

F, = 0,006 F, F, = 0,03 F,

P hiba %, Y v hiba %, U vp
0 0 1,00 0 ﬁ 0 1,00 |0
0,5 0,6 1,02 0,51 ‘ 1,6 1,08 | 0,54
1,0 1,7 1,04 1,04 i 4,2 1517 1,17
1,5 3,0 1,06 1,59 6,6 1,28 1,91
2,0 4,7 1,09 2,18 8,7 1,38 2,77
2,5 5,6 141 2,78 10,4 1,51 3,78
3,0 6,7 1,18 3,39 11,7 1,65 4,95
3,5 7,9 1,16 4,06 12,8 1,80 | 632
4,0 8,9 1,18 4,72 13,6 1,98 ’ 7,02

A fenti példa meggy6z arrél, hogy fontosabb esetekben érdemes a pontos
eredményt szolgaltaté moddszerhez folyamodni.

Szdmpélda

A bemutatandé szampéldaban a kuszas hatdsa kicsi. A példa azonban
alkalmasnak latszik arra, hogy a transzformécié alkalmazésanak egyszerii
voltat egy viszonylag bonyolult feladaton szemléltesse.

Vizsgaljuk meg egy rugalmasan aldtamasztott vasbeton alapgerenda
alatt a talajreakcié megviltozasit a beton kuszdsanak hatasara (3. abra).

A maximadlis talajreakcié az oszlop alatt van.

Sha + sina
Ertéke = o il 30
9 max = Tatl. Y (30)

ahol a = —Il,— a gerenda merevségi hossza.

Kiindulé adatok:
A betonkeresztmetszet inercianyomatéka I,= 1,8 X 10° cm*
A betonkeresztmetszet rugalmassigi tényezdje E, = 225 t/em?
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Az acélkeresztmetszet inercianyomatéka I, = 0,0429=10% cm?*
Az acélkeresztmetszet rugalmassagi tényezéje K, = 2100 t/cm?

A kuszas végértéke ¢, = 3

Az agvazasi egyiitthaté ¢ = 10 kg/em?

A gerenda merevségi hossza csak a betonkeresztmetszetbdl:

Ly =16,2 > 101 cm!

| (- 1200m |

@ al.

3. dbra

Csak az acélkeresztmetszetbdl:
I3 = 3,6 3¢ 104 gm*
A beton és az acélkeresztmetszetbdl:
Lig=19,8 % 10" cm?

A 30. jelli egyenletbe a ¢,.. és a ¢4, helyett ezek transzformaltjait

helyettesitve és K, helyett — - T t téve
} a(p) Sha(p) +sina(p) 1
7 max = Gan, 7‘(—227-— ' Ch aip))) — cOoS a('p) B Wi
ahol : p) P
l L}
a(p) =—— Ly =—"—+1L}.
L(p) e
P

Sorbafejtéssel meggy6zédhetiink arrél, hogy a 31. jeli egyenlet p-nek
raciondlis tortfiiggvénye, tehat alkalmazhato ra a kifejtési tétel.
A nevezd6 zérus helyei

ap = — 4nt it

no 1o I+ Lidat ko

Ih s e et :
L] ant et It LAdnt it
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Visszatranszformalva

@max = Tmax (°°) 'I(m S a (1 - epktr) (32)

ahol ¢ ax(o0) & maximalis talajnyomas értéke kuszas nélkiil.

0 — % Sh a; + sin a; a, Sha, +sinag, 1
WP T NPS—— : i
. [C‘ha p) — cos a(p) ] Pi Yoy Hat - Bing B
op op
P P =P
PRRNE. .. . S R1: -
' 2 b [4 4 174
pr Oa ! +L3]—l—+ ] 4tk
P =P 47t k! ey
. 2L 1
e - e
Lan A 414(1 ay | I ap 1
47tk 47t ket
1 4
e Sy e R i i N
47t 4t kA l O 148 H - s 0 027
P = = TIRB Y e e AL
! 0,027 + k4
k a,, Dr
0 0 1,0000
1 0,2055 0,2034
2 —0,0150 -—0,1834
3 —0,0030 0,1823
4 —0,0010 —0,1821
5 —0,0004 —0,1820
6 —0,0002 —0,1820
1 0,0001 —0,1820

Ly =667 cm ao= 1,80

1,80 2,94217 + 0,97385

q (oo) = —— X 1,0569
mE 2 3,10747 + 0,22720 S
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Imax _ 10569 + 0,2055 (1 e 06102)

Tatr,
+ 0,0150 (1—e0:5502)
+ 10,0030 (1-—e 0,5169)
+ 0,0010 (1-—e 0:5463)
+ 0,0004 (1—e 0:5460)
-+ 0,0002 (1—e 05160
+ 0,0001 (1—e 0:3160)
f’;ﬂ"i = 1,0569 + 0,0938 + 0,0064 -+ 0,0013 - 0,0006 -+ 0,0006 + 0,0002 +
atl.

+ 0,0001 = 1,1593
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