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Abstract

Combinatorial properties of 3D space filling cellular system are investigated. By introducing new topological

shape indices a possible classification of periodic cellular systems is proposed. It is demonstrated that using
topological shape factors called asymmetry (A) and consistency (RE), space-filling, triply periodic cellular

systems of different topological structure can be classified.

Osszefoglalo

Harom-dimenzios térkitolté cellularis rendszerek kombinatorikus tulajdonséagait vizsgaltuk. Uj tipust topoldgiai
alaktényezO0k bevezetését kovetden kisérletet tettiink a 3D periodikus cellularis rendszerek egy lehetséges
osztalyozéasara. Megmutattuk, hogy két topoldgiai alaktényez6 az Gn. aszimmetria egyiitthaté és a konzisztencia

egyiitthato felhasznalasaval a kiilonb6z6 strukturaja cellularis rendszerek egyfajta osztalyozasa megvalosithato.

1. Bevezetés

Az anyagtudomany szamos teriiletén az elmult évtizedben eldtérbe keriilt a cellularis szerkezeti
anyagok geometriai felépitésének vizsgalata, ezek szamszerli kritériumok alapjan valé mindsitése €s
osztalyozasa. A végtelen kiterjedésii sejtrendszereket konvex poliéderek (Un. cellak vagy sejtek) egy

veges halmazabdl konstrualjak a 3-dimenzios tér hézagmentes és egyrétii lefedésével.

A koOvetkezOkben azon vizsgalatok néhany eredményét ismertetjik, amelyek 3D periodikus
sejtrendszerek (triply periodic cellular systems, Un. TP rendszerek) egy lehetséges osztalyozasara
iranyulnak. Megmutatjuk, hogy a TP rendszerek kombinatorikus jellemzésére és kvantitativ
kritériumok szerinti osztilyozasara elényOsen felhasznalhatok az un. flag-vektor komponenseib6l
szarmaztatott 0 tipusu topologiai alaktényezOk, mindenek el6tt az aszimmetria és a konzisztencia

egy(tthatok.
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2. TP rendszerek kombinatorikus szerkezetének jellemzése flag-vektorral

Feltételeztik, hogy a vizsgalt TP rendszer a tér 3-irAnya szerint periodikus, kovetkezéskeéppen
hozzarendelheté egy véges térfogatl geometriai tartomany, az dn. transzlacids egység (translation
unit), amelynek ismeretében, illetve segitségével a sejtrendszer elballithatd, azaz generalhatd. Az
egyértelmiiség végett azt is feltételezziik, hogy a transzlacids egység (amely célszerti modon egy 3D
paralellepipedonnal is reprezentalhatd), minimalis térfogatu. A transzlacios egység sajatossaga, hogy
véges sok konvex poliéder (cella, sejt) alkotja, és ezekre, mint ismeretes, érvényes az alabbi Euler-

egyenlet [1-6]:
—f,+f, —f,+f, =0 )

Az (1) egyenletben f, a poliéderek csucsszama, f; az élek szdma, f, a lapok szdma és f; pedig a
poliéderek (cellak) szama. Hangsulyozni kell, hogy az (1) egyenlet formailag tokéletesen megegyezik
a 4-D politopokra vonatkoz6 Euler-formulaval, és egyben alapjat képezi a 4-D politopok és a 3-

dimenzids TP rendszerek kdzott fennallé analdgidknak, ismert 6sszefliggéseknek is [1-6].

Fontos hangsulyozni, hogy mindazon topoldgiai torvényszeriiségek, amelyek a 4-D politopokra
vonatkozdan mar korabbrol ismertek, 1ényegében valtoztatas nélkil Kiterjeszthetok (konvertalhatok) a
3-dimenzidés TP rendszerekre is. Ez lényegesen megkonnyiti az utobbiak vizsgalatat, kvantitativ
jellemzését. A minimalis térfogatl transzlacids egységre vonatkozéan definialjuk az altala tartalmazott
f lapszamu poliéderek atlagos (v(f)) csucsszamat, valamint egy kozos csucsra illeszkedd poliéderek

atlagos [c] szdmat. Felhasznalva, hogy e két topoldgiai invarians kdzott fenn all
fa(v(f)) = fyc] )
ismert azonossag, definidljuk egy adott TP rendszer (IT) un. flag-vektorat az
Flag(IT) = (f,,f,,f,,f5,fs5) 3)
Osszefliggéssel, ahol
oo = Fa(V(F)) = fo[c] )
Ez a formula minden tekintetben ekvivalens a 4-D polytopokra definialt flag-vektorral [1-5].

Példaként emlitjiik, hogy a szabalyos kock&kbol konstrudlt ,,standard” C-6 jelit TP rendszer Flag-
vektora: (1,3,3,1,8). A flag-vektor sajatossaga, hogy ot komponensébdl generalhatok mindazon
illeszkedési koefficiensek (incidence numbers), amelyek hasznos informéacidkkal szolgélnak a TP
rendszerek topoldgiai strukturajardl. A mar emlitett (v(f)) és [c] mennyiségeken Kivil, ezek kozé

tartoznak a kovetkezok:
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a) Az f >4 lapszamu poliéderek (cellak) atlagos (f) lapszama

2f
(Fy="224 ©)

f;

b) Az Euler-formulabdl adodoan az f > 4 lapszamu poliéderek (cellak) éleinek atlagos (e(f)) szdma

L, fwt2f,=f)

3 3

(e(f)) =(B) +(v(f))-2=

2f, +1,,
> 6 6
; (6)

¢) A csucsok atlagos [r] fokszama, azaz egy adott csucsra illeszked6 élek atlagos szdma

=224 Q

0

d) A poliéderek kdzos lapjait alkotd n oldalszamu sokszégek atlagos [n] oldalszdma

_2e(f) _ (B + () -2 _ oy +2(F, —F,)
(f) (F) f,

[n] >3 (8)

e )Az élek atlagos fokszama [e], amely egy adott élre illeszked6 poliéderek atlagos szama

f3<e(f)> _ f03 + 2(f1 _fo)
.

[e]= 2001 = >3 ©

Belathato, hogy fentebb definidlt mennyiségekre érvényesek az alabbi

12
és
3£[e]£6—£<6 (11)
[r]

egyenldtlenségek. Bizonyithato tovabba, hogy

[n]= 6—% (12)
illetve
[d=6—%% (13)

ha minden cella trivalens (egyszeril) poliéder. Az 1. abran néhany egyszerti TP rendszer transzlacios
egységeét tlntettettiik fel. A megfelel6 flag-vektorokat, valamint incidencia egyutthatokat az 1. tablazat

tartalmazza.
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1.abra. Néhany egyszerii TP rendszer transzldcios egysége

Az MT-4A rendszer kizarolag tetraéderekbdl, XA-5, XB-5 és XC-5 rendszerek pedig o6tlapu
poliéderekbdl all. Az MC-6 rendszer cellai kombinatorikus kockak, mig az X-56 rendszer transzlacios

egységét két otlapu poliéder és egy kocka alkotja. Az 1. tablazatban C-6 a kongruens kockakbol

felépitett standard TP rendszert jeldli.

1. tblazat. Néhany TP rendszer flag-vektora és incidencia koefficiensei

Kaod fol| fa [ fo [ fa|foz|<f> [r] [n] [g]

C-6 1 3 3 1 8|6 6 4 4

C-8 3| 12| 12| 3| 228 8 3,333 | 3,333
MT-4A 2 14| 24| 12| 48| 4 14 3 5,143
MC-6 9| 23| 21| 7| 56|6 5,111| 4 3,652
XA-5 2 8| 10 41 2415 8 3,6 45
XB-5 2 11| 15 6| 30|5 11 3,2 4,364
XC-5 3| 12| 15| 6| 34|5 8 3,467 | 4,333
X-56 2 7 8| 3| 20|5,333| 7 3,75 | 4,286

Az illeszkedési egyiitthatok sajatossdga, hogy ezek mindegyike egyértelmli modon definialt egy TP

rendszerre nézve, és valamennyi szamithat6 a flag-vektor 6t komponense ismeretében. Mindazonaltal

fontos megemliteni, hogy léteznek kombinatorikus kiilénboz6 tipustt TP rendszerek, amelyek azonos
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flag-vektorral jellemezhetdk. Mindazonaltal — amint az demonstrélni fogjuk -, a flag-vektor

komponenseib6él szarmaztatott illeszkedési egyitthatok, valamint ezek fliggvenyeként generalt

»topologiai alaktényezok™ hasznos kiindulési alapul szolgélnak a TP rendszerek egyfajta, kvantitativ

kritériumon alapul6 osztalyozasahoz.

A TP rendszerek osztalyozasa végett kovetkezé definicidkat vezetjik be. Egy TP rendszert akkor

nevezink

1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

kiegyenlitettnek (balanced), ha minden egyes élben pontosan hdrom poliéder taldlkozik, azaz

minden él fokszama 3, ([e] =3 ).

szimplicialisnak, ha minden cella szimplicialis poliéder, azaz minden egyes poliéder

valamennyi lapja haromszdg, ([n] =3).
centralis-Boole tipustnak (center-boulean) ha minden cella trivalens, (egyszerti) poliéder.

szimmetrikusnak, ha a flag-vektor komponenseire f; = f,, f, = f3 teljesul. Szimmetrikus

rendszerre (f)=[r] valamint (v(f))=[c] és [n] =[] érvényes.

er6sen szimmetrikusnak, ha minden poliéder lapja hdromszdg és minden élre pontosan harom
poliéder illeszkedik, azaz [n] = [¢] = 3 teljesil. Ebbdl adodik, hogy egy TP rendszer akkor és
csak akkor erésen szimmetrikus, ha kiegyenlitett és szimplicidlis. (Itt jegyezziik meg, hogy az
er6sen szimmetrikus TP rendszerek definicija tokéletesen kompatibilis az extremalis

tulajdonsagu 4-dimenzids, an. 2s2s (2-simple, 2-simplical) politopok definicidjaval [1-3]).
telitettnek (saturated), ha a flag-vektor komponenseire érvényes az f, + f; + f, + f3 = fy3
azonossag.

tultelitettnek (oversaturated), ha a flag-vektor komponenseire az f, + f; + f, + f5 <fo3 teljesdl.

R-regulérisnak, ha minden csdcsra pontosan R (R> 4) szamu él illeszkedik, azaz minden

csucs fokszama R. Minden 4-reguléris TP rendszer centralis-Boole tipusu és Kiegyenlitett is.

stabilnak, ha minden egyes csulcs négy poliéder kézds cslcsa, azaz [c]=4. Kovetkezményként
adodik, hogy egy TP rendszer akkor és csak akkor stabil, ha 4-regularis, ezért egy stabil

rendszer sziikségképpen kiegyenlitett és centralis-Boole tipusu is.

10) tetraéderesnek (tetrahedral), ha minden cella tetraéder. Mivel a tetraéder az egyetlen poliéder,

amely szimplicidlis és trivalens is, ezért minden tetraéderes rendszer egyben centrélis-Boole

tipusa és szimplicilis is.

A TP rendszerek fentebb definialt osztalyai kozotti kapcsolatokat (lehetséges atfedéseket) a 2. abra

szemlélteti. Mint megallapithat6, a XC-5 rendszer nem tartozik a fentebb definialt specialis struktaraja

TP rendszerek egyikébe se.
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Erésen szimmetrikus
TP-rendszer

Szimmetrikus
TP-rendszer

Szimplicialis
TP-rendszer

Centralis-Boole
TP-rendszer

Tetraéderes
TP-rendszer

XC-5

o

2. &bra. TP rendszerek egyes osztalyai kdzotti kapcsolat szemléltetése

A 3. &brén néhany jdl ismert TP rendszer lathat6 [9,10]. Ezek kdzil a legegyszeriibb a kongruens, 14-
lapu Kelvin poliéderekb6l konstrualt 14K rendszer, ez centralis Boole tipusl, kiegyenlitett és 4-

regularis, kovetkezésképpen stabil is.

A W17 és W18 rendszereket két kiillonbozo tipust, a W12, W13 és W16 rendszereket pedig harom
kiilonboz6 tipust poliéder alkotja. W17 egy 5-reguléris, nem kiegyenlitett rendszer. A W12 rendszer
kiegyenlitett és 6-regularis. W13, W16 és W18 stabil (4-reguléaris, centralis Boole tipusi, kiegyenlitett)

rendszereket reprezentalnak.
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3. dbra. Példak ismert TP rendszerekre

Erésen szimmetrikus TP rendszerre példa a 14K rendszer bipiramidalis felbontasaval szdrmaztatott

14K-BIP rendszer, ennek cellai kizarolag kettds-gula tipust poliéderek (bipyramid). Erdsen
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szimmetrikus TP rendszerek kdnnyen konstrudlhatok stabil (4-reguléris) rendszerbdl kiindulva. A
14K-BIP rendszer a kovetkez6 modon szarmaztathatd a 14K rendszer alkalmas transzforméaciojaval:
Helyezzlink minden egyes 14-lapt Kelvin poliéder sulypontjaba egy 0j cstcsot, majd ezen (j csucsok
felhasznaldsaval allitsunk el kett6s-gula tipusu szimplicialis poliédereket, amelyeknek bazisa a
szomszédos Kelvin poliéderek szabélyos 4- illetve 6-szogii kozos lapjai lesznek. igy minden egyes
Kelvin poliéder helyére pontosan harom darab 8 lapl oktaéder, és négy darab 12 lapu, hexagonélis

alapu kett6s-gula kerdl.

Telitett rendszerre példa a C-6 rendszer, amely kongruens kockéakbdl all, (ez szimmetrikus rendszer
is), valamint az XA-5 rendszer, amely 5-lapQ, kongruens és trivalens poliéderekbdl all, és az X-56
rendszer, amely 5 és 6 lapu trivalens poliéderekbol épiil fel (lasd. 1. és 2. tablazatot). Kénnyen
belathat6, hogy végtelen sok kombinatorikusan kiilonbozé telitett TP rendszer 1étezik.

Itt jegyezzik meg, hogy létezik olyan szimmetrikus TP rendszer, amely nem centralis Boole tipusu,
azaz amely nem-trivalens (nem egyszer(i) poliéderekbdl all. Ilyen rendszer a C-8 jeld, amely a
kovetkez6 moddon konstrualhatd (lasd 1. és 2. tablazat adatait). Tekintsiik Kiindulasul az XC-5
rendszert, amelynek transzlaciés egysége (1. abra), 6 darab &tlapt, de kétféle tipust poliédert
tartalmaz. Ezen transzlaciés egység sajatossaga, hogy felbonthaté 3 darab 8-lapu poliéderre is,
amelyek kozul az egyiknek 6 csucsa van (ez egy oktaéder) a masik kettonek pedig 8 csucsa van (e két
utobbit 4 haromszdglap és 4 négyszoglap hatérolja). Az igy szarmaztatott C-8 rendszer szimmetrikus
lesz, flag-vektora: (3, 12, 12, 3, 22).

Mint ismeretes, a konvex poliéderekbdl felépitett TP rendszereknek definialhaté a dualisa. Jel6lje egy

tetsz6leges IT periodikus celluléris rendszer duélisat TT"*'. Ekkor a dualis TP rendszer flag-vektora:

ﬂag(HDUAL) = (f3’f2’f11fo’f03) (14)

A 4-reguléris rendszerek dudlisai a tetragonalis rendszerek, a szimplicialis rendszerek dudlisai
kiegyenlitett (balanced) rendszerek, és forditva. Fontos felismerés, hogy az er6sen szimmetrikus

rendszerek kivételes sajatossaga, hogy ezek duélisai is er6sen szimmetrikusak.

Ha két TP rendszer flag-vektora azonos, abbdl még nem kdvetkezik, hogy a két rendszer struktdraja
kombinatorikus ekvivalens. A TP rendszerek self-dualitadsa (6ndualitadsa) meglehetésen ritka jelenség.
Még az erésen szimmetrikus TP rendszerekre sem igaz, hogy ezek self-duélisak lennének, példa erre a
14K BIP rendszer. Koénnyen igazolhat6, hogy a 14K BIP rendszert és ennek dudlisat kombinatorikusan
kiilonboz6 tipusu szimplicialis poliéderek alkotjak. Self-dudl tipust viszont a kongruens kockakbol
allo C-6 rendszer, amely mint emlitettiik, szimmetrikus, centralis-Boole tipusu és telitett.

Szimmetrikus és a telitett rendszerek esetében csak a flag-vektorokra érvényes a self-dualitas, ami a

38

EME



definiciokbol kovetkezben azt jelenti, hogy egy szimmetrikus rendszer duélisa is szimmetrikus, és egy

telitett rendszerek dualisa is telitett.

3. TP rendszerekre vonatkozo geometriai egyenlétlenségek

A TP rendszerekre vonatkozdan szamos geometriai egyenlStlenség vezethetd le, ezek tébbsége - amint
késébb ez példakkal is demonstraljuk — alkalmas arra, hogy bel6liikk a kombinatorikus szerkezet
jellemzésere hivatott un. topoldgiai alaktényezéket konstrualjunk.

Felhasznélva a (6), (8) és (9) Osszefliggéseket adodik a

f,+f, +f, f,+f, +1, 1 1 1 1
> = ==ttt ——— >
fos + 2(f2 _fs) foa + 2(f1 _fo) [8] [n] <e(f)> 3

5
. (15)

egyenldtlenség, amely sajnos ,,nem éles” egyetlen TP rendszerre nézve sem. Topologiai alaktényezok
szarmaztatasa céljabol elsédlegesen azok az egyenldtlenségek jonnek szamitasba, amelyek a TP
rendszerek fentebb definiélt egyes osztalyaira vonatkoz6an — specialis esetként — egyenléség alakjat

oltik. Ilyen kiilonleges egyenldtlenségek az alabbiak:
a)

f03 < 4(f2 - fs) = 4(f1 _fo) (16)
amibdl kovetkezik, hogy

foo <2(f, +f, —f, —f;) (17)
Egyenl6ség itt kizardlag csak centralis Boole tipusu rendszerekre teljesul.
b)

fos =f, +2f, (18)
ahol egyenl6ség csak szimplicialis rendszerre ervényes ([n] = 3 eset).
c)

fos =1, +2f, (19)
ahol egyenldség csak kiegyenlitett rendszerre teljesiil ([€] = 3 eset).
Itt jegyezziik meg, hogy amennyiben egy TP rendszerre

fo, <f, +2f, (19)
teljesiilne, ebbdl mar kovetkezne, hogy [g] kisebb mint 3, azaz van olyan cella, amely nem konvex
poliéder. (Ez esetben letezik olyan él, hol két cella talalkozik, az egyik biztosan nem konvex poliéder.)
d)

2, >, +1, +2f + 2f, (21)
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3 fo+2(f,—f,) fo,+2(f,—f,) [e] [n] 3
ahol egyenléség csak erésen szimmetrikus rendszerre teljesul.
€)
2f,, > T, +6f, (23)
2f,, >10f, —f, (24)
S 6(f, +f,) _ 6(f, +f,) =£+ 6 o1 (25)
foo +2(f, —f))  fo+2(f,—f,) [n] Ce(f))
ahol egyenldség csak tetraéderes rendszerekre teljesiil.
f) Telitett rendszerekre érvényes az
foo =Ff, +f, +f, +f, <2f +2f, - 2f - 2f,, (26/a)
egyenlétlenség, amib6l kovetkezik, hogy minden telitett rendszerre:
fitfs 5 g (261b)
f,+f1,
Tovabba telitett rendszerre fenn all
1, 1.1 (27)

ONERE
A (26/b) képletben egyenl6séget kapunk, ha a telitett rendszer egyben centralis-Boole tipusu, azaz
trivalens poliéderekbél all. Példa erre az XA-5 rendszer (lasd 1. tablazat). Ennek forditottja nem igaz,
ugyanis léteznek olyan nem-telitett TP rendszerek, amelyre a (26/b) 6sszefiiggés mégis egyenléség
formajaban teljesiil. Valoszintileg igaz az a sejtés, hogy minden telitett rendszer centralis-Boole tipusu.
A (27) egyenletb6l mar adodik, hogy tultelitett TP rendszerekre 1/[n] + 1/[€] kisebb mint 1/2.

4. TP rendszerek jellemzése topologiai alaktényezokkel

TP rendszerek kombinatorikus struktarajanak jellemzésére elénydsen hasznalhatok az Un. topologiai
alaktényezOk, ezek alapul szolgalnak a TP rendszerek kvantitativ kritérium szerinti osztalyozasahoz is.
A topologiai alaktényez6k, amelyek a flag-vektor komponensei ismertében szamithatdk, kétfélék
lehetnek: self-dual és nem self-dudl tipustak. Nyilvan a nem self-duél tipustak diszkriminacids

képessége a jobb, ugyanis ezek képesek kiilénbséget tenni egy adott rendszer és annak dualisa kdzott.

4.1 Négy dimenzios politopok osztalyozasara alkalmazott alaktényezok

Ziegler és munkatarsai eredendéen 4D politopok stukturalis jellemzésére két topologiai alaktényez6t
definialtak, ezek a Fatness (kOvérségi egyutthatd) és a Complexity (komplexitési egyitthatd) [1-5].

Mindkett6 a flag-vektor alapjan szarmaztathato, self-dual tipusuak, és kozvetlenil felhasznalhatok TP
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rendszerek topologiai szerkezetének mindsitésére.

A fatness (FAT) és a complexity (COMP) topoldgiai alaktényezdk az alabbi képletekkel definialtak:

FAT = 1t T2 (28)
fo +1,
f03
COMP = (29)
fo + 1,

Jelenleg is elddntetlen kérdés, hogy a két mennyiségnek létezik-e fels6 korlatja [1-5]. Ismert viszont,
hogy a két topoldgiai alaktényezore érvényesek

FAT <2COMP -2 (30)

COMP <2FAT -2 (31)
egyenlétlenségek. A (30) képletben egyenldség akkor teljesil, ha a 4D politop 2s2s tipusu, azaz a TP
rendszer er6sen szimmetrikus, a (31) képletben pedig egyenldset akkor kapunk, ha 4D politop illetve a
TP rendszer centralis-Boole tipusu [1-4]. Néhany altalunk vizsgalt TP rendszerre vonatkozdan a két,
algebrailag fiiggetlen alaktényezd kozotti kapcsolatot a 4.4bra szemlélteti. Az abra diagramjabol
kitiinik, hogy a FAT és COMP alaktényez6k a TP rendszerek szerkezetérdl viszonylag kevés

informéacidval szolgalnak.

5 ‘ 5
COMP <= 2*(FAT-2)

- / -
134 = 4
=
\% n o
©
ol
%3 \ 3
O

- COMP >= (FAT+2)12 |

2 T T T T 2

2 3 4 5 6

FAT alaktényezd

4. &bra. COMP és FAT alaktényezdk kozotti osszefiiggés
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A FAT és COMP felhasznalasaval kénnyen konstrudlhatok maés alaktényezok is, tObbek kozott
olyanok is, amelyeknek létezik alsé és fels6 korlatja is. Ezek kozé tartoznak az alabb definialt ZE és
ZU alaktényezOk. A ZE alaktényezét a

_ 2COMP 2, .
2+FAT f +f, +2(f, +f,)

(32)

képlettel értelmeztiik. A definiciobdl adodik, hogy ZE=1 egyenléség akkor és csak akkor teljesil, ha a
TP rendszer erésen szimmetrikus. (Négy-dimenzios politopokra vonatkozéan ez azt jelenti, hogy
ZE=1, akkor és csak akkor, ha a politopok 2s2s tipustak [2-3]).
A masik, a ZU alaktényez6 a
U~ 2COMP _ 2f <4
FAT-1 f +f,—(f,+f;)
képlettel definialt. Kénnyen belathaté a (17) képlet felhasznalasaval, hogy ZU=4, ha a TP rendszer

(33)

centralis Boole tipust. A fenti formulakbdl kévetkezik, hogy ZE feliilrél korlatos, mivel

- 2f . 2f  _2*COMP _
f,+f, +2(f, +1,) f,+f,—(f, +f,) FAT-1

4

(34)

A ZE és ZU alaktényezOk egymastol algebrailag fliggetlen mennyiségek. Ezt szemlélteti az 5. abra,

amelyen néhany TP rendszerre nézve feltiintettiik a két alaktényezd szamitott értékeit.

5 5
4 [ R TN | [ ] 4
u
10 u
) .
2 .
@ 3 ] 3
% "
® ™
)
N [ "
2 - 2
u
1
1 1
10 1,5 2,0
ZE alaktényezd

5. abra. ZE és ZU alaktényezok kozotti dsszefiiggés
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Amint az 5. 4brabdl is kitlinik, a ZE és ZU alaktényez6k hatranyos tulajdonsaga, hogy a TP rendszerek
egymastol valo megkilonboztetésére kevesbe alkalmasak, diszkriminécids képességiuk meglehetésen
korltozott. Ezért az osztalyozas céljara hatékonyabb, uj tipusu alaktényezOk szarmaztatasara tettiink

Kisérletet.

4.2 Uj tipusu alaktényezok TP rendszerek osztalyozasara

A fentebb vizsgalt topoldgiai alaktényez6k (FAT, COMP, ZE, ZU) szamitott értékeit néhany vizsgalt
TP rendszerre vonatkozdan a 2. tablazat tartalmazza. Ezek kdzos sajatossaga, hogy mivel self-dudl

tipusuak, ezért a TP rendszerek kozotti kilonbségek kimutatasahoz nem eléggé érzékenyek.

2. tablazat. Topoldgiai alaktényezék néhany TP rendszerre vonatkozdan

Kéd A FAT | COMP | ZE ZU RE
C-6 0 3 4 1,6 4 1,778
C-8 0 4 3,667 | 1,222 |2,444 1,235
MT-4A | 0,714 | 2,71 (3,429 | 1,455 |4 1,714
MC-6 |-0,087 | 2,75 3,5 1,474 |4 1,623
XA-5 0,25 |3 4 1,6 4 1,8

XB-5 0,364 |3,25|3,75 1,429 | 3,333 | 1,552
XC-5 0,25 3 3,778 1,511 |3,778 1,669

X-56 0,143 |3 4 1,6 4 1,786
14K -0,417 | 2,713,429 | 1,455 |4 1,714
W12 -0,194 13,823,529 1212 |25 1,241
W13 -0,396 | 2,66 | 3,31 1,422 | 4 1,655
W16 -0,417 | 2,713,429 | 1,455 |4 1,714
W17 -0,267 | 3,25 | 3,75 1,429 | 3,333 | 1,552
w18 -0,417 | 2,713,429 | 1,455 |4 1,714
14K-BIP | O 514 13,571 |1 1,724 | 1

A kovetkezOkben két 0 alaktényez6t értelmeziink, amelyek TP rendszerek osztalyozadsara az
elébbieknél hatékonyabban alkalmazhatok. Ezek az un. aszimmetria egyitthatd (A) és konzisztencia
egyutthato (RE). Az aszimmetria egyUtthatd (A), definici6 szerint

aofefi [l B2 2(]-) -

f,. [~ [H-2) = [l -2)

amelyre érvényes a

R PP BIP (36)
2 " 4-2f) [r]

egyenlétlenség [7-8]. Mint megéllapithatd, az aszimmetria egyutthaté nem self-dudl tipusa, és A= 0
akkor és csak akkor, ha a TP rendszer szimmetrikus. A konzisztencia egyutthatét, amely self-dual
tipusu, a
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RE = [”g[g] >1 (37)
Osszefuiggéssel értelmeztiik. A (8) és (9) formulédk alapjan adodik:
e Il {2 )+ 1 )
9 of.f,

A definicidbol az is kdvetkezik, hogy RE=1 akkor és csak akkor, ha a rendszer erésen szimmetrikus,
minden mas esetben RE nagyobb, mint egy. Az aszimmetria és konzisztencia egyUtthatok kdzott
létezik bizonyos kapcsolat, annak ellenére, hogy ezek algebrailag fuggetlen mennyiségek:
Re= g fof = 0oy = Loy = @
of, 9 of, 9(1+A)
Mint megallapithato,

Cfore @A) g
RE = o [n] = =5 [N} <4@+A) (40)
és
RE = f_l[,g]2 I ] S (41)
of, 9(1+A) (@+A)

Kovetkezésképpen RE= f/f; =1+A akkorés csak akkor, ha a rendszer szim pliciélis, azaz [n]=3
érvényes, és RE= fi/f, =1/(1+A) akkor és csak akkor, ha a TP rendszer Kiegyenlitett, azaz §]=3

teljestil. Felhasznalva a (10) és (11) egyenldtlenségeket a RE alaktényezdre az aldbbi becslések

adodnak:
RESl 6—E 6—E =4 1—f—3 1—f—0 <4 (42)
ol [P B £, f
és
1smax{(l+/\), }sREgmin{4(l+A), 4 }<4 (43)
@+A) @+A)

A (12-13) azonossagokbol kdvetkezik, hogy ha a TP rendszer centralis-Boole tipusu, akkor

o e )b i

llyen példaul az X-56 rendszer, amely trivalens 5 és 6 lapu poliéderekbdl all (1.abra), vagy Kelvin
poliéderekbdl konstrualt stabil 14K rendszer (3. dbra). A fentiekb6l kdvetkezik
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1+A  ha 0<A<l
re = TS (45)
9

— ha -1/2<A<0
1+ A

Amint kordbban mar megéllapitast nyert, RE= 1+A ha a TP rendszer szimplicialis (azaz [n]=3
teljesil). llyenek példaul az oktaéderekbdl és/vagy tetraéderekbdl konstrualt rendszerek. Masrészt RE
= 1/(1+A) ha a TP rendszer kiegyenlitett (azaz [¢]=3 teljesul). llyen példaul a W12 rendszer, amely

kiegyenlitett, de nem centralis-Boole tipusu (2.abra).

A RE topologiai alaktényezére a (40-41) dsszefliggések kovetkezményeként az alabbi felsé becslés
adhato:
411+ A) ha 0<AL]
re = L] (46)
41+ A) ha —-1/2<A<0

Ami a , telitett” rendszereket illeti, nem nehéz igazolni, hogy ezekre

[s]:4+2f2f_fl:4+2A<6 (47)
1
és
2
nj=2+ <6 48
=2+~ (48)
teljestl, amib6l mar kovetkezik, hogy telitett rendszerre érvényes a
n]= 2L (49)
[e]-2

azonossag (lasd (27) kepletet). Ekkor szikségképpen [e]>3 és [n]>3, ezért egy telitett rendszer nem
lehet sem kiegyenlitett, sem szimplicialis. (Szimmetrikus azonban lehet, példa erre kockéakbol allo C-6

rendszer, amelyre [€]= [n]=4.) A (47-49) egyenletekbél az is kovetkezik, hogy

2
ESRE:g i <2 (50)
9 9 |[e]-2
valamint
2
ESRE:1 16+ A <2 (51)
9 9 1+ A
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Megallapithatd tovabba, hogy RE=16/9=1,7778 akkor és csak akkor, ha a telitett rendszer
szimmetrikus is, (ekkor A=0, és [n] = [¢] = 4). KOvetkezményként adodik, hogy ha egy TP rendszer
flag-vektorara

foo <y +f, +f, +1, (52)

teljestl, akkor

2
RES%{16+ an }<2 (53)

1+A

Ha azonban a TP rendszer tiltelitett, azaz fenn all
fo >f, +f, +f, +1, (54)

egyenl6tlenség, akkor

2
RE > %{16 + 14AA} (55)
+

adodik. Olyan tultelitett TP rendszerek konstruélasara, amelyre nézve RE értéke nagy (pl. hagyobb
mint 2) létezik modszer, bar ez nem tal egyszerii [11]. Nyitott kérdés, létezik-e olyan TP rendszer,

melyre nézve RE értéke megkozeliti a felsé korlatot, amely 4.

5. TP rendszerek egy lehetséges osztalyozasa

Az aszimmetria ¢és a konzisztencia egylitthatok felhasznalasaval lehetdség kinalkozik a TP rendszerek
osztalyozasara. Amennyiben a A és RE alaktényezoket egy-egy TP rendszerre meghatarozzuk, és a
kapott (A, RE) adatparokat k6zos koordinata rendszerben feltuntetjiik (6.abra), lehetéség kinalkozik a

TP rendszerek arnyaltabb megkllonbdztetésére, azaz egyfajta osztalyozasara.

A 6. &bra diagramjaban az egyes pontok eltéré struktlrdja TP rendszereket reprezentalnak,
tobbségliket mesterségesen konstrualtuk, szamitdgéppel generéltuk. A diagramon az C, A, D és B
cstcspontokkal Kijelolt tartomanyt a (45-46) egyenletekkel definialt gorbék hataroljak, e négy

gorbeszakasz altal szegélyezett tartomany elvben ,,lefedi” az dsszes lehetséges TP rendszert.
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40— | | 40
RE = 4*(1+A) /\ RE = 4/(1+A)
354\ / 35

// \\< RE = (16+(4*A°/(1+A))/9

3,0 / 30
zﬁ \
2
% 25 / 25
i 2 oC / I:2)0
w 2, :
e E . I/ —

n " ] =
1,5 — e 1,5
|RE = 1/(1+A) | RE = 1+A
1,0 ! T T 1 T T T T T } T 1,0
04 -02 00A 02 0,4 0,6 0,8 1,0

A alaktényezd

6. abra. TP rendszerek osztalyozasa A és RE topoldgiai alaktényezdk felhaszndldsaval

A 6. dbra diagramjat elemezve az alabbi kdvetkeztetések adodnak:

Az A és B csucspontokat 0sszekoto fliggdleges egyenes szakasz (amelyre A=0 érvényes),
reprezentalja a szimmetrikus TP rendszereket, maga az A pont (A=0, RE=1) az er6sen

szimmetrikus rendszerek osztalyat képviseli.
Az dbréan a C-A gorbeszakasz a kiegyenlitett TP rendszereknek felel meg, [e] = 3 eset.
A szimplicialis TP rendszereket az A-D egyenes szakasz reprezentalja, amelyekre [n] = 3.

A telitett rendszereket képviselik a C-E-D gorbeiv pontjai. A gérbén a minimum helyet
kijelolé E pont, (A=0, RE=16/9=1,7778) a telitett és egyuttal szimmetrikus TP
rendszereknek feleltethetd meg. Telitett és szimmetrikus TP rendszer végtelen sok van,

trivialis példa a kockakbdl felépitett C-6 rendszer.

Kevés informéaci6 van arra vonatkozoan, hogy milyen a szerkezete azon tultelitett TP
rendszereknek, amelyek a C-E-D gorbeiv feletti tartoméanyba tartoznak. Annyi bizonyos,
hogy ilyen rendszerek valoban generalhatok specialis struktaraja 4-D politopok Schlegel-

diagramjainak felhasznalasaval, bar konstrukciojuk meglehetésen bonyolult [11].
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