A MATRIX-ELMELET ALKALMAZASA LANCHIDAK SZAMITASARA
EGERVARY JEXNO

Bevezetés

A fiiggéhidak Melan és Timoshenko altal megalapozott és masok altal
tovabbfejlesztett eddigi elmélete? a kovetkezd idealizalt szerkezeten, »model-
len« alapul : Egy hajlékony kitél és egy rugalmas gerenda végtelen sok ver-
tikdlis figgeszt$ rad dltal vannak 6sszekotve egymassal, és meghatdrozandék
valamely tetszéleges vertikalis terhelés hatdsa folytan a szerkezetben létre-
jove alakvaltozdsok és fesziiltségek. Ezen modell matematikai targyalasa egy
lineéris, dllandé egyiitthatés, negyedrendii inhomogén differencidlegyenletre ve-
zet, melymegoldhaté a Green-fiiggvény alkalmazasival vagy Fourier-kifejtéssel.

Ez a médszer, noha nyilvan nem adhatja meg a fiiggeszté rudak fesziilt-
ségét, mégis a legalkalmasabbnak latszik az olyan hidak matematikai vizs-
galatara, melyek hajlékony kotélre vannak felfiiggesztve. Ha azonban a hid
lancra van felfiggesztve, akkor a hajlékony kétélnek és végtelen sok fiiggeszto
radnak a folvétele egyaltalin nem kielégité megkozelitése a valdsagnak,
és igy természetszerlen felvetGdik a kérdés, vajon lehet-e az egész mddszert
oly médon finitizalni (végszeriisiteni), hogy differencidlegyenlet helyett csu-
pan egy linedris algebrai egyenletrendszer megolddsa legyen sziikséges.

Nyilvanvaléan az elméletnek ilyen egyszerisitése csak akkor lesz
lehetséges, ha az él6 tehernek egy folytonos eloszlasfiiggvénnyel valé meg-
adasat mell6zziik és a fiiggeszt$ rudak alsé végpontjaiban tdmadé koncent-
ralt terheld erdk alkalmazisira szoritkozunk. Gyakorlatilag ez a kozelités
anndl inkabb megengedhets, mert tudvalevdleg az él6 teher pontos elosz-
ldsa sohasem ismeretes, elméletileg pedig a »de Saint Venant-féle elve garan-
talja, hogy a folytonos tehereloszlasnak a statikailag ekvivalens koncentralt
terhekkel val6 helyettesitése a szerkezet alakvaltozasit kevéssé befolyasolja.

Amennyiben a folytonosan megoszlé él6 terhet ily médon sztatikailag
ekvivalens koncentrilt erGkkel helyettesitjiik, és a Clapeyron-féle egyenlete-
ket 4ltalanositott formdjukban alkalmazzuk, valéban lehet6vé fog valni
lancra fiiggesztett hidak szdmara egy finitizalt mdédszert megalkotni.

Ez a finitizdlt mdédszer az egész problémit egy inhomogén linearis
algebrai egyenletrendszer megolddsara redukalja, vagy ami ugyanazt jelenti,
egy matrix invertaldsira, reciprokanak a meghatdrozdsira. Ennek a mat-
rixnak a rendszama azonban egyenld a fiiggeszt6 rudak szamdaval és innen
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kovetkeztethets, hogy pld. egy 50 fiiggeszt6 rudat tartalmazé hid esetében
a megoldds az inverz matrix kozvetlen kiszamitasaval rendkiviil faradsdgos
és hosszadalmas lenne. Szerencsére az 1nvertalando matrixrél ki fog deriilni,
hogy az racionalis fiiggvénye a

2 —1 0 ) =5nn0
—1 2 —1 0

0 —1 2 —1 0

0 0 0 0 2

kontinuans matrixnak, melynek kanonikus alakja (spektralis felbontésa)
ismeretes. Ennek a kanonikus alaknak a felhasznélasdval és a matrix-elmélet
néhany ismert tételének az alkalmazisival automatikusan el fogunk jutni
a,. fentemlitett linearis algebrai egyenletrendszer megoldasanak Fourier-
kifejtéséhez.

A megoldas ezen alakjinak alkalmazisa mellett a hidszerkezet alak-
véltozdsai és fesziiltségei szdmolégép segélyével aranylag konnyen kiszamit-
hatéknak fognak bizonyulni.

1. §. Egy lanc alakvaltozdsa a csukléiban haté vertikdlis erék kovetkeztében

Tekintsiik a fiiggélyes sikban elhelyezkedé 4, 4, ... A, lancot, mely
az AxAi+1 merev. rudakbdl all. Jeloljik az A,A4x.1 rad és az Ox tengely
kozti szoget aii1-gyel és miikodjon az Ay csukléban p, vertikalis erd. Jelol-
jik tovabba 4, Ay 1 radban bealld htzé fesziiltséget #;..1-gyel (lasd : 1. abra).

N A kY

= 25 “m a2
Lher i

Py g

1. abra

Ekkor az Ay csukléra nézve az egyensuly feltételei a kovetkezdk :

(l) brpa SIN O — B sin ay + Pk = 0
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(2) li41 COS Q1 — 1tk cOS ap = O
(k=12,...,n — 1)

Innen
(3) ik €oS ay = h = const. b = ko ,
cOS dy

és ezt (1)-be helyettesitve adédik

(4) htg ape1 — tg ag) + pp = 0,

vagy

(5) Yirr — Yk Y — Y1 _ Pk
Ty+1 — Tk Tk — Ty—1 b’

ahol zx és yr az Ay csuklé koordinatdit jelentik.
Tegyiik fel most, hogy

Tyt1 —Zy=Il=-const (k=1,2,...,n—1).
Ekkor a fenti egyenletekbdl kovetkezik :
(6) — Yr+1 +l2yk — Y1 _ % _

Ez azt jelenti, hogy ha az egyenstlyi helyzetben a py vertikdlis erék
ekvidisztansak, akkor ezek az erlk aranyosak a csukléordinatdk mdasodik
differencidival.

Tegyiik fel, hogyalancnak A4, és A, végpontjai az Oz-tengelyen vannak.
Ekkor y, =y, = 0 és a (6) egyenletek most az alabbi alakot o6ltik :

-z
241 — Ys =l‘}‘;
(7) — Y+ 2y, — ¥y :l%
— Yn—2 - 2Yn—1 = lz)r}h:l-
Ha a - _ L _ _
2 —1 0....0 Yy ™
—1 2 —1....0 Yo Py -
0 —1 2....0 ' )
(8) C:: 5 y: . ) P:
| 0 0 (i....:Z_ | Yn—1 | Pn—1

matrixokat bevezetjiik, akkor a fenti egyenletek a kovetkez$ matrix-egyen-
letbe foglalhaték Ossze :

(9) Cy=-—p-

>~
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A C matrix nem-szinguldris, ennélfogva (9)-b8l kovetkezik : #

l
10 ; = !
(10) y=5tP

Ez az egyenlet a csuklék . ordinatait megadja mint a p; vertikalis erSk
explicit fiiggvényeit.
Abban a specialis esetben, middn az 6sszes py er6k egymaéssal egyenldk,

és kozds értékik p, a csukldk az

p x(nl—x) p k(n—k)
11 = -4 " 7]
(n) Y h 2] Yu h 2

parabolan fekszenek.
Ebben az esetben a p teher, a kb horizontalis fesziiltség és az els§ lane-
szem iranytényezdje a kovetkezd egyenlet éltal vannak Osszekapesolva :

=10,
2 N

és a lanc legmélyebb pontjanak az ordinataja :

2
Ymax = a Z;—l, ha n paros
21
Ymax = Y — , ha = pératlan.
8

2. §. Egy gerenda alakvdltozisa a red haté koncentralt transzverzilis erck
kovetkeztében

Tekintsiink egy homogén prizmatikus gerendat, mely az (2, 0), (xn, 0)
végpontjain ald van tamasztva és az (2, 0), (25, 0), (%5, 0), ..., (®n—1, 0)
pontokban a ¢, ¢s, g3, - ., gn—1 vertikdlis erdk dltal van terhelve. Ezen erck
hatésa alatt azok tamaddspontjai nx (k= 1, 2, ..., n — 1) transzverzalis
elmozduldst szenvednek és az (xx, 1) egyensulyi helyzetekbe jutnak.

Feladatunk meghatdrozni azt a kapesolatot, mely a g¢x alkalmazott
erék és a tidmadéaspontoknak m, transzverzalis elmozdulésai kozt fennall.

Erre a célra fel fogjuk haszndlni a rugalmassdgtannak az alabbi jol-
ismert tételeit.

a) Ha a gerenda (zx,0) pontjai a g¢r transzverzalis erékkel vannak
terhelve, akkor a tdmaddspontokban fellépd ux hajlité fesziiltségek a kovet-
kez6 egyenletek altal vannak meghatarozva :?

(12) /‘k+1—,uk_‘,uk—,uk_1=
Tr41 — Tk T — Tp—1

— Qk.

?) Lésd példdul : [6], T. p. 680
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b) Ha a gerenda (2, 0) pontjainak 1 transzverzalis elmozdulasai
adva vannak, akkor az x; keresztmetszetekben fellépé w hajlité fesziiltségek
a kovetkezS egyenletekkel vannak meghatarozva:®

(13)

TN {(xk—l-l — k) Pi+1 + 2 (But1 — T—1) e + (B — Zp—1) Mk—l} 5%

_ Me+1— Nk o3 Nk~ Nr—1
Tp+1— Xy T — g1

Ha ezen (12)—(13) egyenletekbdl a uy hajlité fesziiltségeket eliminal-
juk, akkor megkapjuk a ¢ er6k és a m; elmozdulasok kozt a keresett Gssze-
fiiggést. Bz az eliminacié legcélszertibben a matrix-technika segélyével hajt-
hat6 végre. Tovabba az egyenletes lanchidak elméletében ezen egyenletek-

X1 f‘/( XK1
Dadcess ::::::::::::‘::::::: p
Tk (72"' A} | Mre1
ALk AL ‘ ALK Ss
ex “ALkt1 T
9x1 Gkr1
2. abra

nek csupan arra a kiilonosen egyszer(i alakjara van sziikségiink, mely a
gerenda ekvidisztans felogztasanak felel meg. Kz esetben

Ty — Xy =Ty — &y = Gii=mTh =1

és a (12)—(13) egyenletek most a py= un =0 és 1y = mp = 0 Kkeriileti
feltételek figyelembe vételével a kovetkezd alakot oltik :

2 — po = lg
EE LD » o
L S W o
i — Pn—s + 2pn_1 = lgn—1
g 2
) 3 4
M — 1 GJE( Uy + 1)
£2 L (i + s+ o)
(15) Ty Ny — M3 = GJE(‘Ml : Mo T U3
2
= n—3 e 27771—1 = GTE' (,un—2 + 4/171—1)

%) Lasd példéul : [6], I. p. 680
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Ha bevezetjiikk a (8) matrixokon kiviil a

— — — — — — —

_4100 m F25 d1
141....0 i Mg qs
e K=| 014 0| | R q=
_O 00 .... 4_ _"7n—1__ _/,Ln_l_ _Qn—l_

matrixokat is, akkor a (14)—(15) egyenletek a kovetkezd matrix-egyenletbe
foglalhaték Gssze :

(17) C.p=lIq

C _——l2 K
18 . "
(18) n EJ "

A C és K matrixok nem-szingularisak, tehdt p-nek az eliminicidja
kozvetlenill elvégezhet§ és a kovetkezl egyenletekre vezet :

(19) q= ?(}K—1
(20) n=" c1ke
2 =27 q

Ezen egyenletek megadjik az explicit Osszefiiggést a g transzverzalis
erdk és a my transzverzilis elmozduldsok kozott. ,

3. §. A ldnchid egyensilyi egyenlete és annak matrix-megolddsa

Mint mar fentebb emlitettiik, a hidszerkezetet egy lanc és egy gerenda
(merevité tarté) kombinaciéjanak tekintjiik (3. dbra). Ennek a kombindcid-
nak az a sajatossaga, hogy ambar a gerenda deformiciéjat (a rugalmassig-
tanban szokdsos értelmezéssel) kicsinynek tekintjiik, a linc alakvdltozdsa
(tudniillik annak az egyenestdl valé eltérése) véges nagysigrendii. Ha azonban
feltételezzitk — amint az 4ltaldban szokdsos a figgéhidak elméletében —,
hogy a lanc hordozza a sajit silyat, a fiiggesztdrudak stlyit és a gerenda
holtstlyat (6nstly) oly médon, hogy ekdzben a gerenda egyenes marad,?®
akkor a lancnak és a gerenddnak az él6suly hatdsira bekovetkezd addicio-
nalis alakviltozasai kis mennyiségek, tehat linedris egyenletek segélyével
kiszamithatdk.

Alkalmazzuk az alabbi ]eloleseket

a) Legyen a lincszemek szdma n (csuklék szdma : » — 1), a szomszé-
dos fiiggesztérudak tavolsdga 1.

9 Tlletve pontosabban : feltessziik, hogy a B, B,, ..., Bn pontok egy egyenes-
ben fekszenek.
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b) A szerkezet (lanc, fiiggesztérudak, gerenda) holtsulya minden egyes
fiiggesztoradra legyen egyenl6 p-vel; az i-edik fiiggesztérad alsé vég-
pontjara haté él6 teher (hasznos teher) legyen g;.

¢) A holtstly hatdsa alatt bekovetkezd lancfesziiltség horizontdlis
komponensét jeloljiik %z-val; az él6teher hatasira bekiovetkezd fesziiltség-
novekedés : y. A lancnak a kezdeti holt teher hatésa alatt felvett egyen-
stlyi alakjat a csuklék -

= K, ykzﬂi(”z“—k)l (s 1300 o )

koordinatai hatérozzak meg (az y ordindtit a lanc végpontjait Osszekoto
vizszintestdl szamitva lefelé pozitivnak mindsitjiik). A ldncesukléknak az
éléteher hatésa folytdn bekovetkezd vertikalis elmozduldsait m,-val jeldljiik.

h+ X 0,7

3. dbra

Feltessziik tovabba, hogy a fiiggesztérudaknak a rugalmas alakvéltozisa
elhanyagolhat6, ennélfogva a gerenda x; pontjanak vertikdlis elmozduldsa
ugyanakkora, mint a k-adik csuklé elmozdulisa. Ez utébbi feltevés a fiig-
gesztérudak merevségén kiviil, azt is implikalja, hogy a csuklék horizontalis
elmozduldsait figyelmen kiviil hagyjuk. .

d) A gerenda keresztmetszetének inercianyomatékat konstansnak
tételezziik fel és J-vel jeloljiik ; a Young-félle modulust E-vel. Legyenek
az n lancszembdl 4ll6 lancnak végpontjai (0, 0) és (nl, 0) ; tovabb4 a gerenda
végpontjai (alatamasztési pontjai) (0, m) és (nl, m).

A lancnak a kezdeti terhelés hatasira felvett egyenstlyi alakjat meg-
egyezéshen (6)-tal, a

= U —— 0.
(21) yk'l‘l +l“yl\ yk—l _—_% (k = 1’2’. s S M e 1)

differencia-egyenletek és az

(22) Yo =0, Yn=20

keriileti feltételek hatérozzak meg.
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A (21) differencia-egyenletek és a (22) keriileti feltételek oOsszefoglal-
haték egyetlen matrix-egyenletté : :

. y iy
23 cL=2,
(23) =

ahol C és y az 1. §-ban bevezetett (8) matrixokat jelentik és e egy oszlop-
matrixot jelent, melynek 6sszes elemei 1-gyel egyenldk.

Ha most a kezdeti terheléshez a ¢, ¢y, ..., gn—1 él6terhek hozzajarul-
nak, akkor ezen élStehernek bizonyos, egyel6re ismeretlen §; részeit a lanc
fogja hordozni, a fennmaradé ¢; — §; terheket pedig a gerenda hajlité-
szilardsaga.

Az él6teher hatasa folytan tovabba a horizontdlis lanc fesziiltség h + g
értékre fog novekedni és az yx ordinatakhoz 7 elmozdulasok fognak hozza-
adédni. Eszerint az él6teher hatasdnak figyelembe vételével a lanc egyen-
sulyi feltételét a kovetkezd egyenlet fogja kifejezni :

¢y Fn_rety

24 .
(24) S

Masrészt a gerenda egyensilyi egyenlete matrix alakban, megegyezés-
ben (19)-cel, a kovetkezs lesz :

(25) Blecen -1

vagy dimenziétlan alakban :

’
(26) EJ g—1¢ 919
2h l
Hirom ismeretlen mennyiség fordul el6 a (24) és (26) egyenletekben,
tudniillik az n és q vektorok, tovabba a y skalar paraméter.
Tegyiik fel egyelére, hogy x ismeretes. Ekkor, § értékét a (24) egyen-
lethdl a (26) egyenletbe helyettesitve, adddik :

7) B ke 4 {Z%Jr %) ¢y tn_atrpe
2h l h l h
A (23) egyenlet figyélembevételével ez a kovetkezs alakra redukalédik :
EJ _ X n q x P
28 [ 2 k¢4 1 + Xl 9 _2 P
(28) |22 +{+h,| }z roonh S
16
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Ily médon eljutottunk a ldnchidak elméletének alapegyenletéhez. Ebbll

az alapegyenletbdl mindenekelStt kiolvashatd, hogy az %&_f és L dimenziét-

lan mennyiségek a terheletlen hidnak karakterisztikus paraméterei.

Minthogy tovabba a (28) egyenlet baloldaldn a { . } zarGjelben szerepld
matrix nem-szingularis (lasd : erre nézve a 4. §-t), tehat az alapegyenlet
kozvetleniil megoldhaté a kovetkezd alakban :

i EJ « “t{q xp
29 B k—rga (1 o Al (L _xP,,
(#9) =N +[ +h) } {h )

Ez az egyenlet megadja a csukléknak, valamint a gerenda-osztaspontok-
nak vertikalis elmozdulasait, feltéve, hogy a y lancfesziiltség-névekedés mar
ismeretes.

Felhasznalva az 7 elmozdulasoknak ezen értékeit, a gerenda xy kereszt-
metszeteiben m{kods py hajlité feszitltségek kiszdmithatok a (15) egyenlet
segélyével a kiovetkezl alakban :

. EJ hl? -1(q 1P
30 2 x-ten=nlcs Kl [L_ 22,1,
(0w n {+[ + ]EJ } [h h2e]

A (29) és (30) egyenletek megadjik a lehajlasok és a hajlité-fesziiltségek
exakt és explicit értékeit tetszileges élGtehereloszlas mellett. Azonban, mint
mar a bevezetésben hangstlyoztuk, a (29) egyenletben el6fordulé

—1

(31) R :{%CK—‘C—{—

o

7.,

inverz matrixnak az effektiv kiszamitdsa nagyszamt fiiggesztérad esetén
annyira hosszadalmas, hogy a nyert megoldast a (29) alakban nem lehet
gyakorlati szamitasra alkalmasnak mindsiteni.

Avéghbdl tehat, hogy eredményeinket gyakorlatilag hasznalhaté alakra
hozzuk, transzformalni fogjuk a (29) és (30) egyenletekben fellépd matrixo-
kat kanonikus alakjukra.

Azon szerencsés korilmény folytan, hogy a K matrix a € kontinudns
matrixnak linearis fiiggvénye, ki fog deriini, hogy a (31) »rezolvens«

% Néhany fuggdéhid jellemzd paraméterei: (ldsd [5], p. 220):

p L=nl f fIL EJ h hL3ETJ

Hid megnevezése.. kg/emn cm cm kg - cm? kg
Breslau 1910 .. ... 108 12000 1200 0,1 0,546 - 1012 1,62 - 168 1,034
Manhattan. ....... 85 44 800 4360 0,097 0,819 - 102 4,88 - 108 1,728
IT. Tacoma-hid

1945 ... ... 126 85500 8550 0,1 1,131 - 102 13,45 - 10% 4,53
Zweden 1941 ..... 13,6 14000 1680 0,12 0,196 - 1012 0,198 - 106 7,04
I. Tacoma-hid, :

1940 ........... 84 85300 7100 0,084 2,49 -10° 10,78 - 108 2810

2 AMI Kézlemények 111./1--2, 17




P . - o ] .o P . R R .

matrixnak kanonikus elSallitdsa ardnylag egyszer(i szdmitisokat tesz
sziikségessé, és a megoldast automatikusan Fourier-kifejtés alakjaban szol-
galtatja.

4. §. A horizontalis ldncfesziltség novekedésének kiszdmitdsa

Két esettel foglalkozunk. ElGszor a lancot nyujthatatlannak tételez-
zitk fel, masodszor figyelembe vessziik a lanc rugalmas és termikus nyula-
sat is ; ez utébbi esetben jeloljitk a rugalmassagi modulust E-vel és a hétagu-
lasi egyiitthatdt S-val.

A k-adik ldncszemnek [y hosszlsdga a kezdeti allapotban a kovetkezd
egyenlettel van megadva :

(32) I = (xx — xk—1)® + (Yx — Yr1)?,

a (£x, mi) elmozduldsok utin pedig a lancszem Al megnyualdsit a kovet-
kezd egyenletbdl nyerjiik :

(53) (I + A1) = (@ + & — o1 — Ex_1)* + (Y + M — Yo—1 — Mr—1)®

Innen, a kis mennyiségeknek négyzeteit és szorzatait elhanyagolva
nyerjiik : :

(34) Ll = (xy — 25—1) (6 — Ex—1) + (Y — Y1) (e — M)

Nyujthatatlan linc esetében 4y = 0.

Ha @, — xx—1 helyébe két szomszédos fiiggesztoridnak kézos I tdvol-
sagat behelyettesitjik és ezutan a (34) egyenleteket Osszegezziik, azt kap-
juk, hogy

Al

{/:

2 Udle=1>"(& — &—1) + X (¥ — Yr—1) Ok — Mie—1) = 0.

F=1 k=1 k

1
A lanc végpontjai rogzitve vannak: £,=E,=0 és ny=mn= 0

n

eszerint > (§x — Ex—1) = 0, kovetkezésképpen .
sy
k=1

n . n—1
(B35 > Wk — Y1) Ok — mim1) = D) (— Yier + 21 — Yrr 1) e = 0.
k=1 k=1

De a kezdeti terhelési 4llapotban a (11) egyenlet szerint
!
— Yr—1 + 2y — Y41 = *};pi 0,
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eszerint nyGjthatatlan linc esetében az v vertikalis elmozduldsok algebrai
osszegének el kell tiinnie, vagyis

N = 0;
™

vagy matrix alakban

(36) e*n - 0.

Helyettesitsiik most ebbe az egyenletbe n-nak (29) szerinti értékét-
Azt nyerjiik, hogy

(37) ¢*R [i P,
S I

Ay lancfesziiltség-novekedés ebben az egyenletben latszélag csupan
linearisan fordul el és ilyenképpen y kifejezhetd bel8le a kovetkezd alakban :

h e*R
(38) gy =29 .
' p e*Re

A valésigban azonban ez egy magas fokszamu algebrai egyenlet y-re
nézve, mert y az R-ben is eléfordul. Avégbdl, hogy egy elsé kozelitést kap-

hassunk, R-ben 1 + —h—m I-et helyettesitiink, elhanyagolvan ily médon

x-t h-hoz viszonyitva. Ezutdn y-t kiszamitjuk az ilymdédon egyszeriisitett
(38) egyenletbdl, és amennyiben szitkséges, korrigaljuk R-nek az értékét és
megismételjilk a szamitast.

Ha a lanc nyujthato akkor a k-adik lancszemben a y horizontélis
fesziiltségnvekedés és a ¢ h8mérsékletnovekedés folytan bekdvetkezd relativ
nyudlast az alabbi egyenlet adja meg :

Abo - 2 Wy gy

(39) . EQ 1

Itt Q a linc-keresztmetszet teriiletét jelenti és x—- a k-adik lanecszem totalis

fesziiltség-novekedése. Ha ozt a (34) egyenletbe helyettesitjiik, kapjuk :
X ( llc
EQi=

3 (U p i P
) N = = “_e*n.
P Py ( l } A= T hl

Felhasznilva n-nak (29) alatti értékét, ismét kapunk egy egyenletet,
melybdl y a fenti médon kozelitleg kiszamithaté.
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5. §. A megoldds Fourier-kifejtése
A (29)-ben szerepld R rezolvens matrix a € és K matrixoknak racionalis
. 1 . , .
fiiggvénye. Minthogy K =E — ) C, ahol E egységmatrix, tehat R racio-

nalis figgvénye a C kontinudns matrixnak :

L5
X
ki SN | QI PV § IR
2h h 6 »
Mésrészt, mint ismeretes, a C matrix kanonikus alakja a kovetkezd :
L 7
sin —
| n
n—1
C= Aruguf = . 2k
sin ——
S : k. 2k (= 1)k
= 4 sif2 kx| 2 ) ; - smlﬁt, sin 7, ... .sin (n_)_] .
2n) n n n n .
k=1
sin (n—1)k=
o n o

Ismeretes tovabba, hogy a C matrixnak barmely ¢ (C) raciondlis figg-
vénye a kovetkezd kanonikus alakkal bir:

n—1 o
¢(C) = > ¢ () uxuy.
k=1

Ezen tételek felhasznildsival az R rezolvens matrix szdamdra kozvet-
leniil az alibbi kanonikus alakot nyerjiik :

E—lc
(40 RZEJ 6 ‘1 a
x
el +4c E——c)
Zh +( h) [ 6
lk
n—1 I — 6
2B T e
b 2l X (1 =2
h k+(‘+h)"( 6)
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és ezt felhasznalva (29)-b6l adédik :

|t

% vy
(41) 2 == 6 . uk[“k—‘l—ﬁ—fu;':e].
k11_1§+1+ ) (1—?" h ’

Ez a formula nyilvin csak akkor véalik alkalmazhatGva, ha el6bb a y fesziiltség-
novekedés kozelité értékét a ‘nyajthatatlan linc esetén érvényes

n—1 E
P u q X
42 *n=-= A ) [ 2= — L ute| =0
(42) e*n 5 k;%( x) (e UI)' » P ke]

egyenletbdl kiszamitottuk, ahol ¢,(4) jelenti ¢ (1)-nak az értékét y = 0
helyettesités utan.
Figyelembevéve, hogy

. 2 2 *
efug = 0, e*ugy) = V__ cotg( E+1 _.”_) 5
n 2 n

P4

az el6bbi egyenletb6l azt kapjuk, hogy

(43) x =7 > @0 (Aakr1) (k11 q) (u3cs1€) I{Z Po (Aak+1) (e*uars1)?
k=1 k=1

Ha y-nek ezt az értékét a (41) egyenletbe helyettesitjiik, akkor onnan az
7x vertikalis elmozdulasok kiszamithaték, tovabba a (30) egyenlet felhasz-
nalasdval a uy hajlitéfesziiltségek is kiszamithatékka valnak.

6. §. A numerikus szdmitds elrendezése

Mindenekel6tt kiszamitjuk a kovetkezé mennyiségeket :

1? f—l{ (A hid merevségi paramétere)
%— (A hid mértani vagy alaki paramétere)
Ay = 4 sin? ];—i: k=1,2,...,n—1) (A C matrix sajatértékei.)
uf = V [ m_” n&" yer.., SiD (L_n_l)k” ] (A C matrix sajatvektorai.)
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2° Az egyenletes terhelés Fourier-egyiitthatoi :

e / —Q—ME—ISHl i 0, ‘Ea k pil;os szam,
k= n n / 2 cotg—— , ha k paratlan szam.
v=1 ! n 2n
3% A tetszolegesen eléirt q* = [qq, 95, - - ., 9n] él6teher Fourier-egyiitthatéi

q*u, = V—_ S Qv sin

4° A @y(4) fiiggvény értékei a 4, = 4 sin? ];—n helyen :

n
] _
6
Po (A) =
EJ A
A2+ A( |

Ay horizontalis fesziiltségvaltozas kozelité értéke ezek felhaszndlasa-
val a (43) egyenletbdl kiszamithaté. Az igy kapott y értéket ¢ (4)-ba be-
helyettesitve a ¢ (A) értékek is kiszamithaték. Végiil kiszamithatok a kovet-
kezd szorzatok :

. .
Lo (M) “L‘I—?i;‘urge S k=1,2,..,m—1)
 h n )

6s az igy nyert szamok maéar az n* = [n, 7, ..., Mn—1] lehajlasi matrix

Fourier-koefficiensei. Hasonléképpen vezethet6k le a megfelelo formulak a
pr hajlité fesziiltségek szdmara.

TRODALOM

{11 J. MeELAN : Eisenbriickenbou. Deuticke, Wien, 1925.
[2] 8. TiMosHENKO : »Steifigkeit von Héngebriicken.« Zeztschmft fiir angewandte

Mathematik und Mechanik 8 (1928) 1

[3] Tr. voN KARMAN—M. A, Biot: Mathematical methods in engzneermg McGraw-
Hill, London, 1940 (p. 277).

[4] K. KorrEL—K. H. Kie: »Lotrechte Schwingungen von Hiéngebriicken.«
Ingenieur- Archiv 13 (1942—43) 211.

[5] A. D. pE PATER: »Some new points-of view in calculating suspension bridges.«
Publ{cations of the International Association for Bridge and Structural FEngineering 11
(1951) 4

[6] yHUT1TEC Des Ingenieurs Taschenbuch. Elnst & Sohn, Berlin, 1949

22



e ) Lol 4 SRS T w s TRV Ll b s & ) e nartl s ol

MPUMEHEHWE TEOPHMHW MATPULL K PACUETY HEINHbLIX MOCTOB
E. 3repsapu
Peswome

B NpoTuBOIIOJIOIKHOCTE U3BECTHOM O CHX IIOP TEOPHU 110JBECHBIX MOCTOB, Tpebylolei
peuienHst {nQPEPEHIIMATBHOTO ypaBHEHM A, IPHBEIEHHBII aBTOPOM cIocol AJIST pacyeTa HEMHBIX
MOCTOB HOCHUT KOHEYHbIH Xapaxrep. LIelHOH MOCT paccMaTpHBAeTCs KAaK CHCTEMa ¢ KOHEYHBIM
YUCJIOM cTeneHeH cBOGObl, HA KOTOPYIO NOABH)KHAA HArpy3Ka ACMCTBYET Ha HHXKHHX KOHIIAX
MOABECHBIX cTepykHel. [Tpu yuere takoit Harpysku gedopmanys NOAKOCa ONpeaessieTcss B TeX-
HHYECKON MeXaHMKe T. H. ypaBHeHusimu Knaneiipona. Mcxoas u3 3TUX ypaBHeHHH U u3 ypaB-
HeHui PABHOBECHS LiellM, aBTOP BBIBOAMT CHCTCMY JIMHEHHBIX YPaBHEHUII B MaTpuuHOii Gopme,
HENOCPEACTBEHHO ONPERENAIWYIo IIPY AaHHOH Harpyske aedopmaLuio MOJKOCa, a OJHOBpe-
MEHHO TAK)Ke W HANPSHKEeHUst u3ruba. Peuenne 3TOH cucreMbl ypaBHEHMIE, TO €CTh MHBEPCHUS
COOTBETCTBYWOUIEH MAaTPULbI, OCYLIECTBJISAETCSI aBTOPOM IPU TOMOILM KAHOHMYECKOI0 DA3J0-
YKEHM ST MaTPMLLl B TAKOM yJI00GHOM ANST YMCJIOBBLIX BBHIYMCJIEHHI Buje, KOTOPHI MO CYyWIECTBY
ABJISETCSA TAPMOHUYECKMM AHATM30M PELICHUS. i

Kpome unBepcni ynoMsIHyTO# MaTpHULDbI, BECbMa Ba)KHBIM MJIS PELICHHs1 NPOGIEMLI
SIBNSIETCA BBHIMHMCICHME HIPUPALLEHHST HATSYKEHUST LENu moj AeiictBuem Harpysku. Jlna perie-
HHSI 3TOr0 ypaBHEHMs aBTOP HCMOJB3YET METOJ MOCIeLOBATEIbHBIX NMPHOIHIKEHUH, COOTBET-
CTBYIOWHMH rpaduyecKomy cnocofy, npd KOTOPOM KOPDHM YPaBHEHMS! BTODOI CTeleHH MNpen-
CTaBJISIIOTCS1 B BHAC TOYEK IEPECeUeHHs] THIIEPOOIIBI C IPAMOH,

ON THE APPLICATION OF THE MATRIX THEORY TO THE CALCULATION
OF CHAIN BRIDGES®

E. EGERVARY
Summary

In place to the known theory of suspension bridges in which differential equations
are used, the author presents a method of finite computation. The chain bridge is
considered as a system possessing a finite number of degrees of freedom, where live
loads are applied at the lower end points of the suspension rods. With the live bads
considered in this manner, the deformation of the stiffening members is determined
by the so-called Clapeyron equations of applied mechanics. Using these equations,
and the equations of equilibrium of the chain, the author develops a system of linear
equations written in matrix form, which, for a given load, determines directly the
deformation of the stiffening girder as well as its bending stresses. The solution of this
system of equations, i. e. the inversion of its matrix is performed by means of the
canonical reduction of the matrix in such a form — suitable also for numerical cal-
culations — which in principle may be considered as being the harmonic analysis of
the solution.

Besides the inversion of the matrix, the key to the problem is the calculation
of the increase of chain stress due to the action of live load. The author indicates a
method of solving this equation by successive approximations, which corresponds to
that graphical method where the roots of a second degree equation are found by the
points of intersection of a hyperbola and a straight line.

6) See the complete text in English: Acta Technica Academiae Scientiarum
Hungaricae 11 (1955) 241--256.
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