A T48791 szadmi OTKA palydzat (2005-2008) zardjelentése

A kutatécsoport tagjai a szamelmélet tobb teriiletén értek el jelentGs
eredményeket, részben tarsszerzokkel.

Bérczes Attila

Petho Attilaval kozosen egy korabbi dolgozatban belattak, hogy egy nor-
maforma egyenletnek csak véges sok olyan megoldasa van, ahol a megoldasok
koordindtdi egy szdmtani sorozatot alkotnak. Uj eredményként az 2™ = a tu-
lajdonsagu elemekkel definialt norma foma egyenletek minden szamtani soro-
zatot alkoté megoldasat meghataroztdk 0 < a < 100 mellett, illetve Pethovel
és Zieglerrel kozosen a legegyszeriibb harmadfoku testek feletti normaforma
egyenletet oldottdk meg ugyanezen feltétel mellett.

Hajdu Lajossal és Petho Attilaval kozosen folytattak a norma forma
egyenletek szamtani sorozatot alkoté megoldasainak vizsgalatat.

J.-H Evertsevel és Gyory Kalmanal kozosen vizsgaltak rezultans egyen-
letek megoldasszamat és komoly attorést elérve olyan esetekben is sikeriilt a
megoldascsalddok szamara fels6 korlatot adniuk, amely esetekben korabban
csak kvalitativ végességi tételek sziilettek, és ezen esetekben idaig nem is
latszott hogyan lehetne attorést elérni.

Jarasi Istvannal kozosen, a kutatécsoport elméleti kutatasainak kozvet-
len gazdasagi-tarsadalmi hasznosithatosdgat is aldtamasztva, index formak
kriptografiai alkalmazéasanak lehetoségét vizsgaltak. Ez a munka Petho és
Bérczes egy kordbbi, norma formakkal kapcsolatos kriptografiai vizsgalatanak
egyenes folytatasa. Dolgozatukban javaslatot tesznek egy index forméra
alapozott egyiranyu hash fliggvény hasznalatara, melyr6él matematikailag
belattak, hogy titkozésmentes. Az altaluk javasolt hash fiiggvény lavina
hatasat szamitogépes kisérletekkel vizsgaltak. A vizsgdlatok azt mutatjak,
hogy az altaluk javasolt fiiggvény ebbdl a szempontbdl is jol viselkedik és
biztonsagosan miikodik.

Két dolgozatban, Jan-Hendrik Evertse-vel, Gyory Kalmannal és részben
Corentin Pontreau-val kozosen effektiv végességi vizsgdlatokat végeztek to-
ruszok bizonyos részvarietasainak pontjaival kapcsolatban. A tekintett rész-
varietasok olyanok, hogy lehetové teszik a Baker-modszer alkalmazasat.



A diofantikus egyenletek elméletének egyik intenziven fejlodé aga az expli-
cit médszerek alkalmazasa egyenletek teljes megoldédsara. Ezen beliil az egyik
népszeri irany a Ramanujan-Nagell egyenlet kiilonféle altalanositasainak vizs-
galata. Pink Istvannal kozosen az teljesen megoldottdk az z2 + p?f = y”
egyenletet x,y, k,n valtozoiban, feltéve, hogy p egy 100-nal kisebb pozitiv
prim, z > 0,y > 1,n > 2 prim és ged(z,y) = 1.

Gaal Istvan

Tovabb folytatédott algebrai szamtestek hatvany egész bazisainak vizs-
galata, Robertsonnal kozosen bizonyos korosztasi testek esetén értek el ijabb
eredményeket.

Ebben az idészakban kezdédott el M. Pohst-tal kozosen bizonyos tipusiu
diofantikus egyenletek vizsgalata fiiggvénytestek felett. Korabban szamos
szerzO vizsgalt hasonlé problémékat 0 karakterisztikaju vagy prim karakte-
risztikdju esetekben is, algebrailag zart konstans testeket vége. A mostani
vizsgéalatok alapveto tijszertisége abban éll, hogy az itt vizsgalt fliggvénytestek
valamely véges test feletti fiiggvénytestek.

Ilyen tipusu globalis fiiggvénytestek felett a diofantikus egyenletek meg-
oldasanak alapjaul szolgald egységegyenletek megoldasait sikeriilt leirni. Két-
valtozos egységegyenletek esetén megmutattak, hogy az egységegyenlet min-
den megoldasa vagy korlatos méretii, vagy ilyen megoldasok p-edik hatvanya
(p karakterisztikdban ha = + y = 1, akkor 2P + y? = 1 és viszont). Ezt
az eredményt globalis fliggvénytestek feletti Thue egyenletekre és bizonyos
tipusu szétesé forma egyenletekre alkalmaztak.

Ugyancsak M. Pohst-tal kézosen megmutattak, hogy a Res(f,g) = r re-
zultans tipusi egyenletek esetén, ha az egyik polinom ismert, akkor a masik
polinom kiszamitasa kétvaltozds egységegyenlet megoldasara vezet. Ezt fel-
hasznalva a szamtest esetben és fiiggvénytest esetben is algoritmust adtak
egy polinom valtozés rezultans tipusu egyenletek megoldasara.

Megmutattak tovabba, hogy globalis fliggvénytestek feletti tobbvaltozds
egységegyenletek megoldasa visszavezetheto kevesebb valtozos egységegyen-
letek megoldésara. Ezzel algoritmust nyertek tobbvaltozos egységegyenletek
megoldasara globdlis fliggvénytestek felett. Ennek els6 alkalmazasaként bizo-
nyos tipusu tobbvaltozos normaforma egyenletek megoldasara adtak eljarast.
Nyilvanvald, hogy ennek az eredménynek szamos tovabbi alkalmazésa is lesz.



Hajdu Lajos

Diofantikus problémdk. A "majdnem” teljes hatvanyokbdl allé szamtani
sorozatok irodalma rendkiviil gazdag. Az egyik legfontosabb problémat az
osszes adott tulajdonsagu sorozat meghatarozasa jelenti, rogzitett tagszam
esetén. Tobb szerzé eredményeihez kapcsoldédva, a korabbi idevagd ered-
ményeket 1ényegesen javitva Bennettel, Bruinnal és Gyoryvel megmutattak,
hogy 3 < k < 12 esetén egy szamtani sorozat k egymast kovetd tagjanak szor-
zata nem lehet teljes hatvany. Az eredmény bizonyitdasa tobbek koézott mély
kombinatorikus megfontolasokat, illetve a Fermat-egyenlet megoldasaban is
kulcsszerepet jatszé modularis modszer alkalmazasat igényelte. Ezt az ered-
ményt Gyoryvel és Pintérrel a palyazat utolsé évében sikeresen kiterjesz-
tették a 3 < k < 35 esetre. FEz a javitds nem csupan mennyiségi, hanem
jelentos mindségi tovabblépést is jelentett. Ekkora tagszam esetén ugyanis
mar nem hasznalhaték a korabbi kombinatorikus megfontoldsok, az egymast
kovetd szamok primtényezdivel kapesolatos Osszefliggéseknek (illetve szdmos
méas mddszernek) az eddigieknél lényegesen mélyebb, pontosabb megértésére
és haszndlatara volt sziikség. Részben onalléan, részben Bruinnal, Gyoryvel
és Tengellyel kozosen tobb eredményt nyert olyan szamtani sorozatokkal kap-
csolatban is, melyekben a tagok kiilonbozé kitevéjii hatvanyok is lehetnek.
Leirtak az 0sszes olyan szamtani sorozatot, melyek csupan négyzetszamokbol
és kobszamokbdl allnak. Ezen kiviil sikeriilt jellemezni azon szamtani soro-
zatokat, melyek tagjai teljes n-edik hatvanyok, illetve négyzetek vagy kobok.
Az eredmények tobbek kozott Euler, Darmon és Merel bizonyos idevagd
eredményeinek egyfajta tovabbvitelét is jelentik. Ezen til jellemezte az 0sszes
un. "hatvanygazdag” szamtani sorozatot is. Végil, megmutatta, hogy ha
X egy 2-nél nagyobb abszolut értéki teljes hatvany, akkor barmely, az X-et
tartalmazdé teljes hatvanyokbdl allé szamtani sorozat hossza X segitségével
korlatozhaté.

Sikertilt csupan a természetes paraméterektol fiiged fels6 korlatot ad-
nia S-egységek Osszegeibdl allo halmazokban taldlhaté szémtani sorozatok
hosszara. Tételét Green és Tao primekbol allé szamtani sorozatokkal kap-
csolatos eredményével kombinalva, altalanos formaban negativ valaszt adott
M. Pohst egy primszamok eldallitasaval kapcsolatos problémajara. Az alap-
eredményt Bérczes Attilaval és Petho Attilaval norma forma egyenletek
megoldashalmazaban taldlhaté szamtani sorozatok hosszanak korlatozaséara
is alkalmazni tudtdk. Késébb az eredeti tételt Addmmal és Lucdval kvanti-
tativ alakban is levezették.



Péarhuzamosan tobb Mordell-Weil bézist hasznalva Kovaccsal kidolgoz-
tak egy olyan eljarast, amely az elliptikus egyenletek megoldasara szolgalo,
Gebel-Pethé-Zimmer illetve Stroeker-Tzanakis eredményein alapul6 Ellog al-
goritmus javitasat szolgdltatja. Eljardsuk eredményeként a konkrét egyen-
letek megoldasédhoz sziikséges id6 akar a korabbi id6é 10-20 szézalékara is
olvadhat.

Polinomok. Bizonyos feltételek mellett Tijdemannal egy jellemzését adtak
azon polinomoknak, melyek végtelen sok k-tagu polinomot osztanak. Ered-
ményiik a kapcsolédd, Posner és Rumsey illetve Gyory és Schinzel nevéhez
flizodo sejtéssel illetve probléméaval kapcsolatban is 11j informaciokkal szolgal.
Turi-Naggyal kozosen szamos tételt nyertek bizonyos specidlis, de fontos poli-
nomcsaladokhoz tartozo polinomok 6sszegének gyokszerkezetével kapcsolat-
ban. Eredményiiknek tobb, diofantikus egyenletekre vonatkozé alkalmazasat
is adtak.

Diszkrét tomogrdfia. Tijdemannal felkérésre egy konyvfejezetet készitett
kordabbi valamint 1j diszkrét tomografiai eredményeik felhasznalasaval. Az
altaluk lefektetett elméleti alapok Osszefoglalasa mellett egy 1j kutatasi iranyt
is kezdeményeztek, toréttvonalak (illetve még dltaldnosabb gorbék) mentén
vett vonalGsszegek vizsgalataval. Az ilyen tipusi vizsgalatok gyakorlati szem-
pontbdl is érdekesek lehetnek, példaul fénytorés esetén. Egy onallé cikkben
bizonyos esetekben egyértelmii rekonstrukciét garantdléd feltételeket adott.

Szomszédsagi szekvencidak. Hajdu Andrassal és Tijdemannal sikertilt jel-
lemezniiik a metrikat generalé végperiodikus szomszédsagi szekvencidkat Z"-
en. Eredményeink lényegesen tovabbviszik és kiterjesztik Yamashita és Iba-
raki idevago, a témakor alaperedményeinek szamito tételeit. Hajdu Andrassal,
illetve Hajdu Andrassal, Fazekassal és Tothttal osszegezte illetve tovabbvitte
az un. oktagonalis szomszédsagi szekvencidk halostruktirajaval kapcsolatos
vizsgélataikat.

Diszkreét fiigguényegyenletek. Tobb szerzd eredményeihez kapcesolédva Haj-
du Gabriellaval meghatarozti az un. Hosszu-féle fiiggvényegyenlet Gsszes
megoldasat a Gauss-egészek és az Eisenstein-egészek felett. Ezen kiviil tobb,
Ramanujan egy azonossdgéara vonatkozd eredmény kiterjesztését és altalano-
sitasat adtédk.

Liptai Kalman

Florian Lucdval, Pintér Akossal és Szalay Laszloval kozosen altalanosi-

/////
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f(x) = g(y) alaku szepardbilis diofantikus egyenlet megoldasainak szémara.

Nyul Gabor

Gaal Istvannal kozos, 2006-ban megjelent cikkében az index forma
egyenlet p-adikus véltozatanak megoldédsaval foglalkozott. Eltekintve egy
N. P. Smart altal megoldott példatdl, ilyen egyenletet numerikusan eddig
még nem oldottak meg. A bikvadratikus szamtestek esetén vizsgaltdk eze-
ket az egyenleteket, és adtak a megolddsukra jol mikodo algoritmust. Az
esetek jelentos részében a megoldast egy raciondlis egészek feletti S-egység
egyenlet megoldasara sikeriilt visszavezetni, ezekben az esetekben mddszeriik
kiilonosen hatékony. A kivételes esetben, amikor az egyenlet jobb oldalan sze-
repel olyan primszam, mely a bikvadratikus szamtest mindharom masodfoku
résztestében két kiilonbozo primidedl szorzatara bomlik, meg kell még oldani
egy S-egység egyenletet a negyedfoku test felett is. Mddszeriiket tobb példan
keresztiil is szemléltették.

2007-ben benyujtotta és sikeresen megvédte PhD doktori értekezését. Eb-
ben 0Osszefoglalta algebrai szamtestek monogenitasaval, hatvany egész ba-
zisokkal, index forma egyenletekkel és testindexekkel kapcsolatos eredményeit.
A testindexek (azaz az algebrai szamtestbeli primitiv algebrai egész elemek
indexének legnagyobb kozos osztdja) meghatarozasaval foglalkozé részben
parametrikus szamtestcsaladokban vizsgalodunk. Egyrészt az un. Kishi-
féle harmadfoki szamtesteknek adtuk meg egy egész bazisat, kiszamoltuk az
ezekhez tartozd index formékat, és ezek vizsgalataval bebizonyitottuk, hogy
a szamtestcsalad minden tagjanak testindexe 1. Maésrészt a legegyszeriibb
negyedfoki szamtestek csaladjaban igazoltuk, hogy a testindex 1 vagy 2,
attél fiiggden, hogy a testet meghatarozé paraméter paros vagy paratlan. A
disszertacié ezen fejezete egyelére még nem lett publikalva, mivel tovabbi
szamtestcsaladok hasonld vizsgalata van még folyamatban, illetve tervezve.

Florian Lucaval kozosen egy kozlésre elfogadott cikkében egy korabban
mar vizsgalt, binomialis egyiitthatokra vonatkozo oszthatdsagi problémaval
foglalkozik. Nevezetesen, rogzitett k pozitiv egész esetén keressiik azokat az
n értékeket, melyekre nk | (Z) teljesiil. Kordbban Nyul Gébor abban az
esetben adott valaszt a probléméra, amikor £ primszam vagy k = 4. Ebben
a cikkben tetszoleges k esetén megoldottak a problémat, sikeriilt leirni azt
az m értéket, amire teljesiil, hogy a megoldasok halmaza bizonyos modulo m
maradékosztalyok unidja, tovabba primhatvany £ esetén pontosan le is irtak



ezeket a maradékosztalyokat. A gondolatmenetet kovetve barmilyen konkrét
k esetén lehetséges a maradékosztdlyok meghatarozésa.

Olajos Péter

Orosz FErzsébettel kozos cikkében a KIEX programozasi nyelv és a ma-
tematikai médszertan egy lehetséges kapcsolatdt mutatja be. A dinami-
kus LaTeX alapu pdf félidk megvaldsitasi lehetoségei a mddszertani elve-
ket nagy mértékben tamogatjak, ezzel segitve pl. akéar diofantikus egyen-
letek megoldasi lehetoségeinek, fiiggvények abrazolasanak, tulajdonsagainak
szemléltetését. A cikkben szamos stilus és médszer keriil bemutatasra.

Hajdu Lajossal, Liptai Kdlmannal és Pintér Akossal kizdsen a
balancing szamok egy tjabb altalanositasat vizsgalja. Ebben tobb érdekes
tulajdonsag mellett azt is bizonyitja, hogy bizonyos feltételek mellett, csak
egy olyan (a, b) tipusu balancing szam van, mely teljes hatvany. A bizonyitas
soran felhasznélja Bennett és Skinner egy mély eredményét, tovabba az ellip-
tikus és hiperelliptikus gorbékre vonatkozé egész pont keresési algoritmusokat
(pl. MAGMA program hasznélata).

Liptai Kdlmannal kozosen a kordbban bevezetett (a,b) tipusi balanc-
ing szamokra vonatkozodan vizsgaljak meg azt a kérdést, hogy vannak-e azo-
nos elemek kiilonb6z6 tipusi balancing szamcsaladok kozott. A probléma
szimultan Pell-egyenletek megoldésara vezet vissza, melyeket Szalay egy 1j
eredménye ill. a Baker-Davenport médszer segitségével oldanak meg.

Pink Istvan

A kétvaltozds polinomialis diofantikus egyenletek egy fontos osztalyat
képezik az un. szuperelliptikus egyenletek. Legyen f(z) € Z[x] egy legaldbb
két kiilonbozo gyokkel rendelkezo d > 2 foku egész egyiitthatds polinom és
legyenek w # 0 valamint n > 2 adott egész szamok. Tekintsiik az

f(z) = wy" (1)

un. szuperelliptikus egyenletet, ahol az ismeretlenek az x, y raciondlis egészek.

Az elmilt években sokan vizsgaltdk az (1) szuperelliptikus egyenletet
abban a specidlisabb esetben, amikor az f(z) egy adott negativ diszkri-
minansu kvadratikus fépolinom s6t abban az altaldnosabb esetben is, ami-
kor az f(z) diszkrimindnsdnak csak a primosztdi fixek. A jelenleg ismert
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hatékony effektiv médszerek (pl. Baker-mddszer, modularis mddszer, Lucas-
sorozatokban el6fordulé primitiv primoszték) alkalmazédsdval és kombindld-
saval sok esetben sikeriilt az (1) egyenlet 6sszes megolddsat megadni.

Ehhez a vizsgélatokhoz kapcsolddva, Pink az (1) egyenletet vizsgalta
abban az esetben, amikor w € {1,4} valamint f(x) egy olyan kvadratikus
fépolinom amelynek a diszkrimindnsa nem rogzitett, hanem adott primekkel
oszthato. Bugeaud és Shorey egy eredményének gondolatmenetét kiterjesztve
és ezt lokdlis mddszerekkel kombindlva éles explicit korlatokat nyert az n
kitevore. A kapott becsléseket Cohn és de Weger bizonyos eredményeivel
kombinalva megadta az

22 4+ 29305770 = o

egyenlet Osszes olyan x,y,n, a, 3,7, 0 megoldasat melyekben oo > 1. Ezzel j6
néhany korabbi idevago eredmény altalanositasat nyerte.
Bérczes Attilaval kozosen irt dolgozatban az

2+ p? =y (2)

egyenlettel foglalkozott, ahol p < 100 egy adott prim és bizonyos természetes
feltételek mellett megadjuk a (2) egyenlet Gsszes x, y, n, k megoldasat.

Pintér Akos

Pintér Akos a diofantikus egyenletek két osztalyaval foglalkozott, és nyert
a megoldasokra effektiv és ineffektiv végességi allitasokat.

Gyory Kalmannal kozosen folytatta az egymés utan kovetkezo egész sza-
mok szorzataiban el6fordulé ”‘majdnem” teljes hatvanyok vizsgélatat. Ben-

nettel, Gyoryvel és Mignotte-tal kozosen tanulmanyozta az
Ax"™ — By" = +1

alaku, ismeretlen fokszamu, binomialis Thue-egyenleteket, ahol n > 3, z,y
ismeretlen egészek, tovabba az egyiitthatok AB szorzatanak is csak a prim-
faktorai rogzitettek. A Compositio-ban megjelent cikkben a szerzok tel-
jesen megoldottak a fenti egyenletcsalddot, amikor AB-nek legfeljebb két
kilénbo6zo primfaktora van, és azok egyike sem nagyobb 13-nal. A tétel
bizonyitasaban a diofantikus szamelmélet szinte valamennyi mély modszerét



kombinalték, igy Baker algebrai szamok logaritmusainak linearis formaira vo-
natkozo effektiv becsléseit, Wiles, Kraus, Bennett, Skinner és masok altal ki-
dolgozott, illetve a szerzok altal tovabbfejlesztett modularis médszert, klasszi-
kus, a korosztasi testek segitségével nyert eredményeket és szamitogépes
eljarasokat. Késobb, Gyory Kalmannal kozosen kiterjesztette ezt az ered-
ményt arra az esetre, amikor a primfaktorok 29-nél nem nagyobbak. A
szerzOk numerikus eredményeiket egy kiilon cikkben foglaltak ossze.

Pintér folytatta az Sy, (x) = 1¥+2F+. . .+ (x—1)* 6sszeg hatvanyértékeinek
vizsgalatat. A Baker moddszer és a modularis technika 6tvozésével bebi-
zonyitotta, hogy az Si(r) = y" egyenletnek (k < 169, k paratlan, n > 4,
n paros) csak trividlis (x,y) = (2,1) megoldasa van.

A mésik kutatdsi irdny az f(z) = g¢(y) alakd, szepardbilis diofantikus
egyenletek vizsgalata volt. Bilu és Tichy adott egy kritériumot annak el-
dontésére, hogy az ilyen tipusi diofantoszi egyenleteknek mikor van végtelen
sok egész x,y megoldasa, azonban konkrét esetekben ezt a tételt nehéz alkal-
fellép6 diofantikus egyenlet megoldasaira.

Péter Gyongyvérrel és Andrzej Schinzellel kozosen, ugyancsak a Bilu-
Tichy tételt alkalmazva, végességi tételt bizonyitott trinomok kozos értékeire.

Rakaczki Csaba

Cikkeiben Rakaczki szamos 1j ineffektiv, effektiv és numerikus eredményt
bizonyit binomidlis egyiitthatékkal, illetve hatvanyosszegekkel kapcsolatosan.
Altalanos ineffektiv allitast igazol az

7 () =)

alaku egyenletek © > m, y > n egész megoldasaira vonatkozéan, ahol m,
n adott pozitiv egész szamok, F(z) pedig egy linearis vagy primfokszamu
egész egyutthatos polinom. Disszertaciéjaban meghatérozza mindazon m, n
pozitiv egészeket és A # 0, [ racionalis paramétereket, amelyek mellett az

Flz,y)=z(z—-1)---(z—m+1)—-Ay(y—1)---(y—n+1)—1=0

egyenlet csak véges sok x, y egész, illetve racionalis megoldassal rendelkezik.
Sikeriilt teljesen lefrnia mindazon (m, g(y)) parokat, amelyek mellett az

Sp(x) = 1™ 42" 4 .. 4 2™ = g(y)
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egyenletnek végtelen sok megoldasa lehet, ahol m pozitiv egész, g(y) € Q[y]
pedig egy legalabb harmadfoki polinom.
Effektiv fels6 korlatot nyert mindazon x > m, y > n egészekre, amelyekre

az f(z) +g(x), (:1)’ (i)

szdmok valamilyen sorrendben szédmtani sorozatot alkotnak, ahol f(z) € Q[z]
egész értéki, legfeljebb m — 1-ed fokud polinom, g(x) € Z[x] tetszbleges poli-

nom.
Végil meghatarozta a
()= (1)
m n
egyenlet 0sszes megoldasat abban az esetben, amikor
(m,n) € {(2,3),(2,6),(3,4),(4,6)}

és 0 < k <10.

Pintérrel kozosen megmutattak, hogy ha egy n > 5 paratlan fokszdmu
B, (z) Bernoulli polinomot eltolva egy tetszéleges komplex b szammal, akkor
az igy kapott B, (x)+0b polinom mindig rendelkezik legaldbb harom egyszeres
gyokkel. n > 8 péros fokszam esetén azt sikertilt igazolniuk, hogy legfeljebb
egy olyan b komplex szdm létezhet, amelyre az eltolt B,(z) + b Bernoulli
polinomnak nincs harom paratlan multplicitasu gyoke.

Az el6z6, Bernoulli polinomokra nyert allitasok egy analdog verzidjat iga-
zolta Euler polinomokra vonatkozéan. FEzen eredmények alkalmazésaként
effektiv végességi tételt bizonyitott Euler polinomokat tartalmazoé, algebrai
egész egyltthatos hiperelliptikus egyenletekre vonatkozodan.

Sikeriilt belatnia ortogondlis polinomok egy csalddjardl, a H,(x) Hermite
polinomokrdél, hogy n > 7 fokszdm esetén a polinomesalad H,(z) + b eltolt-
jainak van legaldbb harom egyszeres gyoke barmely b € C komplex szam
esetén.

Részben a beszamolasi idoszak alatt elért eredményeket felhaszndlva, Ra-
kaczki Csaba (2005), Pink Istvan (2006) és Nyul Gabor (2007) elkészitette
és megvédte PhD disszertaciéjat, tovabba Bérczes Attila illetve Pintér Akos
2009 februarjaban beadta habilitaciés illetve MTA doktori értekezését.



