KET VEGEN FELFUGGESZTETT GERENDA STABILITASANAK
VIZSGALATA A MATRIX.SZAMITAS SEGITSEGEVEL

LOVASS-NAGY VIKTOR

Bevezetés

Jelen dolgozat szerzéje egy korabbi munkajiban foglalkozott két
végén szabadon felfiiggesztett gerenddk oldalirdnyt kihajlassal szembeni
stabilitasanak matematikai vizsgilatdval, azon esetekben, amikor a geren-
dat a kozéps6 keresztmetszet sulypontjaban haté koncentralt vagy egyen-
letesen megoszl6 eré terheli. Az aldbbiakban — két, egymdsra merdleges
szimmetriasikkal biré — gerenddnak tefszésszerinti fiiggileges iranya ter-
helés hatasdra létrejové deformaciéjat fogjuk vizsgalni, azon esetben, amidén
a gerenda oly mdédon van két végén felfiiggesztve, hogy a forgist megengedd
felfiiggesztési pontok a szélsé keresztmetszetek sulypontja f6litt, valamelyik
f6-inerciatengelyben fekszenek?.

A vazolt esetben kétféle egyensilyi helyzet lehetséges :

1. A gerenda csak fiiggileges lehajlast és egyes keresztmetszetek csak
a gerenda hossztengelyére merdleges vizszintes tengely koriili elforduldst
szenvednek. Ennek az egyenstlyi helyzetnek a labilis vagy stabilis volta
a felfliggesztési pontok helyzetétdl fiigg. Ha a felfiiggesztési pontok elhelye-
zése olyan, amely mellett a most korilirt egyensilyi helyzet labilis, akkor
létezik egy madsik, stabilis egyensilyi helyzet is, amelyben a gerenda a 2. alatt
vazolt deformaciét szenvedi.

2. A gerenda az adott terhelés hatasira mind fiigg6leges, mind vizszin-
tes iranyban kihajlik, és az egyes keresztmetszetek mind a hossztengely,
mind az arra merdleges vizszintes és fiiggbleges tengely koriil elfordulnak.

A kovetkezd szamitasok céljat azon kérdés megvalaszolisa képezi,
hogy vajon lehetséges-e a gerenda felfiiggesztését oly médon eszkozolni,
hogy a gerenda stabilis egyenstlyi allapota az 1. pontban vazolt legyen.

DLasd: [1], [2] (p. 242) és [3]. Temoshenko [2] dolgozatédban két végén befala-
zott derékszogli négyszog-keresztmetszeti gerenda kozépsé keresztmetszetének
stlypontjdban hat6 koncentrélt erd altal eléidézett kibillenését vizsgalta, Csonka P. [3]
pedig a két végén keresztmetszetének sulypontja felett felfiggesztett, egyenletesen
megoszlé erdével terhelt derékszogli négyszig-keresztmetszetii gerenda kibillenésével
foglalkozott.

) Szamitdsaink nyilvdnvaléan olyan gerenddkra vonatkoznak, amelyek anyaga
homogén, izotrép és tokéletesen rugalmas. A levezetett eredmények nem alkalmaz-
haték vékonyfalti szelvényrészekb6l oOsszetett kerevtmetwetekre, ahol az o6vhajli-
tésok is figvelembeveenddk.
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oo Jelolések

F 2 a deformaélatlan silyponti szél valamely pontjénak tévolsiga a defor-
g maélatlan sulyponti szdl kézéppontjatdl, a deformaélatlan sdlyponti szl
¢ mentén mérve ;

L $ ... a deformalt stlyponti szél valamely pontjdnak tdvolsiga a deformélt
; stlyponti szdl kézéppontjatdl, a deformalt stilyponti szal mentén mérve ;
4 r(z) ....a deformdlatian silyponti szal kozéppontjatédl a deformadlatlan salyponti

szé&l mentén nért z tavolsdgra levé pont helyzetvektoras ;
F r(s) ....a deformdlt stlyponti szdl koézéppontjétol a deformdlt sitlyponti szél
! mentén mért s tévolsigra levé pont helyzetvektora ;

: reeooa a lentebb értelmezends Q erd tdmadasi pontjanak helyzetvektora ;

i . P(z) ...a gerenddra haté (a deformélatlan salyponti szdl hosszegységére vonat-

' koztatott) terhelés az r(z) helyzetvektort pontban ;

I P(s) ...a gerendara haté (a deformdalt sdlyponti szdl hosszegységére vonat-

b koztatott) terhelés az »(s) helyzetvoktorui pontban ;

. a gerenda jobboldali végén haté koncentralt (reakeid-) erd ;

» M(z) ...a gerenda valamely 2z koordinitdju keresztmetszetétél jobbra esé (azaz

. ) . z-t6l + 1/2-ig terjedd) darabjara haté nyomatékvektor-eredé ;

P M(s) ...a deformalt gerenda valamely s koordindtéji keresztmetszetétél jobbra

b esé (azaz s-t6l + l/2-ig terjedd) darabjdra haté nyomatékvektor-ereds ;

[ © a4 B..jelenti azon széget, amellyel az egyensilyi helyzetkten a gerenda tetszés-
szerinti keresztmetszetének fdinerciatengelyei eredeti fuggéleges, illets-

leg vizszintes helyzetiikhoz képest a felfiiggesztési pontokon &t fektet-
heté tengely koril elfordulnak ;

a....... jelenti azon (véges mértékii) szoget, amellyel a gerenda két széls6
keresztmetszetének féinerciatengelyei eredeti helyzetiikhoz képest elfor-
dulnak ;

B.o...... jelenti azon (elsérendfien kicsiny) szdget, amellyel a gerenda valamely

keresztmetszetének . féinerciatengelyei a deformalt &llapotban a két
526186 keresztmetszethez viszonyitva elfordulnak ;

1. megjegyzés: Mivel a jelenség a-ban szimmetrikus, « pozitiv irdnya tetszés
szerint vélaszthato., A kovetkezd szamitésokban a-t f-val megegyezé irdnyitdsunak
vessziik, A B szog pozitiv irdnya megegyezik a lentebb értelmezendd §, vektorhoz ren-

' delt jobbcsavar-irdnnyal.
2. megjegyzés: A gerenda 2. fajta egyensulyi helyzetének kialakuldsa dgy is
/ elképzelhetd, hogy elészér az egész gerenda (deformalédds nélkiil) elfordul a felft gzesz-
tési pontokon atfektetett tengely koriil a szdéggel, majd a gerenda két végét ebben a
: helyzetben rogzitve (befalazva), a gerenda az eredetileg adott fiiggéleges irdnyu ter-
helés hatdsara deformalodik, amely deforméciot a fenti g szdg, tovabbé a lentebb értel-
mezendd ¢ és y szogek, valamint u és v elmozduldsok jellemeznek.

1 Ny, Ny, by, .8z a széggel elfordult, de még nem deformélédott gerenda kozépséd
keresztmetszetének fé-inerciatengelyeivel és a gerenda sulyponti szé-
laval egybeesd, az adott sorrendben jobbesavar-rendszert alkoté egység-
vektortharmas ;

ny, ny, £, a deformalt gerenda valamely keresztmetszetének fé-inerciatengelyei
vel és a deformélt sulyponti szdlnak az illeté keresztmetszet sulypont-

' jéhoz tartozé érintdjével egybeesd, az adott sorrendben jobbcsavar-

rendszert alkoté egységvektor-hdrmas; az aldbbiakban : »kisérd tri-
. édery;® ) :
i @. ......a deformilt gorenda sulyponti széla t érinté-vektordnak az nyy-f, sikra
vald vetiiletének a #, vektorral bezért (elsérendtien kicsiny) szoge (illetve
a vetillet irdnytarigense) ;

Pooounnn a deformdlt gerenda sulyponti szdla t érint-vektordnak az my-1, sikra
valé vetiiletének a t, vektorral bezért (elsérendlien kicsiny) szoge
(illetve a vetiilet irénytangense) ; i

. 3) A »kisérd triéder« kifejezést a geometriai széhasznalattol eltérdleg, a rugalmas
T rudak elméletében &ltaldban szokésos értelemben hasznéljuk.
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3. megjegyzés: @, illetve p akkor mindsitenddk pozitivaknak, ha forgési irdnyuk
megegyezik az My, illetve mn,, vektorhoz rendelt jobbcsavar forgisi irdnyéval. .

4. meg]egyzes A B, ¢ és p szogek felhasznéldsival az ny, ny, t, »alap-triéder«
é8 az ny, Ny, trkisérd-tridder« kozott a kovetkezd Gsszefiiggések irhaték fel:#)

=1 eny + B ony—g
n,=—pf-ngy+1-ny + p-t
=@My — P My -1

Uerrnn .. a deformélt gerenda valamely keresztmetszete sulypontjinak (els6-
rendiien kiesiny) elmozduldsa az a szdggel elfordult, de még nem de-
formélédott gerendéban elfoglalt helyzetéhez képest, az n,, vektorral
megegyez6 irdnyban ;

Vier a deformélt gerenda valamely keresztmetszete sulypontjdnak (elsd-
rendiien kicsiny) elmozduldsa az « széggel elfordult, de még nem defor-
mélédott gerenddban elfoglalt helyzetéhez képest, a n,, vektorral meg-
egyezo irdnyban,

3. megjegyzés : Az u, illetve v elmozdulést akkor mlDOSltJllk pozitiv nak ha az meg-

egyez irdnyu az ny, illetve az m,, vektorral.

6. megjegyzés : Minthogy feltevésiink szerint a gerenda a szoggel elfordul de még
nem deformélédott helyzetét6l szémitott - + ny v deforméciés elmozdulés
elsbérendfien kicsiny, tovdbbd f, irdnyt elmozdulds nines, mésodrendii kicsinyektsl
eltekintve irhatjuk, hogy

s =2z,
r(s) — »(z),
i —l_r(f)_‘ _ldr 1
i ds | = dz i '
Tovabba :
du dv
Al Rl

(Tehdt, pozitiv u-hoz pozitiv ¢, pozitiv v-hez negativ yp tartozik.)

1. §. A folyamatot leiré differencidl-egyenletek megszerkesztése

A folyamatot leiré differencial-egyenletek megszerkesztése végett ele-
gend6 a gerenda egy tetszileges darabjara (példaul a szilardsdgtanban szo-
kdsos médon a gerenda valamely kivalasztott keresztmetszetétdl jobbra esé,
azaz z-t6l -+ l/2-ig terjedd, gerenda-darabra) haté nyomatékvektor-eredd-
nek az egyensily fenndlldsa esetén vald eltlinését felhasznalni.

A fentebb bevezetett jelolések figyelembevételével :

12
() M) =|[r(e)—r(s)]x P(o) #0)|do + [r, — r(s)] X O

D Az ng, ny,, t alap-triédert az n,(2), n,(2), t(z) kiséré-triéderbe forgaté matrixnak
itt felhasznalt alakja kozvetlenill adddik az dgynevezett Cayley-féle formulakbél (lasd
példdul [4]-et, p. 210), ha a végtelen kis forgasnak megfeleléleg az ott szerepld para-
méternek csupé-n elsé hatvényait tartjuk meg.
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Ebbdl (a 6. megjegyzésben foglaltak alapjan) nyerjiik, hogy

12
(2) M(z) = [ [(9) —1(2)] x PE)d+[r—r ()] x Q
ahol

1(2) == Nyg-u(z) + Ny (z) T+ 152

Annak érdekében, hogy az elemi rudelmélet hdrom alap-differencial-
egyenletét felirbassuk, a' fenti M (z) nyomatékvektor-eredének a deformalt
gerendan kivalasztott valamely keresztmetszet {G-inerciatengelyei és a defor-
malt salyponti szal érintéje altal alkotott my, m,, ¢ »kiséré-triéder« egység-
vektorokra valé vetiileteit kell képezni. Ilvinédon az egyenstly feltételeként

azt nyerjiik, hogy \
d
. B --% — M(z)-n,
dg
: By —— = M(z)-n,
(‘3) 1 dz ( ) 2
% a1
. . dz

A (3) egyenletrendszerbdl (a 4. és 6. megjegyzésekben foglaltak figye-
lembevételével) az alabbi egyenletrendszerre® jutunk :

dw - du(z)
— By = M o+ PE) M — = t"] :
" | d
) — B, d:‘ = M(z)-| — P(z)ny + Mgy —2(;@ "ol
c 4B = M(z)- [ 2u7) Ny T dv(e) Ny —
dz 3 dZ

5) A (4) egyenletrendszerben B, és B, a gerenda 6 hajlitasi merevségeit, C pedig
a torziés merevségét jelentik.

ahol J, ésJ, a gerenda-keresztmetszet f6-inercianyomatékai az 1-, illetve 2-jeli tenge-
lyekre és E a rugalmassigi modulus, és C = J; G, ahol J; a gerenda-keresztmetszet
torziés nyomatéka és G a torziés modulus. A fd-inercianyomatékok meghatérozdsa
kozismert médon torténik. A torziés nyomaték meghatérozisat illetSleg lasd példéul
[5]-6t (p. 375), tovabba [6]-ot (VI. kétet. p. 151). Példdul a alappal és b magasséggal
biré négyszogkeresztmetszetii tartd esetén :
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Amennyiben a gerenda fiiggGleges irdnya terhelésének (hosszegysegle
vonatkoztatott) abszolat értéke a p = p(z) fiiggvény altal adott és a fel-
fiiggesztési pontok a szélsé keresztmetszetek silypontja felett 5 magassig-
ban vannak, akkor . irhatjuk :

P(z) = — [0y p(2)-sina + nyyp(z)-cosal,

O = (nyysina + nycosa) @,

l
rp=nyh 41 o

A jobboldali reakcié-erd abszolit értéke nyilvan

- 12
| . :
| Q:’}Z'J p() (é—H)dc.
—12
Ily médon adddik, hogy
12 l
M(z) = nmU p)E —2ds —Q (—) — z) COS t ——-
e -
a2
—nzoljp (C—z\d Q(»i—z) cos a —

2 12
._i%“) Y[ () — a( )]d:cosa—‘s"p‘(C)[v(C)—v(z)]dé‘sina+

+Qu(z)cosa—f—Q[h—v(z)]sina%.

b  ah
7= g, =20,

(8]

J; értéke csak végtelen sor alakban allithaté elé; keskeny (—;}i <—) tartéknal :
3b( N @
Ty =247 (1 —0,63 b) )
(Lasd példdul [6]-ot, VI. kitet, p. 153.)
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Az (5) Osszefiiggés figyelembevételével a (4) egyenletrendszerbdl azt
nyerjiik, hogy:®

d2v B . l . .
_BngE:U p(é)(g_z)dC—Q(;-—z [ecos a — B (2)sina] +
—{—th—:—sina .
\ 12 } .
= B2 | [p @@ —9a2 = 0[5 || sina + By conel —
. dz 2

© —Qh dv sin a
dz

v,
—cosqa — —sina} —
2 dz

o%%:[jzané—ﬂdf—Qfg_zﬂcm

2

;2
— [ p(©)[ull) —u ()] dL cos a + [ pO)[v(¢) —v(2)]dlsina—

—Qu(z)cosa—Q[h—v(2)]sina.

A (6) egyenletrendszer harmadik egyenletének mindkét oldalat 2 szerint
differencidlva, és rovidebb irdasméd céljabdl bevezetve a

12
f

g(2) = [ (&) (€ —2) dC—Q(i‘—z]

jelolést, a (6) egyenletrendszerbdl az aldbbi egyellletrendszert kapjuk :

2
B, v + sina~Qhrﬂ-ﬁ—Sinaog(z) f=—cosa-g(z)
dz? dz
2
(7) Bl-@—u—sina-th—v—l—cosa-g(z)ﬁ:—sina-g(z)
dz? dz
2 2
C’(jl—zf —cosa-g(2) (fl;: +sina-g (z) ZZ: =0

6) A maésodrendd kicsiny tagokat elhanyagoljuk.
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Annak érdekében, hogy mindhdrom egyenletben ugyanolyan dimen-
zidju kifejezések szerepeljenek, csszuk el a (7) egyenletrendszer els§ és maso-
dik egyenletét I-lel ; ily médon (az egyenletek sorrendjét célszeriiségi okok-

bél megvaltoztatva) nyerjik a gerenda deformdcidjit leirs, linedris, val-
tozd egyiitthatds differencidl-egyenletrendszer végleges alakjat:?

azp Jd?ue d2v )
7 —fcosa-g(z)—(i:;+s111a-g(z) 1 =10
1 ' 1 d2u 1 dv 1
8 cos &~ — + By - — —sina-Qh — — = —sina. —
(8) a lg(z)ﬁ. v ina-Q _ in a lg(Z)
. 1 1 du 1 d2v 1
—sina- —g(z sina-Qh—— + By— —— = —cosa- —g(2).
L R ~9(2)

A deformalt gerenda alakjat meghatarozé B (z), u(z), v (z) fiiggvények
a kovetkezd keriileti feltételeket tartoznak egyidejiileg kielégiteni :

(4]

o “(al=er)=e

Az a sz6g meghatirozisa abbdl a feltételbdl torténhet, hogy egyensily
esetén nines a gerendit a két felfiiggesztési ponton dtmend forgdstengely
koral forgaté nyomaték. Egyensily csetén tehat :

2 e A
(10) fp@ u@ dzcosa— [ p(z)|v(z) —hldzsina=0.
—i2 —12

A (10) egyenletbdl azonban nem csupan az adott b felftiggesztési ma-
gassdg esetén bekovetkezd elfordulds hatdrozhaté6 meg, hanem elGirhat6 az

) Ha a (8) 'egvenletrendszerben a helyébe zérust irunk, az egyenletrendszerb6l
% és v kikiiszobolheték és ily mddon B(z)-re a kovetkezd differencialegyenlet adédik:

@1
c’igg-f-‘CB—l[g(z)] g=0.

Ez az egyenlet magabanfoclalja az 8. Timoshenko [2], illetve Csonka P. [3] dolgozataiban
szereplé egyensulyi egyenlsteket. Példaul p = const egyenletesen megoszlé terhelés

P

2 .
esetén g (zy = <+ (z2 Avll;) és igv a B(z)-re addédé differencidlegyenlet az

a2/3 1 pz . le)
Sl e | B=
d2* ' CB; 4 (z 4 p=0

alakot olti..
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a elfordulasi szog értéke is, és ez esetben a (10) egyenletbdl meghatarozhato
a h felfiiggesztési magassag azon értéke, amelynél a gerenda stabilis egyen-
sulyl allapotdban a szélsé keresztmetszetek ~eredeti helyzetiikhoz kepest

éppen a szoggel fordulnak el :

2 2
cosa [ p(2)u(z)dz—sina [ p(2) v (2)dz

— 12 — 12

(11) fik -
sina { p(2)dz

— 2

/

2. §. A deformacidt leiré differencial-egyenletrendszer kozelité megolddsa
a matriz-szdmitas segitségével®

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket :

== 2 5 I
C’d— —cosa-lgfd—g sina-lg—-
dz? dz? dz?
1 dz2 d
L=| cosa-— i “sima@h—: |
A ' dz2 dz
d a2
— sin a- sina-Qh— By ——
5 ina lg S aQLdZ 2 k
T
1 0 5
e ——79 sin a Y — 1
cos a o
el

A bevezetett jelolések segitségével a (8) egyenletrendszer a kivetkezd
matrix-egyenlet alakjaban irhato : :

(12) Loy=n7».
A (12) egyenlet kozelité megoldasat keressiik y = ¢ —}y alakban, ahol
¢, sinacos a
Cire s SN a ;

C3 COS @

8) A matrix-szémitdsnak az aldbbiakban felhasznalandé fogalmait és jeloléseit
illetéleg lasd példaul : [7] és [8].
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tovabba y = y (2) tetszésszerinti olyan fiiggvény, mely legaldbb kétszer
differencialhaté és amely kielégiti az y (— [/2) = y (4 [/2) keriileti feltételt.
A ¢, ¢, ¢; dllanddk értéke oly médon vélasztandd, hogy a

L2
H = | (Ly)* (Ly) dz
— 2

»kozepes kvadratikus hiba« értéke minimalis legyen, aminek sziikséges fel-
tétele, hogy

- (13) grad, H=| —- 0

legyen.®
Nyilvanval619, hogy

2

it

— 12

[(L}y}cw r]dz =
2

— j [—;— e* (Ly)* (Ly) e—-) ¥+ (Ly) e ——e* (Ly)r + r*r | de

— 2

Ismeretes, hogy ha B tetszésszerinti kvadratikus matrix, akkor
grad, [¢*Be] =[B 1+ B*le,
tovabba; ha d tetszésszerinti oszlop-matrix, akkor :
grad, [c*d] =d,

tehat a c,, ¢y, ¢, egyiitthatok meghatarozdsara a (13) feltételbél a kovetkezd
egyenletet kapjuk!) : '

12 2
(14) U‘(Ly)* (Ly)dzle = lJ (Ly)* rdz .
—12 12

9 Az itt kovetett eljards lényegében Ritz kozismert moédszerének alkalmazésa
matrix-egyenletre. (Az altaldnos Ritz-féle midszert illetbleg lasd példaul [9])-et (p.205).
A Ritz-féle médszernek matrix-egyenletre valé alkalmazaséit illetéleg lasd : [11]

10) Ugyanis *(Ly)e = c*(Ly)*r

1 Ugyanis [(Ly)*(Ly)]* = (Ly)*(Ly)
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A (14) matrix-egyenletb6l adédik, hogy

¢y 8in acos a l L2 I— 1 L2 I 0
(13) | cysina = l (Ly)*Ly dz -3 — J (Ly)*gdz! - | sina
€4 COS ¢ I - | . ' ‘cosa

Ebbél a ¢, c,, ¢z egyiitthatok oszlop-matrixa :1

¢ [ -1 12 0
(16) ¢ | = (Ly)*Lydat -1 — | (Ly)*gdz - |1
c s : 1

w

3. §. A h felfuggesztési magassdg kritikus értékének meghatdrozdsa

A dolgozat most kovetkezd, befejezd részében a fentebb levezetett
Osszefiiggések’ felhasznalasdval meghatarozzuk a % felfuggesztési magas-
sagnak azt a kritikus értékét (A;), amellyel egyenld vagy amelynél nagyobb
felfiiggesztési magassidg esetén a gerenda stabilis egyensilyi helyzetében nem
gorbiill ki oldaliranyban, illetve amelynél kisebb felfiiggesztési magassag
esetén a gerenda stabilis egyensulyi helyzetében oldaliranyban kigérbiil.

Minthogy feltételezésiink szerint u = ¢,y sina és v = c; ¥ cosa, tehat
a (11) egyenlet felhasznaldsaval nyerjiik :

12
sinacosa | p(2)y (2)dz
—i2
a7 ==
sin a‘ p(z)dz
—i2

A (17) egyenlet magaban foglalja mind a labilis, mind a stabilis egyen-
sulyi helyzet fennallasinak feltételét; az egyenlet jobboldalan allé tort
szamlaléjat és nevezdjét sin a-val elosztva, nyerjik a stabilis. egyensilyi
helyzet esetén fenndllé osszefiiggést. A hyir értékét abbdl a feltételbdl nyer-
jik, amely szerint, ha a felfiiggesztési magassdg értéke éppen egyenld hyri-
sal, akkor a stabilis egyenstlyl helyzetben a = 0 (aminek kovetkeztében,
feltevésiink értelmében: g = 0 és u = 0).13

12) Ugyanis

— c;sinacosa — sina cosa 6 0 ¢
cysina = 0 sina 0 A
. _ c;eosa  _|  |_ 0 0 cosa _cy
tovabba :
sina cosa 0 0O 7j—-1 0 07
0 sna 0 sna |=] 1
0 0 cosa _| cos a 1
13) Ugyanis — feltevésiink értelmében --- B = ¢, y (z)sin acos a.
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A fenfiek szerint :

2

[ ]
Jr@y)de
—im

(18) hirit = — (cq — €3).

12
{p(2)dz

— 12

Az y = y () fuggvényt a fentiek szerint elbirva, a hyi-hoz tartozéd Cs,
illetve c;a (16) egyenletb6l @ = 0 helyettesitéssel nyerhetd. Jelsljik rovidebb

2
frasméd végettd—z-et y"-vel ; akkor a (16) egyenletbdl a = 0 helyettesi-

dz

téssel nyerjiik, hogy

51

C3

(19)

12

12

c f@/”z dz + l—l; J‘gz yrdz

—1'2

— 12

lj2

Tu?

U2

— Ol ngﬂz dz + E;l_ [gyy// dz

12

— clJ gy dz + ~Bll gyy"dz ¢

-2

L2

— 2 -
0
2
Ly
l_z,'z
y2 )
— B, ng” dz
—12
0

l2 “g2 yl/2 dz _I_ B% J‘ynZ dz 0
iz

4
2 -

-2

12

— /2

2 l
B (y"dz
— 2 |
0 0
0 1
yz
— B, j gy" dz
— 12 —- _ 1 -]

59



A (19) matrix-egyenletbdl ¢, és ¢; értékére a kovetkezbket kapjuk :

L2 12 12 S o2
( Cl gy”zdz—}—~‘gJ‘/”d’)lngdez—(OJl 2d z+ g2 zd@)BIJgJ”dz
- ]

— 12 — 12 12 — 12 Azz —12

3

U2 l 2 _ 2 L2 B 2 2
[ "2 dz —l— g2 y? dz)(lzjg2 y"2dz+ B3|y d'/) ( J y"2dz —|——l—1J-gyy” dz)
. 12

._1) I\—172 —1 -2 -2

14

lv

L2

Vgy"dz
el 2
€3 = B, 12 .
‘ ynz dz
—I/2
!

Minthogy az y = y (2) fiiggvény — a fentiekben eldirt differencidl-
hatosagi és keriileti feltételektd] eltekintve — tetszésszerinti fiiggvény lehet, -
célszerii az y = y (2) fiiggvényt Ggy megvélasztani, hogy a v = ¢3 cos a-y (2)
képletbSl a = 0 helyettesitéssel ad6dé v = c¢; y (2) kifejezés éppen az oldal-
iranyban ki nem*gérbiilt gerenddnak a p (z) fiiggéleges irdnya terhelés hata-
sara bekovetkezo lehajlasdval legyen egyenl6. Ez nyilvan bekovetkezik,
ha y (z)-t Ggy valasztjuk, hogy kielégitse az alabbi egyenletet :

(20) Y= g (2)
p(2)dz- 12
—i2
" . .. 1 , A l
A (20) egyenletbil y (2) kétszeri integralassal és az y|— 7} =y|+ -;;) =0

keriileti feltételek figyelembevételével adédik. Bevezetve a

R

~=g(2); G(—=Il2)=G(+12)=0
dz?

feltételeknek eleget tevé G (2) fﬁggvényt, y (2) a kovetkezOképpen irhaté :

-
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Az y (2) fuggvénytily médon adva meg, a ¢, és ¢; allandékra a fentebbi kép-
letekbsl a kovetkezd értékeket kapjuk :

1
Cg=—- X
B,
12 2 B 12 12 112 L2
1 i 1 * 1
L (e —(gpdz + 21t {20z —J?dz(j 2z ——Jszdz
c5.)’ {Jg + e ) gl Jgrdet o o )”
— {2 — 2 -2 — U2 — 1’2 - 12 "
P 12 i 2 12 ;vi'/-zw T lzjlp(z)dz
i 1 . NI . 1 —I2
S PRSI (FY {_.Jf4(zz+ 2dz)—(——f— 3dz+~—J 2Gdz)
U‘(’ e e b A A ) R 71
By _1e 12 —12 iy 7 12
2
C3 = — ——l-‘p(z)dz
2 —.I"

A ¢, és ¢, allandbk.ismeretében a Ay értéke a (17) képlethdl meghata-
rozhaté. A gyakorlat szamara kiilonos érdekességgel bir az az eset, amikor

' 1
. B, és C akkordk, hogy az E}z- és Cl;; , tovdbbd az — - mennyiségek az egy-
1 1
séghez képest elhanyagolhatk ; ebben az esetben a hy-ra a kovetkezo
képletet kapjuk :

12
§p(2)-G (2)dz

1 By e
..)1) h ig —= -1 — Pt N Benilit ’
( = [ R
jp(z) dz
“2

G(2) =L (1624 —242212 1+ 514
384

tehat a (21) képletbdl Ay p-ra adédé érték:d

plt

(22) }l/\-m=—1——|1—'ﬁ — .
B} By | 120

2

) Amennyiben a %‘— hdnyados az egységhez képest elhanyagolhaté, a (21)

képletbdl addds érték mezgegyezik a Csonka P. [3] dolgozatiban a heri-ra levezetett
értékkel.
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HCCJENOBAHUE MATPUUHbBLIM METOAOM YCTOMYMBOCTWU TMOABEMEHHON
HA NBYX KOHLIAX BAJIKW

B. JloBaw-Hanp
Peswwme

ABTOP HCCIE1YET YCTOHUHMBOCTE Ganky (00nagaruieil By mMsi, B32aMMHO NEPIEHAHKYIAP-
HBbIMU IIIOCKOCTSAMH CHMMETPHH), MOABCILICHHON HA ABYX KOHLAX HaA LUEHTPOM TSHKECTH NOoile-
PEYHOTO CEYCHHSI, OTHOCUTENBHO GOKOBOrO M3rnfa B TOM clyuae, KOIAA TOUKM NCABECA JIEXKAT
Ha OIHOM M3 IIaBHBIX 0CeH MHEPLUMH KpaiiHero ceuenus. I1pu 3TOM NpPEANONAraeTcs, yTo 1ncBo-
pPOTY KpaHHMX CEYEHUIl Cuila peaxkuuy 110/1Beca He NPEensiTcTBYeT B WX COOCTBEHHOH IJIOCKOCTH.
B Hactosuel paGoTe paccMaTpHBAETCs1 BOIIPOC 00 yCJOBUAX CYINECTBOBAHMST YCTOMUMBOTO
MOJIOYKEHH ST PABHOBECHST OTHOCHTENBbHO OOKOBOr0 u3rmba B TOM 00mCM Cliyyae HAarpyskw,
KOrja 0aljika Harpy)<aercsi BEPTHKalbHO HaNPaBJCHHOH CHNoil, JeACTBYKCIIENH BAOIb BECOBOH
JIMHIH, 006pa30BaHHON LEHTPAMM TSDKECTH MOIEPEYHBIX CEUYCHHI, H pachpefeneHHoil B cooT-
BETCTBHU € NPOH3BOJILHOH (yHKUMEH.

JehopMupoBaHHbIH By, NPUHATHIA GanKkoil Nox AeHCTBHEM NaHHOM HArpy3Ku, Ompe-
Je151eTCA B MOJI0SKEHMH PaBHOBECHS CAEAYIOLIMMH JAHHBIMU :

a 03HauaeT (KOHEYHBIH) yro. NOBOPOTA INABHBIX 0CeH HHEPUMH ABYX KpaHHMX CEYeHHIA
63)‘[1\'}!, MO0 CPABHCHHIO C HCXOJHBLIM IIOJI0XKECHUEM.

f 03HauaeT yrosa (MajocTH NEpPBOTO IOPSAKA) HA KOTOPHIii IJIaBHblE OCH WHEPLEKH He-
KOTOPOTO MONEPEYHOr0 CEYEHMs! NOBOPAYMBAKTCS B AeGOPMHPCBAHHOM COCTOSIHUM IO CpPaB-
HEHUIO ¢ ABYMS KDPAiHMMH CEYEHHSIMM.

% W v 03HAYAIOT B3aUMHO NEPNEHAUKYJISPHBIE CMELIECHUST (MANOCTH TMEFBOrO NCPsAKa)
UEHTpa TSHKECTH HEKOTOPOI® TONEPEYHOr0 CeYyeHHsA NeGCpMULOBaHHON CajKH IO (PABEEHRIO
C TO0JIO KEHIeM 3aHATHIM B 0ajKe, MOBOPAuMBAaloLIeicsl HA YroJ a, HO He AedopPMUPCBAHKCH.

Ecau npegnonarate yroj a u3BEeCTHBIM, TO Heu3BecTHbe @ynkumn f(2), u (2), v (2)
MOYKHO ONpPeaenuTh M3 ypaBHeHMI (8) BHIPAXKAWMMX CYINECTBCBaHWE PaBHOBECUs], W M3
KpaeBbixX ycaoBuit (9). Yron a onpeaensieTcs n3 yCja0BHs], 4TO B Cly4de PaBHOBECHS HET Bpa-
IHAKMIEN0 MOMEHTa C OCLIO BpALICHHUA, npoxoumueﬁ 4yepe3 ABE TOYKH 1104BECa. (DyHKllHPl
B (2), u (2) u v(2), ynos:ieTBopsiomre cucreme AuddepeHunanbHbIX ypaBHenuit (8) u kpae-
BbIM yCIOBUAM (9), moayuyanTcst B 001eM B BUAE OGECKOHEUHBIX CTENEHHBIX psiaoB. IMpubin-
YKEHHO€ peLeHHe JaHHO# cucTembl AupdepeHIMaIbHBIX YPABHEHHH, YAOBAETBOPSIOMEE AAH-
HBIM KPAEBHIM YCJIOBUSIM, ONPEIAENSIeTCSI aBTOPOM INPU TOMOINM METOAA, SIBJISTICILET0CST MaT-
puuHbIM 0GoGennemM Merona Patiau Pumya. B 3axmoueHue OnpefesisieTcsi KPUTHYECKOE
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3naueHne (hkri) BBICOTHI TOYEK MoOxBECA Hau HEHTPaMHU TSDKECTH KpalHux ceueHwit. ns
BBICOT HO/BECA

) e AL

h = hkril :
A
fanKa He u3rnfaercs1 B 60KOBOM Hal'lpaBJIeHl‘m B CTa0HILHOM IOJI0YKEHUH DABHOBECHS, MEXAY 4
TeM KaK JUISL BHICOT 3
b < hrit ‘

OHa B TaKOM HanpaBJieHUM H3I'HMOaeTcs.
i
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i
INVESTIGATION, BY MEANS OF THE MATRIX CALCULUS, OF THE §
STABILITY OF A BEAM SUSPENDED AT TWO POINTS i
V. LOVASS-NAGY ' N
‘ Summary ‘

Developing his former investigations [see (1)], the author examines the sta-
bility against lateral buckling of a beam, having two perpendicular planes of sym-
metry and being suspended at two points above the centers of gravity of the end sec-
tions, the points of suspension being in one of the main inertia axes. The rotation of
the two end sections in their planes is not hindered by forced effects caused by the
suspension. ;

The author in his present paper endeavours to find the conditions of the exis- d
tence of stable equilibrium against lateral buckling in the general case of a beam being :
loaded by a distributed vertical load (defined by an arbitrary function) acting along o
the line containing of the centers of gravity of the sections. ¢

The deformation of the beam caused by the given load can be described by the ?
following quantities : :

the finite angle « by which the main inertia axes of the two end sections of the
beam are rotated from their original position ;

the (1-st order small) angle g by which the main intertia axes of any cross section
of the beam are rotated in the deformed state relatively to the end section ;

the displacements in two perpendicular directions » and v of the center of gravity
of any cross section of the beam relatively to its position occupied in the beam rotated
by an angle a but not yet deformed.

The unknown functions g (z), « (z), v (z), are determined by the equations (8)
expressing the conditions of equilibrium and by the boundary conditions (9) if the
angle a is given. The angle a is determined by the condition that in case of equilibrium
the torque around the axis joining the two suspension points, must assume zero value.

The functions B (2), u (z), v (2), satisfying the differential equations (8) and
the boundary conditions (9), can be generally obtained in form of an infinite power
series. The approximate solution of the differential equations (8) satisfying the
boundary conditions (9) is determined by the author by a generalisation of the Rayleigh-
Ritz method on the basis of matrix calculus. Finally, the critical value of the sus-
pension height is determined, at which buckling of the beam in its stable equilibrium
does not occur. At a higher value of the suspension height no buckling of the beam
in its stable equilibrinm may take place, while at a smaller value lateral buckling of
the beam is unavoidable.
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