BIZONYOS TIPUSU REKURRENS SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK
VIZSGALATAROL

TAKACS LAJOS
Bevezetés

Jelen dolgozat a szerzé korabbi vizsgalatait([1] és [2]) fejleszti tovabb.
[1] és [2] dolgozatunkban olyan sztochasztikus folyamatokkal foglalkoz-
tunk, amelyeknél meg lehetett adniegy rekurrens & eseményt, amelynek eld-
fordulasi pontjai a folyamat regenericiés pontjait (Markov-pontjait) alkot-
tak. Megmutattuk, hogy sok esetben ilyen folyamatokkal kapesolatos valé-
szinliségszamitasi kérdések megoldasara célszeri elSszor az atlagfiiggvényt
(a (0, ¢) idSintervallumban eléfordulé & események varhaté szdméat) meghaté-
rozni, és ebbll kovetkeztetni a kérdéses mennyiségekre. Ezt a moédszert
emlitett dolgozatainkban csupdn néhdny specidlis esetre alkalmaztuk. Mos-
tani targyalasunkban egy altaldnosabb tipust folyamatot tekintiink, amelyre
a mddszer kozvetleniil ugyan nem alkalmazhaté, de fiktiv folyamatok egy-
idejli szerepeltetésével a nehézségek elkeriilhetfk.

Az aldbbi 1. §-ban el8szor megfogalmazzuk a problémat, majd meg-
mutatjuk, hogy a megoldast miként lehet visszavezetni bizonyos atlagfiigg-
vények, illetve ezekkel kapcsolatos fiiggvények meghatdrozdsara. A 2. §-ban
a megoldas technikai kivitelét ismertetjik. Végiil a 3. §-ban tobb példat
targyalunk, amelyek alkalmazhaték részecskeszamlalasokkal kapesolatos
koincidencia-problémék, tobb gép egyidejti miikodésénél fellépd kérdések,
telefonkézpontok méretezése és egyéb koincidencia problémak megoldaséara.

1. §. A feladat kitlizése és a mcgoldds médszere

Tekintsiink egy Markov-lancot, amelynél az egyes allapotokat jelolje
rendre E,, E,, ..., Ey szimbdlum (m lehet véges vagy végtelen). Legyen
az Ej— Hy (J, k=1, 2, ..., m) dtmenet valdsziniisége p;x. A Markov-lan-
cokkal kapesolatos vizsgalatokban rendszerint azt tételezik fel, hogy a rend-
szer 1épésrél-lépésre viltoztatja allapotat, de nem vizsgaljak kozelebbrél az
dtmenetek el6forduldsi idGpontjainak sorozatdt. Jelenlegi tirgyaldsunkban
olyan folyamatokat kivanunk vizsgdlni, amelyeknél az 4tmenetek idé-
pontjainak {tn} sorozata meghatarozott torvényt kovet. Mégpedig csupan
azon specidlis esettel kivinunk foglalkozni, amelynél a {t,,} sorozat a kovet-
kez8 feltételeknek tesz eleget :

a) t, = 0, azaz { = 0 idGpontban eléfordul egy atmenet.
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b) A th —th1 (=1, 2, 3, ...) idGkiilonbségek fiiggetlen, pozitiv
valészinliségi valtozoék.

c) A ¢, — tn—1 valdszinliségi valtozé (n =1, 2, 3, ...) eloszldsa csu-
pan attél fiigg, hogy a ¢ = t,—1 id6pontban milyen allapotba keriilt a rend-
szer. Ha a t = ¢, idGpontban E; &allapotba keriilt a rendszer, Ggy ezen
feltétel mellett legyen tn — £, eloszlasfiiggvénye Fy(x), (k= 1,2, ..., m).

A fenti feltevések a vizsgalatunk targyat képezd folyamat struktura]at
egyértelmiien meghatarozzak. Ha ismerjik a ¢ = 0 id6pontban érvényes
kezdeti dllapotot, az atmenet-valészinliségek [pjx] métrixdt és az Fi(x),
(k=1,2,...,m) eloszlasfiiggvényeket, a felmeriil6 kérdésekre vilaszt
adhatunk. El6re kell bocsatani azonban, hogy ha folyamatunkat most mar
folytonosan valtozé id6ben tekintjiik, Ggy altaldban nem lesz Markov-féle,
ha a rendszer allapotanak leirasara csupan az E,, E,, ..., E,, szimbélumokat
hasznaljuk. Ha azonban az allapotteret kibdvitjilk egy ujabb paraméter
megadaeaval amely azt mutatja, hogy mennyi ideje van a rendszer az illetd
allapotban, Ggy a folyamat Markov-féle lesz. Altalaban is érvényes azonban,
hogy folyamatunknal a } idépontok regeneraciés pontok (Markov-pontok).

A kbvetkezbkben annak megdllapitisaval foglalkozunk, hogy egy bizonyos
t hosszusdgu iddintervallum alatt eléfordulé E; — Ei dtmenetek szdma, illetve
az By dllapotban vald tartézkodds dsszhossza milyen eloszldst kovet. Tobb esetet
fogunk megkiilonbéztetni. Eloszor a (0, ) intervallumban vizsgaljuk a kér-
déses valGszinliségeket, majd az (u, w + ¢) -intervallumban. Végiil meg-
allapitjuk, hogy ezen utébbi esetben mihez tartanak a kérdéses valdszinii-
ségek, ha u — oo, illetve, ha » a (0, 7') intervallumon egyenletes eloszlast
mutaté valdszinliségi valtozé és T — oo. Ezen utébbi két eset szolgdltatja
a szigoribb, illetve enyhébb értelemben vett stacionarius megoldast.

A fenti feladatnal az E; — H, atmenetek alkotjak a folyamat rekur-
rens & eseményét. A folyamat kezdeti allapota egy konkrét feladatnal altala-
ban régzitve van, de célszerdl egyeidejlileg az Osszes lehetséges kezdeti alla-
potokkal rendelkezd folyamatokat tekinteni, mert ezek a segitségiil vett fik-
tiv folyamatok jelentls konnyitést jelentenek problémaink megoldasanal.

A kovetkezd jeloléseket vezetjiik be. Jelolje Fi(x) az egymast kovets
E; — E\ dtmenetek kozotti tavolsagok eloszlasfiiggvényét. Ha a rendszer a
t = 0 idépontban E; dllapotban van, ngy jelolje Fiji(x) ezen feltétel mellett
az elsé E; — E; dtmenet el6fordulasi pontja és a t = 0 pont kozotti tavolsag
eloszlasfiiggvényét. Jelolje tovabba Gi(x) az egymast kovets azon idGpon-
tok kozotti tavolsdgok eloszlasfliggvényét, amelyekben a rendszer éppen K
allapotba keriil. Végiil Gir(x) jelolje a kezd8pont és az elsé Ex allapotba
jutds idSpontja kozotti tavolsag eloszlasfiiggvényét, azon feltétel mellett,
hogy a rendszer a ¢t = 0 id6pontban E; allapotban van. Megjegyezziik, hogy
nyilvanvaléan fenndllnak az Fyj(x) = Fu(x) és Gui(r) = Gi(x) azonos-
sagok.

Ha a felsorolt eloszlisfiiggvényeket ismernénk, a kérdéses valészinii-
ségek meghatdrozasa nem jelentene kiilonosebb nehézséget, ugyanis ez csu-
pan figgetlen valésziniiségi valtozdk dsszegei eloszlasanak vizsgalatat kivanja
meg. Hzekkel a kerdesekkel a kovetkezd fejezetben részletesebben fogunk
foglalkozni.

A P valoszmusegek és az F(x) eloszlasfiiggvények ismeretében a
fent felsorolt eloszlasfilggvények meghatarozhaték ugyan, de ez elég hossza-
dalmas meggondoldsokat igényel. Ezzel szemben a legtébb ilyen probléma
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olyan természetii, hogy bizonyos varhaté értékek meghatdrozasa kénnyen
keresztiilvihetd. Az alabbiakban éppen azt mutatjuk be, hogy ezen varhaté
értékek segitségével miképpen lehet a kérdéses eloszlsfiiggvényeket meg-
hatérozni. Eldrebocsatjuk, hogy a kovetkezd tdrgyalds nem tételezi fel a
pjr valdszinliségek ismeretét, sét az eddigieknél altaldnosabban megenged-
hetjiik, hogy a pj, valészinliségek esetleg fiigghetnek az E; — Ej atmenet
el6tt az E; allapothan toltott idStartamtdl.

MindenekelStt a kovetkezé mennyiségeket vezetjiikk be. Jelolje myj(t)
a (0,¢) idGintervallumban el6fordulé X£; — Ej; adtmenetek varhaté szdamat
azon feltétel mellett. hogy a ¢ = 0 id6épontban E; allapotban volt a rendszer.
Ha specidlisan ¢ = k, 0gy legyen rovidség kedvéért: myx(t) = myi(t).

Legyen tovabba 7 (t) az E allapotban valé tartézkodds Gsszid§tartamanak .

varhaté értéke a (0, ¢) intervallumban, azon feltétel mellett, hogy a rendszer
a t = 0 id6pontban E; allapotban volt. Specidlisan a k = 1 esetben legyen
rovidség kedvéért 7;(t) = w:(t). Végiill Pu(t) jelentse annak a valdszini-
ségét, hogy a rendszer a ¢ id6pontban E, allapotban van, feltéve, hogy a
t = 0 id6pontban E; allapotban volt. Ha specidlisan k = i, Ggy legyen
Pii(t) = Pi(2). ‘ )

Koénnyen belathat6, hogy most fenndllnak a kovetkez$ Osszefiiggések :

(M miji(t) = Fip(t) + Fijut) % Fiu(t) 4 Fuu(t) % Fiu(t) % Fix) + ...,

ahol a ¥ jel a kompozicié jele. Tovabba
'",, { . A .
(2) Pu(t) = > { [1 — Fr(t —u)) dmyy (u) + 0 [1 — Fi (0],
i=1b
(ahol 6 = 0, ha 1 £ L és dy = 1); valamint

(3) Tik () = (t Py (u) du.

Legtobb gyakorlati feladatnal miu(t), Pix(t) ‘és Tin(t) vagy legalabbis
ezek koziil bizonyosak kinnyen meghatarozhaték. Most ezek segitségével
kivanjuk a sziikséges, de egyelére ismeretlen eloszlasfiiggvényeket meg-
hatarozni. Evégett Laplace—Stieltjes transzformaltakra tériink at, mégpedig
jelolje Fiu(x), Fjr(x), Fir(x), Gr(x). Gi(r) transzformaltjait rendre gx(s),
in(s), @ije(s), wi(s), pu(s). Ha most az (1) és a (3) formuldkban Laplace—
Stieltjes-transzformaciéra tériink at, azt kapjuk, hogy

(4) [ st dmpelt) = Pule)_
; 1—@jx(s)
(5) T et dry(t) = 1— ,‘F"(.S,)_ Q‘ Mb—)—— + (5,-k] .
: s = —@i(s) '

Az itt felirt egyenletek segitségével a gi(s), @u(s) 6s ¢ijk(s) mennyiségek
konnyen meghatarozhaték. Ha ugyanis (4)-ben az ¢ = k vdlasztdssal éliink,
agy @xjr(s) = gix(s) 1évén, a gj(s) mennyiségek sorban meghatarozhaték.

117

..,



R o . o

Ezek ismeretében azutdn (4) segitségével a gijr(s) mennyiségek is meghats-
rozhatdk. Végiil (5) segitségével a gi(s) mennyiségek is eléallithaték. A Lap- .
lace —Stieltjes transzformaltak ismeretében a megtfelelé eloszlasfiiggvények
egyértelmiien meghatarozhatdk.

Csupdn Gi(z) és Giufx) eloszlasfiiggvények meghatarozasa van még
hatra. Ezek kiszamitdsira bevezetiink egy j fuggvényt. Jelolje folyamatunk-
nal M (¢) az E, allapotba jutds idépontjainak varhaté szaméat a (0, ) id6-
intervallumban, azon feltétel mellett, hogy a kezdeti allapot E; volt. Az
M (t) varhaté értékek az mij(t) fliggvények segitségével a kovetkezs-
képpen fejezhetdk ki :

(6) M(t) = N mji(t).

Az (1) elGallitishoz hasonléan pedig felirhatd, hogy
(7 Mi(t) = Guclt) + Gin(t) % Gi(t) + Gir(t) ¥ Gilt) % Gi(t) + . .-,

ami abbdl kévetkezik, hogy az els6 E -dllapotba jutésig eltelt idétartam
eloszlasfuggvénye Gi(t), mig a szomszédos E, dllapotokba jutisok koézott
eltelt idStartamok eloszlasfiiggvénye Gy(x). (7)-bél Laplace —Stieltjes transz-
formacidra attérve azt kapjuk, hogy

(8) | 5 e—std Mik(t) == —1% .

Ha (8)-ban i =k, ugy wi(s) = yx(s) 1évén, a wp,(s) ismeretlenek
sorban meghatarozhatdk és ezek ismeretében (8) segitségével azutan a yp;(s)
ismeretlenek is megkaphaték. A Laplace—Stieltjes transzformaltak megfor-
ditdsaval azutan a Gu(x) és Gy(x) eloszlasfiiggvények egyértelmlien meg-
hatarozhatdk.

1. megjegyzés : Megemlitjiik, hogy az (5) képletet a fentiekre valé tekin-
tettel a kovetkezl, vele ekvivalens alakban is felirhatjuk :

© o L— ) | puls) -
9 é e d Ty (t) ; T + 6,,cw .

2. megjegyzés: Az eddigiekben megengedtiik, hogy a pj, valoszinliségek
esetleg fiigghetnek attdl az idGtartamtél, amelyet a rendszer az E; — E;
dtmenet el6tt az E; allapotban tolt. Ha most specidlisan feltessziik, hogy
a pjr valdésziniiségek fiiggetlenek ettdl az idGtartamtdl, gy felirhaté a kovet-
kez6 Osszefiiggés : ‘

(10) C Gula) = Ny [Gule —w) dF ) + puc File) ;

iFk

innen Laplace—Stieltjes transzformacidra attérve a

(11) Yir(8) = @i($) .\.k Pij ¥ix(s) + m]

j#*
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egyenletrendszert nyerjiik, ahonnan ¢;(s) és p;; ismeretében a ;i (s) transz-
formaltak meghatdrozhaték. Ez egy masik eljarast szolgaltat a G, (x) illetve
Gi(x) eloszlasfiiggvények meghatarozdsara, amely azonban csak specidlisan
alkalmazhaté és megkivinja a pj valésziniiségek ismeretét is.

3. megjegyzés: A fenti folyamattal kapesolatban célszerii még egy uj
eloszlasfiiggvényt bevezetni, éspedig az E, (az E,-n kivili) allapotokban
toltott idétartamok eloszldsfiiggvényét, amelyet jeloljon Hy(x). (Ha a ¢t =0
id8pontban E(i 54 k) allapotban volt a rendszer, Gigy az elsd E,4llapotban
toltott id8 eloszlasfiiggvénye Gir(x), mig az ¢ = k specialis esetben a £ = 0
idGpontban mar Eji allapotban volt a rendszer és igy ennek nincs szerepe.)
Jelolje tovabba Hi(x) Laplace—Stieltjes transzformaltjat y(s).

H(x) a kovetkezd Osszefiiggésb6l hatarozhaté meg :

(12) Gule) = | Hilw —y) dF(y);
0

innen Laplace-transzformaciéra attérve a

Yi(8) = 2k(S) Px($)

Osszefiiggést nyerjiik, ahonnan y,(s) kiszamithaté és ennek megforditasival
Hy(x) egyértelmiien meghatirozhato.

A fenti meggondolasokb6l latszik, hogy' az muu(t) dilagfigvények
ismeretében a (4), (5) és (8) formuldk segitségével az Filx), Fij(x), Gin(x)
és Gy(x) eloszldsfuggvények sorban meghatdrozhatok. Az Fi(x) eloszldsfiggué-
nyek Liszdmitdsihoz azonban szitkséges Tix(t) [vagy ami vele egyenértékd, Pu(t)]
ismerete, amikor is az (5) képlet alkalmazhats. Természetesen a fenti formuldk
sokféle kombindcidban is alkalmazhaték. A lényeg az, hogy mi(t) és Ti(f)
(¢, 5, k=1, 2, ... m) ismeretében a kérdéses eloszlasfiggvények egyértelmiien
meghatdrozhatck. Ezek ismeretében a felvetett problémdk megolddsa mdr nem
jelent killonosebb mehézséget, ugyanis a figgetlen valdszindiségi vdltozék dGssze-
gezésének szokdsos eljdrdsa egyszerfien célravezet.

Megjegyezzitkk még, hogy ha a tekintetbevett folyamat Markov-féle,
gy a folyamat jellemzésére elegendd a Pu(f) valészinliségeket ismerni,
ugyanis ekkor P (t) segitségével 7;(f) mellett az my;(f) varhatd értékek
is kénnyen meghatdrozhatdk.

2. §. A kérdéses valdsziniiségek meghatdrozisa

Vizsgaljuk elGszor a rekurrens & események szdmanak eloszlisdt. Ha
folyamatunk kezdetben az E; allapotban volt és a rekurrens & eseménye-
ket az E; — E) atmenetek alkotjak, ugy érvényes, hogy az els6 & esemény
el6fordulasi pontja és a kezdGpont kozotti tavolsag eloszlasfiiggvénye Fiy(x),
mig a szomszédos & események kozotti tdvolsag eloszlasfiiggvénye Fj(x).
Meggondoldsainkat végezzitk el csupdn arra a specidlis esetre, midén a
kezdeti &allapot E,, vagyis amikor Fy(x) = Fj(z). Ekkor az egymist
kovetd & események elGforduldsi pontjaira, a {t,;} sorozatra fennall, hogy a
tn —th1 (n=1, 2, ...; t, = 0) iddkiilonbségek egyforma eloszldsa flig-
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getlen pozitiv valdsziniiségi valtozék. A kovetkezSkben egyszeriiség ked-
véért ezen valtozdk kozos eloszlasfiiggvényét jelolje Fj(x) helyett P(z).
Ekkor annak a valdszintisége, hogy (0, ) intervallumban legfeljebb n-szer
fordul el az & rekurrens esemény,

(13) Wit,n) =Pt <<tpn,) =1—P 1<) =1—Pnia(f),

ahol Py (#) =1, ha t > 0, és Py(t) = 0, ha ¢ <0, tovabba P,(¢) a P(t)-nek
onmagaval valé n-szeres kompoziciéjat jeloli. _

Legyen most m(t) = myj(t) a (0,%) intervallumban el6fordulé ese-
mények varhaté szama, Ggy erre fennill,

(14) m(t) = N Pa(0).

Az (u, u 4 ¢) intervallumra vonatkozé megfeleld valészintiséget, azaz
annak a valdszintiségét, hogy ebben az intervallumban legfeljebb n-szer
fordul el6 az & esemény,

(15) Wult,n) = 1 — P§(t) ¥ Pn(t),
szolgaltatja, ahol

(16) Priy="T [1— Fu+t—a)] dmiz).

Ha P(x) nem racsos eloszlas és atlaga, u véges, ugy fennall (D. Blackwell
[3], J. L. Doob [4]), hogy lim P¥{t) = P*(t), ahol

U—

(17) Pry) = -~ [1 —P)] da,
"o

és ekkor lim Wy(t, n) = W*(t, n), ahol

U~

(18) W(t, ) = 1 — P*(t) % Pn(t) .

Ez szolgaltatja a stacionarius megoldast, vagyis végtelen hosszu ideje tarté
folyamat esetén annak a valészinliségét, hogy ¢ id6tartam alatt az & esemény
legfeljebb n-szer fordul eld.

A fenti W*(t, n) valGsziniliség-eloszlas olyan esetekben is létezik, midén
P(x) racsos eloszlas, ekkor azonban nem tekinthet§ Wy (¢, ») hatdrértéké-
nek. Kérdés nem lehet-e ekkor is W*(¢, »)mek valamilyen értelmezést
tulajdonitani. Most megmutatjuk, hogy a stacionarius W*(¢, n) megoldas-
nak adhaté egy enyhébb értelmezése is, amely nem tesz kikotést P(z)-re
vonatkozéan. Ez a kovetkezs : Valasszunk a (0, 7') intervallumon egy egyen-
letes eloszlast mutaté véletlen u pontot. EttSl a ponttél kezdve felmérjiik
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a ¢ hosszlsagl intervallumot és kérdezzitk. hogy mennyi a valészinfisége
annak, hogy ezen intervallumban legfeljebb n-szer fordul el6az & esemény.
Ez a valészintiség

(19) Wr(t,n) = 1 — Pr(t) % Pn(t),

ahol most
¢

(20) Pr(t) = J[l — Pt —2)] 7_"_(74'"*"_3211”‘(96) dz :

Ha P(z) atlaga, p véges, Gigy most minden feitétel nélkiil fennall lim Py (£) =
T— oo
= P*(t), azaz

(21) lim Wy (t, n) = W*(t, n),

T

ahol W*(t, n)-et (18) értelmezi. Ezen utébbi megolddst is gyakran nevezziik
stacionarius megoldasnak és szamos fizikai probléménal tekintjilk az egyen-
sulyi dllapotra vonatkozé megolddsnak. Ennek elénye az, hogy olyan ese-
tekben is létezik, midén a szigorti értelemben vett staciondrius megoldds
nem Jétezik.

A fenti targyalasnal feltételeztiik, hogy a rendszer a ¢ = 0 id§pontban
E dllapotban van. Ha a ¢ = 0 idSpontban egyéb allapotban van a rendszer,
ugy a fenti targyalds csupan nyilvidnvalé médositast kivan.

Ezutén azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy az Ej allapotban toltott
id6tartam (0, #) intervallumba esd Gsszhossza milyen eloszlast kovet. Jelolje
£(t,2z) annak a valésziniliségét, hogy ez az Osszhossz legfeljebb z nagysdg.
Most folyamatunkban célszeriien kétféle dllapotot kiilonboztethetiink meg :
Ey allapotban vagy B, allapoton kiviil (réviden Ej allapotban)van arendszer.
Az egymast kovet§ F, allapotokban valé tartézkodasok idStartamanak
eloszlasfiiggvénye Fi(x), az elsG E, allapotba jutds és a kezdGpont kozotti
tavolsdg eloszlasfiiggvénye Giy(x), ha kezdetben E; dllapotban van a rend-
szer. Az egymast kovetd E, dllapotokban toltott idétartamok eloszlasfiigg-
vénye pedig H,(x). Legyen rovidség kedvéért most F(x) = L(x) és Hy(x) =
= H(x). Ha kezdetben a rendszer Ex allapotban van, Ggy elesik az elsé &,
allapotban toltott idGtartam szerepe, amelynek eloszlisa kiilonben Gix(x)
lenne. Ennek figyelembevétele nem okoz kiilonés gondot, most azonban
egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a rendszer a ¢ = 0 iddpontban E,
allapotban van. Ekkor a keresett valdszinliség :

(22) Q(t,z) = N Hp(t —2) [Ln--1(2) — La(2)]

1

Thys

és innen kovetkezik, hogy annak a valdésziniisége, hogy a (0, t) intervallum-
ban az E, allapotban tolt6étt idétartam < z:

(23) 1— Q@ t—2) =

ilss

" Lip(t —2) [Hn(2) — Hn11(2)]-
1
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Az (u, u -+ £) intervallumra vonatkozé valészinfiség hasonléan haté-
rozhaté meg, vagy pedig visszavezethetd Q(f, z) ismeretére. A staciondrius
megoldds hasonlé targyalast kivan, mint az & esemény targyaldsanal tor-
tént. (A fentiekkel kapesolatban utalunk [5] dolgomtunkra ahol (¢, 2)
meghatarozasanak moédszerét ismertettiik.)

3. §. Példdk

1) Tegyiik fel, hogy a rendszernél csupdn E,— K11 (1 =1, 2, ...,
m — 1) és B, — B, dtmenetek lehetségesek. Ekkor, mint kénnyen belathatd,
elegend6 az Fy(x) eloszlasfiiggvények meghatérozasa, a tobbiek automatiku-
san addédnak. Egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a rendszer a ¢ =0
idépontban E,, allapotba keriilt. Jelolje ekkor a (0, £) intervallumban eld-
fordulé E; — E;;, atmenetek varhaté szamat m; (£) [= mm,i,i+1(f)] és az Ey
allapotban t6ltott id6 varhaté értékét #,(f) [= tms (£)]. Ekkor F,, (z) Laplace —
Stieltjes transzformaltja @i(s). A gu(s) ismeretlenek a (4) és (5) szerint fenn-
all6 kovetkez8 egyenletekbdl hatdrozhaték meg :

(24) I e=st dmy(t : P1(8) Po(s) . . - @ils) , 1=1,2,...m),
Uy o 1 — @1(8) @a($) - - - Pml($) ¢ "

vagy

R 1—@i(8)[ @1(8)Pa(8)...0i-1(8) .
2 st 01. = . imp \t=1, &y «usy ’
) Jerdh =) [1—%@(pg(s)...%,(s)J”S ]“ b2 )

ahol itt g (8) = @m (s) értendd.

A (24) 6 (95) egyenletek nemecsak kiilon-kilén, haem kombinalva is
alka]mazhatok az ismeretlenek meghatarozasira. Az [1] és [2] dolgozatban
targyalt példik ennek azt a specidlis esetét képezték, midén m = 2 volt,
és I (x) exponencialis eloszlast irt le.

2) Tekintsiink m szdmt homogén Poisson-folyamatot, melyek mind-
egyikében p az eseménysliriiség. Tegyiik fel, hogy minden egyes folyamat-
ban a 0 <t < oo idépontokban bekévetkez6 mindazon események elindi-
tanak egy-egy exponencidlis idStartamu torténést, mégpedig mindegyik
folyamatban o idStartama atlagértékkel, amelyek olyankor fordulnak eld,
midén az illetd folyamatban éppen nem folyik torténés. Az olyan események,
amelyek egy torténés folyama alatt fordulnak elS, hatastalanok. Azt mond-
juk, hogy a rendszer ¢ id6pontban E; allapotban van, ha az m szamu folyamat
koziil ¢ idSpontban ¢ folyamatban folyik torténés és (m — ¢)-ben nem. Ekkor
ennél a rendszernél csak E; — E;.; és E; — E;_; tipusi atmenetek fordul-
hatnak el§. Meg akarjuk hatérozni annak a valdszinliségét, hogy (0, #) ids-
intervallumban elSfordulé E; — E,.1 vagy FK,.1— E; atmenetek szama
legfeljebb n legyen, vagy hogy (0, #) idSintervallumban az E; allapotban
toltott osszidGtartam legfeljebb z legyen. Mint mér az altalanos targyalasban
is emlitettiik, a specidlisan vizsgalt folyamatunk mellett, amelynek kezdeti
dllapota E,, célszerli olyan segédfolyamatokat is tekinteni, amelyeknél a
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kezd8allapot rendre E,, E,, ..., E,. Megjegyezzik, hogy az itt vizsgalt
folyamatok a folyamatosan valtozé idSben Markov-félék, s8t, konnyen
kimutathaté, hogy csakis abban az esetben Markov-félék, ha a torténések
id6tartamai exponencidlis eloszlastak.

A fenti példaval kapesolatban gondolhatunk m szdmt Geiger—DMiiller
szamlaléval torténd részecskeszamlilasra. Ekkor p jelenti az egyes szamlalék-
hoz érkez8 részecskék eseménysiiriiségét, a a kisiilések atlagos hosszit és
az B; — E;;1 atmenetek alkotjak az (¢ -+ 1)-szeres koincidenciakat. Az aldabbi
eredmények segitségével megoldhatjuk azt a feladatot, hogy mennyi lesz
bizonyos id6 alatt észlelt koincidencidk szdméanak eloszldsa. Egy maésik pél-
dat energiaszolgaltatokkal kapcsolatban emlitiink meg. Tegyik fel, hogy
egy tizemben m gép mikodik. Mindegyik gép szakaszosan miikédik, éspedig
a mikodési siirliség p, és egy miikodési szakasz atlagos hossza a. Ekkor £,
allapot jeloli azt, hogy egyidejilleg k& gép miksdik.

Az alabbi eredmények segitségével megallapithaté példaul, hogy bizo-
nyos id6 alatt k (vagy anndl t6bb) egyideji fogyasztds idGtartama milyen
eloszlast kovet, és ennek ismeretében megéllapithaté az energiaszolgaltaté
gazdasigos méretezése. '

Jelolje most P;j(t) annak a valdszinfiségét, hogy ha kezdetben a rend-
szer F; dllapotban volt, Ggy ¢ idpontban E; allapotban lesz. Azt allitjuk,
hogy a P;;(f) mennyiségek ismerete elegendé folyamatunk jellemz$ adatai-
nak meghatarozasara. Erre nézve el6z6 fejtegetéseinkre valé hivatkozassal
elegendd kimutatni, hogy az mj(t) atlagfiiggvények kifejezheték a Py(?)
valészintiségek segitségével. Ez pedig igy is van, ugyanis egyszerfien belat-
haté, hogy fennallnak a kovetkezd Osszefiiggések :

(26) m] j,; () = p (m—7) Py(t)
és _
(27) m;,,i(t) = %Pi/’ ®.

Tgy tehat csak Pij(f) meghatirozasa marad hétra. Erre nézve vezes-
sink be két ajabb valészintiséget. () jelentse annak a valdszinfiségét,
hogy az m folyamat koziil egy kiszemeltben ¢ idépontban folyamatban van
egy torténés, feltéve, hogy ¢ = 0 idépontban nem volt folyamatban tor-
ténés és Q,(t) jelentse ugyanezen valdsziniliséget, azon feltétel mellett, hogy
t = 0 idG6pontban folyamatban van egy torténés. Ezen valdsziniiségekre
konnyen belathatéan fennall, hogy

’ Ti-ap
(28) Qult) = '”’-[we“ S
I --ap |

ami konnyen nyerhets a
At
Q40 =@ 01 =%+ 11 = Qo) pat o (a0
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relacié tekintetbevételével. Ugyanis innen A¢— 0 hatardtmenettel
14ap
&G0+ g0

differencidlegyenletet nyerjiik, amelynek megoldésa @y(0) = 0 kezdeti fel-
tétel mellett (28). Hasonlé meggondolassal kapjuk, hogy

ap 1 _1+apt
29 ) = Ca
(29) @) 1—|—ap+l+ape

(28) és (29) segitségével azt kapjuk, hogy

(30) Py(t) = \(k)(y_ 1Y — oy~

k

amelynek fennilldsa egyszerti meggondolassal igazolhat6. A (30) képlet isme-
retében az dltaldnos targyalds most mdar alkalmazhaté. Megjegyezziik még,
hogy esetiinkben a pj, valészinliségek fiiggetlenek az E; allapotokban tél-
tott idStartamoktdl, éspedig
ap(m —j) j
Pjjr1 = ‘M > Pii-1 =—9———-—— ’
j+ap(m—j) j 4 ap(m—7j)
egyébként pedig pj,=0. Tovibbad kénnyen beldthatd, hogy
jrop@m—j)

Filx)=1—¢ a7,

ha x> 0. Igy a (11) képlet is alkalmazhaté a Gix) eloszldsfiiggvények
meghatarozasara.

A tovdbbiakban egyszerfiség kedvéért szoritkozzunk m = 2 esetre és
az E, — E, dtmenetek tanulmanyozasara. Jelolje az egymast kévets B, — E,
atmenetek kozotti tavolsag eloszlasfiiggvényét Fp(x) és Laplace—Stieltjes
transzformaltjat ¢(s). Ekkor (4) szerint, azt Myy()-re alkalmazva, és tekin-
.tetbevéve (26)-ot; amely szerint my, ,(f) = pPy(t), azt kapjuk, hogy

' =, P12(8)
(31) p{ e Py(t)dt = —2220 |
é‘ = 1 — @pa(8)
ahonnan g@,(s) meghatarozhaté ; ugyanis
(32) ' Py, (t) = 2 Q1) [1 — ()] . )
Ha a kezdopont és az els§ B, — E, atmenet tavolsaganak eloszlas-fiiggvénye

Fop (x) és Laplace Stlelt]es ‘cranszformalt]a (pm2 (s), ugy (4) szerint, tekin-
tetbevéve, hogy Mgy s (1) = pPOl(t) azt kapjuk, hogy

33 ple ™ P tdt:l"m(‘g)—.
(33) P.‘ge 01(t) 1 — g5(8)
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Ha mar gp(s)-et ismerjitk, ugy innen gg(s) is meghatdrozhatd, ugyanis
- (34) Poit) = 2Qo(0) [1 — Q)]

Ha a folyamat kezdeti allapota E,, Ggy az E,— E, atmenetek eloszla-
sanak meghatarozasara elegendd ¢,(s) ismerete. Erre (31) és (32) alapjin
az adédik, hogy

(35) Pra(s) =1 —

2ap | P 1 —ap 1
(14ap)2ls  as+14+ap as+2(1 + ap)

Innen specidlisan Fy, (x) atlaga
o 1 + ap)?
(36) the = | 2d Fpy(2) = (—'—*é—)“
) 2ap
és szorasnégyzete

(687 o= J (@ — ) dFygfey — LT F @PP - 2ap (1 — 2ap)]
4a2p4

0

Ezen kifejezések segitségével a kettls koincidencidk eloszlésdra mar
elég j6 becslések adhaték. Nevezetesen a ¢t idd alatt észlelt kettds koinei-
dencidk szama aszimptotikusan normalis eloszldst kovet ¢/u,, atlaggal és
o, tu3, szoérasnégyzettel.

3) Tekintsiink most egy A eseménysiir{iségli Poisson-folyamatot. Tegyiik
fel, hogy a 0 < ¢ < oo idGintervallumban eléfordulé valamennyi esemény
létrehoz egy-egy torténést. Feltessziik, hogy az egyes torténések idGtartamai
egymastol fiiggetlenek és mindegyik exponencidlis eloszlast kovet a atlaggal.
Azt mondjuk, hogy a rendszer a i idGpontban E, allapotban van, ha az
éppen foly6 torténések szama k (b =0,1,2, ... lehet).

Eszrevesszitk, hogy az igy definialt folyamat Markov-féle, ha a folya-
matosan valtozé id6ben tekintjiik és megjegyezziik, hogy csakis akkor Markov-
féle, ha a torténések exponencidlis eloszlasuak. Erre a folyamatra példakép-
pen lehet emliteni telefonkozpontokba érkezd hiviasok folyamatat. Ha 2
jeloli a hivasok slirtiségét, a a beszélgetések idGtartamanak dtlagat, gy a
rendszer E, allapotban van, ha egyidejiileg & vonalon torténik beszélgetés. -
Az alabbi eredmények segitségével meghatarozhaté példdul annak a foglalt-
sagi idének az eloszlasa, amely alatt k (vagy anndl t6bb) beszélgetés folyik.
Ezen eloszlas ismeretében a telefonkozpont méretezésére vonatkozdan alla-
pithatunk meg fontos adatokat.

Ebben a folyamatban csupin E,— E,,, és Ex-— E,_, atmenetek
fordulhatnak el6. Célszerii most is bevezetni a vizsgilt folyamat mellett
olyan fiktiv folyamatokat, amelyeknél a kezdeti allapot E, mellett rendre
E, E, ... . Jelolje Py(t) annak a valdszinliségét, hogy ¢ id6pontban Ky
allapot van egy olyan folyamatndl, amelynél a rendszer kezdeti dllapota E,.
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Azt allitjuk, hogy a P (t) mennyiségek ismerete elegendd a felmeril$ valé-

szinliségeloszlasok meghatarozasara. Erre elegenddé megmutatni, hogy az
mijp(t) atlagfiiggvények kifejezheték a Piy(f) valdszinliségek segitségével.
Ez pedig igaz, ugyanis kénnyen beldthatéan fennall

(38) m; ;i) = AP()
és
(39) mi, i, jnlt) = »'f;Pu-(t)-

fgy tehat elegendd Pij(t) meghatirozisa. Erre nézve fennall, hogy

"lfl [1—H(w)] du[ t . j—k
i e ° 1A —H(u)]du} _

ahol H(t) =1 — e~%*, ha t >> 0. (40) fennélldsa koénnyen indokolhaté azon
tény segitségével, hogy ha tudjuk, hogy a Poisson-folyamatban (0, ) idg-
kozben pontosan n esemény fordult eld, akkor ezen feltétel mellett az »
szamu elGforduldsi pont eloszldsa megegyezik ezen az intervallumon n szdma
egyenletes eloszlast fiiggetlen véletlen pont egyiittes eloszldsaval. Pj;(f) (40)
alakjanak egy masik indokolisa Rényi A. [6] munkajiban kozolt eredmé-
nyekbdl nyerhets. A Py(t) valésziniiségek ismeretében altalinos targyalasunk
mar alkalmazhaté.

Megjegyezziik, hogy a fent targyalt folyamatnal a pj, valészintiségek
fiiggetlenek az E; allapotokban toltott iddtartamoktdl, éspedig ki)’nnyen
belathatéan fennall, hogy p; j+1=2a/(j + Aa), pj j-1=7/(j + ra),

1+2a
egyebkent pix = 0. Tovabba most F; () = 1 — e ¢ L hazx > 0. Igya (11)
képlet is alkalmazhaté a G.(x) elos&lasfuggvenyek meghatarozasara

Ha specidlisan csak az E; — E; 11 4tmenetek kozotti tdvolsdgok eloszlas-
figgvénye, F, ii1(x) érdekel benniinket, ugy ennek Laplace—Stieltjes
transzformaltja, @i, i+1(s), a (4)-bdl kaphaté, ha miy1, 4, i+1(8) véalasztassal
élink és (38)-at tekintetbevessziik. Ekkor ugyanis fennall

(41) Ay €SP, () dt = _Prin(8) )

b 1 —@;i+1(8)
ahonnan ¢;;+1(s) meghatarozhaté. Ennek ismeretében az E;— K,
atmenetek szamdanak eloszlasa mar meghatdrozhaté. A Py, (t) valészinliségek
ismeretében az Osszes tobbi felmeriild probléma is megoldhaté.

A fenti példak mindegyikében a kérdéses eloszlasok Laplace—Stieltjes
transzformaéltjait hatéroztuk meg, amelyek visszatranszforméldsa sokszor
nem kénnyi feladat. Azonban ennek a tdrgyaldsnak van egy jé oldala is,
éspedig a Laplace-transzformaltak ismeretében a kérdéses eloszlasok atlagai,
szérasal és magasabb momentumai kénnyen meghatarozhaték és ezek segit-
ségével az aszimptotikus eloszlasok is felirhatGk. Nevezetesen enyhe feltételek
mellett érvényes, hogy a rekurrens & esemeny el6fordulasainak szama aszimp-
totikusan normalis eloszldst kovet.
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WUCCJIEJOBAHUE HEKOTOPLIX THUITOB PEKYPPEHTHBIX CTOXACTHUYECKMX
[POLIECCOB

J1. Takau
Peswome

PaccMOTPHM CTOXaCTHUECCKMIT MPOLECC ¢ BO3MOYKHBIMH cOCTORHMSMH : K, E,

Epn (rae m xoHeyno wuau 0ecKOHeunoe uncio). FIpeanosoykum, 4To CHCTEM2 M3MEHsieT CBOE
COCTOSIHME TOJILKO B MOMEHTAX BPEMEHH &p (n = 0, 1, 2,...), I'/le H0CNeA0BATENLHOCTE {t,,}
yJIOBJICTB()pﬂET ClIeayowmum yCJIOBHﬂMZ

a) ty=0; TO ecTb B MOMEHT ¢=() NPOUCXOJUT NEPEXO[. ¢

b) Pasnocti &; —tp—1 (n =1, 2, 3,...) HE 3aBUCHMBIE IOJI0IKUTENILHBIE CAYyYalHbIE
BEJIMUYMHbI.

¢) Pacnpenenenue ciyuaiiHoii BesMuuHbl ¢y — tp—1 (n=1, 2, 3,...) 3aBHCHT TOJNILKOOT
COCTOSIHHA, B KOTOPOE CHCTCMA 11€PEXOAUT B MOMEHT ¢ = ¢p—1. EClIH B MOMEHT £ = ¢, jcucrema
nonanagT B coctosguue KEg, To 0003HauuM GYHKUHIO pacnpenesneHust ¢y —in—1 uepes Fy(x),
(k= 1,2,...,m).

Iycrb ua)nee t=0 uCXoAHOE MOAOIYKEHUE, COOTBCTCTBYIONEe MOMCHTY K. O6o3Haunm
yepes m;jk(t) MaTeMaTHUECKOe O)KHAaHHe JJIsl uucaa nepexonoB (0,%) B MHTEpBaje BpPEMEHH
Ej— Ex v uepe3 7ik(t) oKupanue Ajs1 BPEMEHH NPOBENEHHOT0 B cocTosinuu (0,%) B unTep-
sane spemenn Ei. Ilyctb ganee Pik(t) BEpOATHOCTb TOTO, YTO CHCTEMA HAXOAUTCH B MOMEHT ¢
B COCTOSIHUU E, €C/in TONbKO B MOMEHT ¢ = () OHA HAXOJNTCA B COCTOSIHMM Ej.

Hama 3agaua — omnpegenuTb pacnpefesieHue uucila nepexomoB K, — Eg, npoucxoas-
HiMX B TEUEHUE BPEMEHHM I, TaKyKe KAaK M QYHKUMIO DACNIPEeICHMSA BPEMEHH, IPOBCAEHHOTO
B 9TOM COCTOAHHH. .

Ecnn  um3BectHbl mepeuncieHHble HM)KE (QYHKHHH  PacClpefeneHusi, TO HCKOMble
BEPOSATHOCTH JIEIKO OlIPEAENINTBL NPH 1MOMOIIH METOAOB HCCIEA0OBaAHHA CYMM HE3aBHCHUMBIX
cnyuaiiHbix BelaMuuH. (JTO uanaraercst B § 2). HeoOxogumble QYHKUMM DPACNpEIC/ICHHA Clie-
pytoume : Ilycte Fjk(t) o6o3Hauaer (yHKUMIO PACTIpefeNcHHS DACCTOSTHMH MEXAy rocie-
HOBATENEHBIMU TIEpexopamu Bj— K.

IMycts Fijk(x) 0603Hauaer (YHKUMIO PACIPCAEIEHUSI MEXKIY HAuyalbHON TOYKOH u
nepsbiM nepexopom Ej—Ey, npeanosnarasi, uto npu ¢ =0 cucTemMa HaXOMUTCH B COCTOSIHHH
E;. O603Haunm panee yepea Gi(x) OyHKUMIO pacnpeflesIeHHs PACCTOSIHHS MEXKAY MOMEHTaMH
BPEMEHH, B KOTOPBIX CHCTEMA NOMaAaeT B cocTosime Ei. OG03HAauMM HaKoHell uepe3 Gix(x)
(DYHKIMIO PACNIPEAESICHHA PACCTOSIHUA MCHKAY HayaNbHOH TOYKOR M IEPBLIM IONAJIEHHEM B
cocTosHne Ky, 1Py yCIOBHH, YTO B MOMEHT £ = 0 CHCTeMa HaXOAMTCH B COCTOSTHUH Hj.

B nocnenymouiem, 0OAHAKO, MPEANONIO/KHM H3BECTHBIM ML CPEHe GYHKIHUH  Mijk(l)
U Tik (), KOTOpBIE ANSA pAAa npobyem OnpeaensioT3s HeMocpeacTs eHHo. Ecnu Tenepb paccmar-
pHUBaTh OAHOBPEMEHHO BCE MPOLIECCH C HCXOAHBIMK cocTosiHuAMI E), B, ..., En, To npeoGpa-
3oBanHbie  Jlannaca-CrunbTtbeca  @k(s), @jk(s), @ijk(s), wk(s), wir(s) dyuxkumit pacripe
zenennsn  Fi(x), Fj(x), Fijr(x), Gr(x), Gik(*) MOXKHO BBUMCAATL TIPU  MOMOUH
dopmyn (4), (5) n (8), a ux ofpaieHiIeM MOYKHO OHO3HAYHO ONPEAEIHTb (YHKUMM pacrnpe-
NEJIeHUSsT.
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Js1 BBIIIEONMCAHHOTO NPOLIECCA MOMEHTH! BPEMEHH fp 00pa3yloT MOMEHTbl BOCCTaHO-
BJICHHS1 IPOLIECCA, YEM [1aeTCsl BO3MOYKHOCTb JUJISI NPUMEHEHHST HAUIEH METOAMKM, MCXOXHOWH
-TOYKOH KOTOpPOH SABASIOTCA IpPeNOJIOyKEeHble HU3BECTHBIMM CpeaHue OoyHKkuuu. Ecau csepx
3TOT0 PaccMaTpMBAEMBIi NPOLECC SIBIIACTCS U MAPKOBCKUM, TO IOCTATOYHO 3HATh BEPORTHOCTH
Pik () ; wucxoast U3 3TMX BEPOATHOCTEH, MOYKHO JaTh OTBET HA BCE BO3HHMKAIOILME BOMPOCHL.
B 3akmioueHHe pPaccMaTpUBAIOTCS HEKOTOPhE MPOOJEMbl COBNAAEHWST CYETA YaCTHIL.

SOME INVESTIGATIONS CONCERNING RECURRENT STOCHAS'I‘IC
PROCESSES OF A CERTAIN TYPE

L. TAKACS
Summary

Let us consider a stochastic process, the possible states of which are E,, E,, ...
..., Em (the number of states may be finite or denumerably infinite). Suppose
that the system changes its state only in the moments ¢, (n = 0, 1, 2, ...), and that the
sequence 4 I satisfies the following conditions :

a) ty = 0 i. e. in the moment ¢ = 0 there occurs a transition.

b) The time differences t, — t,—1 (n = 1, 2, 3, ...} are mutually independent
positive random variables.

¢) The distribution of the random variable t; — tg—1 (n = 1, 2, 3, ...) depends
only on the state of the system in the moment ¢ = ¢;—;. If in the moment ¢ = ¢4
the system is in the state Ey,then, under this condition, let the distribution function
of tn — tp—1 be denoted by Fi(x) (k =1, 2, ..., m).

Let us suppose that the system is at the moment ¢ = 0 in the state Fi;. Denote
by m;jk(t) the expected number of transitions Ej — Ejx occurring in the time interval
(0, t) and denote by Tik(¢) the expectation of the duration spent by the system in the
state Ey during the time-interval (0, ¢). Let us denote by Pi(¢) the probability that
in the moment ¢ the system is in the state Ex, under the condition that in the moment
t = 0 it was in the state I;.

Our task will be to determine the distribution of the number of the Ej — Ej
transitions occurring in a time interval of length ¢, further, to determine the distribution
function of the time spent in the state Ey, during the same time interval.

In § 2 it is shown that the probabilities in question may be easily determined,
if the following distribution functions are known :

12 Fjr(z), the distribution function of the distances between the consecutive.
Ej — Ej transitions.

20 Fijk(x) the distribution function of the distances between the origin and the
first Ej — Ej transition, under the condition that, in the moment ¢t = 0, the system
is in the state ;.

. 32 Gi(xr) the distribution function of the distances between those consecutive
moments in which the system changes to the state FEj.

4° Gir(x) the distribution function of the distance between the origin and the
moment of the system getting the first time into the state Ei, under the condition that
in the moment ¢ == 0 the system was in the state K.

In the sequel, however, we only assume the knowledge of the average functions
mijk(t) and Tik(t), which can be immediately determined in many applications. If we
consider simultaneously all processes having the initial states E,, E,, ..., Em, then,
by the aid of formulas (4), (5) and (8), the Laplace—Stieltjes transforms gk(s), @ji(s),
ijk(s), vi(s), wik(s) of the distribution functions Fi(x), Fir(z), Fiju(x), Gklx), Gik(x)
can be calculated and, by inverting them, the distribution functions may be uniquely
determined. . ,

In the above process the moments ¢, form the regeneration points of the process.
This fact makes possible the above treatment which starts from the knowledge of the
average functions. If the investigated process is a Markov-process (i. e. if the variables
tn — th—1 have exponential distributions) then it suffices to know only the probabilities
Pik(t), by the aid of which all the problems in question can be answered.

Finally a few applications of the results in the field of coincidence problems
concerning particle counting are dealt with.
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