DISZKRET VALOSZINUSEG-ELOSZLASOK KEVEREKENEK FELBONTASA
OSSZETEVOIRE
MEDGYESSY PAL

Bevezetés

Korabbi dolgozatainkban ([1], [2]) folytonos eloszlas-, illetve slirliség-
fiiggvények konstans stlyokkal vett keverékének felbontdsaval foglalkoz-
tunk. Ebben a cikkben diszkrét valdsziniiség-eloszlasokra végziink hasonlé
vizsgdlatokat. Tudomasunk szerint ezzel a probléméval eddig nem foglal-
koztak, bar fontos gyakorlati alkalmazdsai vannak.

Probléménk kovetkezGképp fogalmazhaté meg: legyen w,.(x)
(—o <z oojv=mu0y,0a ...)22% parametertol fiigg6 diszkrét eloszlas,
amelyet az dq, s, ... pontokban értelmeztink ; P () az z-nek folytonos fiigg-
vénye. Legyen tovabbi D(x) egy elos7lasfugg\ ény. Bevezetjik a kovetkezd
definiciét :

A pu(x) komponensek D(x) sulyfiggvénnyel valé keverékének az

(1 f——\% ) dDP(x) (v=va1,aq,...)

Stlelt]es 111tegrallal értelmezett dlslkret eloszlast nevezzuk
A definicié az [1] dolgozat Levezetésében \kozolt, folytonos siirliség-

fiiggvények keverékére vonatkozd definicié értelemszeri kiterjesztése. (A disz-
krét eloszlas eloszlasfiiggvényét tartalmazé definicié hasonléan adhaté meg,
semmi el6nnyel sem jar azonban, ha ebbdl indulunk ki s ezért mellézziik.)

Az (T)-ben szereplé f, keverékeloszlas felbontdsdn altalanossigban ,(x)
vagy O(x) (esetleg. mindkettd) meghatarozasat értjik az (1) Osszefiiggés és
az f, értékek ismerete alapjan. Esetenként még azt is megengedjiik, hogy a
keresett fiiggvények #{pusdt is ismerjiik, csak paramétereit nem.

Ha @(z) tiszta lépesss fuggveny, (1) nyilvan végtelen sorba megy at.
Alkalmasan vélasztott yp,(¢) és tiszta lépesds P(x) fiiggvényekkel elérhet-
jik, hogy f, az :

Y L
fi= N\ A/\,( My J pi(l—p )M = (v=10,1, ..., max M)
k=1 g
(2) illet&leg
. N N )
f,= 2 Aie % ;'k (r=0,1, .. )
=1 ’
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alakot Oltse (Ak > 0, Z Ay =1, M > 0,0 < py <1, 4> 0 valés paramé-
=1

terek )._ A (2) alatti kifejezések kozil az els()'t kiillonboz6 My, p, para-

méteri binomidlis eloszlasok konstans 4, sulyokkal vett keverékének, a
masodikat pedig A; paraméteri Poisson-eloszlasok 4, sulyokkal vett keve-
rékének nevezziik.

A dolgozatunkban térgyalt problémak erre a két specidlis keverékre
vonatkoznak.

Az (1) alatti alakhoz viszonyitva litjuk, hogy a keverékek komponen-
seinek tipusat ismerjiikk, de paramétereit nem, a sulyfiiggvényrél pedig
csak azt tudjuk, hogy tiszta lépecsés fliggvény.

A koévetkezOkben ezen keverékek felbontasidval fogunk foglalkozni,
ami itt az ismeretlen A,, M, p;, A, paraméterek meghatarozasaval ekvivalens.

" Az A, mennyiségek valdszintiségszamitasi interpretaciéjahoz (ZA,{ = 1| nem

=
szitkséges ragaszkodnunk s ezért a (2) alatti alakot egyszertien mint bino-
mislis, illetve Poisson-eloszldsok szuperpoziciéjit kezeljiik.

Binomislis eloszlasok keveréke felbontasanak gyakorlati szerepevel és
jelentdségével egy masﬂ( dolgozatban [3] mar foglalkoztunk.

1. §.

.
i My ,
(3) o= N Akl ")-1);(1 )M (=01, ..., max M,
: E=1 v : o -
(- : ‘

(A >0, M, >0 egesz 0 < pp<C1, azonos My, p, par nincs) keverék
felbontasanal, — ami itt az 4,, M,, kertekek meghatarozdsdval ekvivalens -~
az [1] dolgozatban emlitett »szérasesokkentésic elvet alkalmazzuk : legyenek
egyelére a p,-k mind kiilonbozdek, s tegyiik fel, hogy a (3)-ban szerepls f,-
értékek -ismeretében alkalmasan vélasztott u > 1 valés paraméterrel el
tudunk allitani egy

¥ .
. M
() Fu)= Y A( k)(upk>v<1—.upk)ﬂk-—v
k= y -
(v=20,1, ..., max M,) eloszlast ; ez (3)-tdl esak abban kiilonbozik, hogy
benne p, helyett up, szerepel (0. < upe << 1).
A nem-negativ monoton névekv u, py, ..., fi, ... értékekkel allit-

suk el sorban a megfeleld F, (u;)-ket. Tegyiik fel, hogy valamelyik u; épp

’” - I‘ . : 1 ’ 7’
- egyenl6 max p, = p, reciprokaval, vagyis u; = P Ennél a- u;-nél a (4)

T

a 7 indexii komponens egyetlen ponttd elfajult binomialis eloszlis lesz, mely- .
nek 0-adik, 1-s6, ..., M,_;-edik eleme zérus, az M,-adik pedig 4.
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Ez az egyetlen pont nyilvan ki fog ugrani az eloszlis tobbi pontja {61é

és ha szomszédsagdban mar igen kicsik az eloszlas tagjai, ordinataja j6 koze- .

litéssel megadja A.-t, abszcisszdja pedig M.-t. p. nyilvan az alkalmazott u
reciproka lesz.

Ezen korilmények mellett tehat egy komponens adatait meghatarozhat-
juk. Az M,-ban kozel 4, magasban kiugré pontot elhagyva és helyette a
szomszédos adatokbdl interpolalt uj pontot vezetve be, kis hibaval olyan
keverékre jutunk, amelynek a kiindulénal eggyel kevesebb komponense van,
és amelyben p, helyett p,/p. paraméterek szerepelnek. Ezen az eljarast
megismételhetjiilk és tjabb komponenst vélaszthatunk le, és igy tovabb.
A felbontassal nyert adatok természetesen a komponensek szamat, N-et is
megadjak.

A gyakorlatban legtobbszor egyetlen 1épés (s6t. mar egyetlen u-érték-
kel valé kisérlet) is elég, mert kimutathaté, hogy az eljaras soran az egyes
komponensek maximumbhelyeinek tévolsaga dltalaban megnd, szérasnégy-
zeteik pedig altaldban csokkennek. Ennek a részletes targyaldsira nem
tériink itt ki, mert el6bbi okoskodasunk értelmében masodrendii fontos-
saguak?), csak azt jegyezzilkk meg, hogy szomszédjaitél erdsen killonvalt
komponenst egyetlen binomidlis eloszlasként kezelhetiink, ekkor pedig para-
métereit kozelitGleg megallaplthdt]nk A komponensek szadma legtobbszor
egyetlen u-vel valé kisérletbdl is kideril.

Allapodjunk meg abban. hogy a felbontast gyakorlatilag ehnteztuk,
ha az f,értékek ismeretében altalunk megadott u-vel el§ tudjuk allitani az
F,(¢) mennyiségeket.

Ezt az elGallitast megadja a kovetkezd

Tétel: Ha az f, diszkrét eloszlds binomidlis eloszldsok

fo= : A Ph (1 — pp) Mk —> v=0,1, ..., max M)

k=1

M,
v
alaki keveréke, a komponensek szétvdlasztdsdra alkalmas 4j

Fowy=3 Ayl

1 v

(pe) (1 — pp) ¥ =7

] I/J =

M, ‘
l.
keverékelosﬂdst az

max:'llk 0
(5) o= N [,,

e=v

')(l —1 e
osszefiiggés adja meg.

1) A maximumbheli-ek tavolsiganak valtozdsa annak az ismert ténynek az alap-
jan vizsgdlhatd, hogy egy My, Mpx parameteru binomidlis eloszlds maximuma kb.
Mypupi-nal  van; ilyenforman pl. két egymdsra kovetkezd maximumbhely tévolsaga

P{Mpry prs1 — Wk ), ami p-vel egyiitt novekedik, hacsak,u tényezdje # 0. (Analdg
modon okoskodunk a szérdsnégvzetek esetében.)
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Bizonyitds: Felhaszndlva az

(L —pp)™er = [(1 — w) pr + (1 — P} =

Mp—v _ .
:2 (ka 1’] (1 . ‘LL)U Di° (1____pk)31k—v—a
a=0

g
'azonosségot,
N N My—ev
M My —v '
Fou) = A |7F v 1 — p)7 o (1 — py¥e—r=c
(®) k; k(v)(upk) EO[ S )( B P pk).

Vezessiilk be a v o = o 0j Osszegezési valtozét ; ekkor

v N & Mk Mk—v\ — Q M—.
Fiu) = EAkz(v-][g_vJu-me Py — puie
k=1

o=»

My (My—v| _ M) (e
LIRSIEIE
- Osszeflggést, és vegyiik figyelembe, hogy az F, (u)nem viltozik, ha M, helyett
max M-ig Osszegeziink. Ekkor azonban az Osszegezések feleserélhetdk,

Hasznaljuk fel az

N

ymaka 0 3 N ‘ Mk o
F = [ 3 Ve = popee,
o=v . k=1 =

vagyis, (3) alapjan

max Mz R

R =p ( fj(l — Wy

ahogy allitottuk.

Ezek utan egyszerlien kinalkozik a keverék felbontasanak gyakorlati
moédszere : Valasztunk valamilyen u;, g,, ... sorozatot és a felbontandé

binomialis keverék-eloszlas f, értékei segitségével (5) felhasznalasaval kisza--

mitjuk az F,(u,), F.(uy), ... eloszlasokat. (Ha max M, értéke 10—20
koril van, ez géppel gyorsan megy.)

Vegyiik észre, hogy F,(u) meghatarozasdhoz csak az f,, ..., fmaxms
(a v-nél nagyobb indexti) értékek sziikségesek. Ha u; megkozeliti az 1/max p;
értéket, a vonatkoz6 komponens egyetlen pontként kiugrik a tobbi koziil,
ahogy azt fent mar részleteztiik. Ennek a ténynek a megillapitasa az F,(u,),
F,(uy), ... eloszldsok &brazolasa segitségével konnyli. A kiugré komponens
paramétereinek megallapitisa ugyancsak a fentebb méar targyalt médon
torténik. — A gyakorlatban az M, értékek altaliban egyenldk.
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(4) alakjabol kovetkezik, hogy up, > 1 esetén az F,(u) komponensei
koziil egyesek negativ értékeket is felvesznek, vagyis varhat6, hogy maga
F,(u) is helyenként negativ értékeket vesz fel : Ha tehat az eljaras soran
valamilyen u értéknél mar negativ tagokat is kapunk F,(u)-ben, biztos,
hogy tulléptiik u-vel az 1/max p, értéket. Ennek a forditottja azonban mar
nem mondhaté ki, s ezért legbiztosabb eljaris tobb u-vel végzett felbon- :
tasok eredményeinek oOsszehasonlitasa. A
Ha a py-k kozt egyenlSk is vannak, csak az lesz a kiilonbség, hogy a szét-
valasztas valamelyik 1épésénél egyszerre tobb pont »ugrik ki«. Mivel ez fenti
okoskoddsunkat nem befolyasolja és az eljaras menete is rogton lathato,
ezért részletesen nem targyaljuk. :

a, b)
g 700 : -
i Els6 lépés P00 Mésodik lépés i
e Kiinduldsi adatok O . Kiinduldsi cdatok
o Felbontas utan kapotf adatok ® felbontas ufan kapott odatok
& 500 o

Levdlaszioft komponens —.]

- 400 ; ok
ALy = 1073 Abp= 1026 -

-200

SRR

700
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Binomislis eloszlasok keverékének felbontasa valik szilkségessé a [3]
dolgozatban (jelen kétet) targyalt fizikai-kémiai probléméndl. Ilyen eredetii
keveréket és felbontdsat mutatjuk be az 1. dbran. Attekinthetéség kedvéért

folytonos gorbét fektettiink at az adatokon. A kozolt felbontas p; = 1,073,

majd — a kiugré komponens levilasztdsa utan nyert eloszlasnal, mésodik
lépésként — u, = 1,026-tal tortént ; j6l lathatdk a kiilénvalt komponensek
(bizonyos kiilonvélas az eredeti felvételen is latszik). Vegyiik észre, hogy nem
két komponens van, mint azt a kiindulé eloszlasbél gondolnank, hanem o6t!
A keresett paraméterek a felbontds utdan kapott eloszlasbdl :

Py~ 0,49 p,~0,59 Py~ 0,68 p,~ 0,82 py~s 0,91
A~ 140 A, A 220 A3~060 A, ~s280 Ay~ 610,

amelyek jol egyeznek az itt torténetesen gyakorlatbdl is ismert értékekkel.
Természetesen ajinlatos ellendrzésként az igy kiszdmitott paraméterek-

kel néhdny eloszlas-pontot meghatarozni, és egybevetni a kisérleti adatokkal.
Bemutatjuk még az

‘ 1
fh= 0 0,4"(1—0,4)107”+2( O]0,5’(1 —0,5)0-* (¥ =0,1,...,10)
. vy

.

keverék felbontasat is. Ttt
N=2 A,=1, A4, __2 M= My=10, p, =04, p,=0,5-"

A 2. a. 4bra mutatja a két kempcnenst kiilén (o) és Osszegiiket (X ), a 2. b

pedig .ijsszegiiket (0) és a u :-16(-)- -dal tortént felbontds eredményét (x ),

vagyis az F, ‘ rrrrr ) ertekeket (itt is Gauss-gorbéket fektettiink at az adatokon,

w

a szemléltetés céljara). Az f, keverék nem arul el semmit a komponensek-
. 10 .. . .y .
rél, az Fv‘b—) értékek viszont mar élesen kiilonvals két eloszlist mutatnak,

bar még nem jarunk az extrémadlis esetnél.

2. §

Az el6z6 §-ban targyalt eljaras gyakorlati végrehajtasakor tobb nehéz-
ségre bukkanunk. Az egyik : a kisérleti adatok vagy 0, vagy max M, = M
szomszedszigaban (esetleg mindkét helyen is) sokszor hibahataron beliil
kicsik, és ezért a kutaték zérusnak veszik Gket, hiszen nincs alap més érték
hozyarendelesere

Ha csak a bal-, illetve jobbszélen ilyenek az adatok a nehézség még athi-
dalhaté, mert az F, (,u) -k szempon’c]abol csak a »-nél nagyobb indexii f,-értékek
fontosak (vesd Gssze: (5)), vagyis hibés balszéli adatok legfeljebb az elsé F,(u)
értékeket rontjak el,ami a felbontast alig zavarja, hibas jobbszélt adatoknal pedig
egyszerilen titkrozziik az egész eloszlast a 0, ..., max M, intervallum felezd
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merdlegese koriil, mikoris a keverék lényegileg valtozatlan marad, a hasznal-
hatatlan adatok pedig a balszélre keriilnek, s igy lényegtelenné valnak. Kri-
tikus tehat csak az az eset marad, amidén mindkét szélen hasznalhatatlanok
az adatok.Szamunkra ez azt jelenti, hogy valamilyen I-nél ésj-nélazf,, f,,...,f:
és fm, fm—1, - .., fm—j értékeket is 0-nak kell venniink, holott értékiik véges,
bar igen kicsiny. Ezzel azonban (5) alkalmazasakor igen nagy hibakat kovet-
hetiink el : pl. az Fpy (1) = ,quM értéket 0-nak kell tekinteniink, holott nagy
M esetén u > 1 folytdn uM nagy szam és igy F (u) kis far-nél is elég nagy
marad. Egyenlé M, értékeknél éppen ebben a pontban varhatnank a kiugré .
eloszlis-értéket, az emlitett elhanyagolds azonban épp ezt (meg a szom-
szédos) adatokat teszi hasznalhatatlannd.

Olyan eljarast kell tehat keresniink, amely szélsé adatokra nem tdmasz-
kodva szolgédltatja a felbontist vagy mindjirt az egyes adatokat.

Bebizonyithatd, hogy a fentebb térgyalt szétvélasztési eljdrds nem alkalmazhato,
ha nem hasznélhatjuk fel az Gsszes f,-értékeket. Kozelfekvs gondolat megprobélni az f, ér-
tékek olyan Os(fy, . . ., fm) (s = 0, 1, .. .) figgvényeit eldallitani, amelyeknek értékét alig
befolyéasoljak a szélsé f,-k értékei, amellett a Dg(f,,. . ., fm) értékekbdl vagy kovetkeztetni
tudunk az ismeretlen paraméterckre, vagy visszavezethetjiikk a probléméat a 2. §-ban
térgyalt mdédszer alkalmazésira. (Itt tulajdonképpen globdlisan kezelnénk az f,-ket,
ami a kigérleti adatok feldolgozasandl azért elényds, mert a hibdk kevésbé befolydsol-
jék a végeredményt.) Végeredményben az f,-k soroza,tét kellene éttranszformélnunk

a Df,, ..., fm) sorozatba egy Dslfy, ..., M) = 3 By(s)- fr tipust transzformécié

segitségével, ahol azonban a Bg(s) tranbzformalo sorozatot feltételeinknek meg-
feleléen kell meghatdroznunk. Sajnos, minden kikétésiinknek eleget tevd Bg(s) soro-
zatot eddig nem sikerult taldlnunk.

Ha tudjuk, hiny komponenst vdrhatunk (a gyakorlatban sokszor ez az
eset) és az Osszes M-k egyenldek, sikerrel alkalmazhato a kiévetkezd, algebrai
-eljards :

Tekintsitk ismét a keverék (3) alatti alakjat (M, =n):

(6) ZA,{( )pkl—m) -, (v=.0,1,...,n).

Ez felfoghaté magasabbfokiu egyenletrendszernek az 4, és py-k értékek meg-
hatdrozdsira, amely 2N < n esetén meg is oldhaté. A megoldast egy mar
régebben kidolgozott médszer? altalanositdsa adja meg : Vezessuk be az Gj
D,, B,, x, paramétereket, amelyeket az

» x A
f =Dv » Pr = i ’ Bk = k,,,;l
ln 1+ (1 4 @)
v

Osszefiiggések definidlnak. Ekkor (6) igy alakul :

N .
(7) ‘ D,:EBk-x;, (r=0,1,...,0),

k=1

?) Lényegében szerepel mér Gauss-nal : [4]. Lasd még: [5], p. 275 — Alkalma-
zésat illetOleg lasd : [6], féleg p. 713.
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3 .

ahol a By, x, mennyiségek az ismeretlenek. Mivel a By, x;, mennyiségekbdl az

Ay és p, értékek egyértelmiien kiszamithatok, elég a (7) egyenlettel foglal-
koznunk. Olyan megolddsi modszert keresunk amely nem hasznal]a fel & i
széls6 [, értékeket, illetve a megfeleld indexti D), értékeket.

Tekintsiink pozitiv egész szdmokbél 4ll6 olyan
\ X i \

..a1<a2< e s e OO ]
.51</32< <ﬂN+1
V1<V <...<¥N+1.

...................

...................

rendszert, amelyre
a2_a1=ﬂ2"_,31=’}’2—‘)’1= e =Ty — T =

— ==Y —1= ... =G — T = ...
@) SR SR o

9 ‘0l 9l 0)sl @ 8.e s 80 0 W0V 00N B a e e 8 e 16 0w e e e P el 0 0 Hye

AN +1 — &y -—ﬂN+1—.31——7N+1—71— e T PN T Y RS

— és tegyuk fel, hogy ;
(9) aN+1£n, Ouih S YA, s, TN.,_lgn;

Szemeljilk ki a (7) rendszerbdl elészor a v — ay, ay ... indext
egyenleteket : ' .

'Bl II?;‘ + + BN:I:"‘ = .D
CBya® 4+ ... 4+ Byel =D,

(10)

.........................

B+ 4 ...+ Buef+ =D, ’
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Szorozzuk ezeket sorban az egyelbre ismeretlen c¢;, ¢y, ..., ¢y értékkel, az
utolsét 1-gyel s adjuk Ossze a jobb- és baloldalakat :

’

Byxfi(cy + el 4+ ... ey —[— TNy 4
+ B(ey G b L ov i b ) L
(1) e .
coo F Bnrnm(ep 4 Coan® T 4 L ey NV a0 T) =
=0¢, Do, 43 Do, + ... +en Doy + Doy,

Vialasszuk meg ¢, ..., en-t Ggy, hogy az z;, @, ..., xn értékek épp a
(12) €+ ea@nh L oy gt e = 0

egyenlet gyokei legyenek. Kkkor (11) baloldala zérus, vagyis a c¢; értékek
kozt fenn kell allnia a

(13) . Dal C1 —I_ Daz 02 + e + D"I\' N = - D“N+1
osszefiiggésnek. '

- Vegyitk most a (7) vendszerbdl a v = B, B,, ... indexii egyenleteket,
szorozzuk meg ket ismét az el6bbi ¢, ¢,, ... értékekkel és adjuk Ossze:

Bl . xlﬁ1 ((;1 + chlﬁ:—ﬁx + ... 4N x, By—B. + %, ﬁl\'-“—ﬂx) + ...

=c¢; Dp + ¢, Dy, + ... +enDp, + Dy, .
Mivel azonban (8) fennallasibdl indultunk ki,
P e e e T A . Tkt
(és igy tovabb a t6bbi z; valtozdra).

Ezek azonban feltevés szerint zérusok, kovetkezésképp (12) baloldala
is zérus és a c¢; értékekre a kovetkez$ tijabb Osszefiiggést kapjuk :

(]‘5) Dlglcl_{_Dﬂz C2+ "'+’DﬂNcN:_DﬁN+1'
Hasonléan jarunk el a y,, v,. ... index{i egyenletekkel, végeredményiil a
(16) D“:’: Cl + DV: 02 + cc + 'D'V.V ON = — D':'.\'-(u

Osszefiiggést kapjﬁk. Ujabb, a (8) és (9)-nek megfelels z,, 7,, ... indexrend-
szerhez tartozé egyenleteket valasztva ki (7)-bdl, ismét mas Osszefliggést
nyeriink a ¢;-k kozt. Az eljardst mindaddig folytatjuk, mig (12), (14), (15)
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és a tobbi egyenlet IV szamt egyenletet nem szolgaltat. ]mek egyiitt linearis
egyenletrendszert adnak a c¢; értékekre.

Tegyitk fel, hogy ez az egyenletrendszer megoldhato {enmek a vizsga-
latara nem térink ki; ha a gyakorlatban valamilyen «;, g;, ... értékrend-
szernél esetleg zérus volna az egyenletrendszer determindnsa, mds érték-
rendszerrel prébalkozunk). — A megoldassal nyért ¢; értékeket beirjuk a
(12) egyenletbe s az igy kapott (an+1 — a;)-edfoki egyismeretlenes egyen-
letet pontosan vagy kozelité mddszerrel megoldjuk. A gyokok szolgaltat-
jak az a; értékeket, ezeket a (7) alatti egyenletrendszer N darab egyenle-
tébe beirjuk és az il) moédon a B;-értékekre kapott linedris egyenletrendszert
megoldjuk. Az z; és B; ertekekbol a keresett p;, Aj értékek kénnyen
meghatarozhatdk.

Az ismeretlenek meghatdrozasat tehat visszavezettilk két XN-ismeret-
lenes linedris egyenletrendszer és egy (ani1 — op)-edfoku egyismeretlenes
egyenlet megoldisira, mindehhez a sziikséges kisérleti adatokat elég tag
hatarok kozott valaszthattuk ki. A kisérleti adatokbdl akkor kell a leg-
kevesebb, ha B, = a,, 8, = a3, ..., V1= a3, Vo = qy, ..., és igy tovabb, vagyis
ha az egyes adatok egyenlG tav ol&agu pontokbdl valk. Kz azonban meg is
koti a pontok valasztasit ; az eredeti (8) értékrendszer jobban biztositja,
hogy megbizhaté adatokat hasznalhassunk fel. A (8) rendszert mindig
az adatok megbizhatdésagat figyelembevéve allitsuk Gssze. Természetesen
csak addig haszndlhaté a leirt eljards, amig (9) fennall, ez azonban a gya-
korlatban legtobbszor teljesiil.

Altaldban ajinlatos tobbféleképpen megvalasztott adatseregbdl tobb-
szor hatdrozni meg az ismeretlen paramétereket,s azutan kozepelni az ered-
ményeket.

2—3 komponensnél ez az eljaras jol alkalmazhaté. Legfébb haszna,
hogy akkor is alkalmazhatd, ha az f-értékeknek csak egy része ismeretes ;
ez gyakran el6fordul, mert a gyorsasig kedvéért nem mindig mérik ki az
Osszes f, értéket.®

E paragrafus zaradékaul még a kovetkezdket emht]uk meg :

Ha maxd{, illetve » nagy (esetleg tobb szdz), a szérascsokkentl elja-
rast meglassitja a nagy szdamoldsi munka. Az algebrai mddszer ekkor is
hasznalhato, feltételezve, hogy ismerjik a komponensek szamat. Gondol-
hatnénk arra is, hogy az eloszldst 16pesOsfiiggvénnyé alakitjuk at (egységnyi
vizszintes szakaszokat illesztiink az egyes pontokhoz), s ezt a fiiggvényt vala-
milyen ortogonalis fiiggvényrendszer szerint kifejtjilk, majd Osszefiiggést
keresiink a kiinduldsi és a cs6kkentett szérast keverék sorfejtésének egytitt-
hatéi kozott. Sajnos, Fourier-sor alkalmazisakor ez az 6tlet keresztiilvihetet-
len. Masiranya vizsgalataink még folyamatban vannak,s ezért nem id6ziink
tovabb ennél a kérdésnél, csak azt emlitjiilk meg, hogy nagy max M, illetve
n esetén a binomidlis eloszlasok mar j6l kozelithetGk a normalis sﬁrﬁseg-
fiiggvénnyel, vagyis az eloszlas pontjait Osszekoté folytonos gérbe jo
kozelitéssel Gauss-fiiggvények keverékének tekinthets, erre pedig alkal-
mazhatjuk az [1]-ben leirt eljarasokat.

%) A (7) magasabbfoku egyenletrendszer egyike azoknak. amelyeket »ad hoc«
mddszerrel meg lehet oldani, illetve egyszeri(ibb egvenletekre vissza lehet vezetni, Az
irodalomban nem sok ilyen specidlis, megoldhaté tipus ismeretes; érdemes volna az
ilyeneket és megolddsi médszeriiket Gsszegyfijteni.
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3. §.

A kovetkezbkben célkitiizésiinknek megfelelen Poisson-eloszlasok kons-
tans stlyokkal vett

N ,
, — e M2 = 1 e e
(17) f! S AA e ! (’V 07 H )
k=1

X
keverékének | 4, > 0, Z Ay =1,4,> 0, a A-értékek kﬁlb’nbtiz(ik) felbonta-
= .

saval foglalkozunk : az f, értékek ismeretében meg akarjuk hatdrozni az isme-
retlen A, és A, paramétereket.

A binomidlis eloszlasnal bemutatott szérascsckkentéses, illetve algebrai
mdédszerek lényegében itt is alkalmazhatdk. Itt is elég kiilonboz6 A, értékek
esetével foglalkoznunk.

A szérascsokkentéses médszer ebben az esetben azon az észrevételen
alapszik, hogy a #'<min A, paraméterrel képezett

N v
() Fu = D - eoven B8 o1,
k=1 :

keverék a (17) alattitdl csak abban kiilonbozik, hogy a komponensek maximalis
eloszlasértéke ebben nagyobb, szérasa kisebb, és u —min A, = A, esetén a
t index{i komponens a » = 0-ndl A, magassigban jelentkezd egyetlen pontta
fajul el, ami paraméterek megallapitdsat, komponens-levalasztist, tovabbi
kezelést épp oly médon tesz lehet6vé, mint ahogy azt a binomidlis eloszlas
esetében mar részletesen letargyaltuk.

Tekintsiitk problémankat itt is megoldottnak, ha az f, és altalunk valasz-
tott, monoton novekvd u-értékek segitségével el tudjuk &llitani az F,(u)
kifejezéseket.

Errdl az elballitdsrdl szél a kovetkezd

Tétel : Poisson-eloszldsok

‘N
. AL
19 = Z’ Ay e 42K
(19) f < e Tk ”
keveréke és az ismeretlen Ay, Ay paraméterek meghatdrozdsdra szolgadlo
20 F EN 4 iy e B
(20) v(.“)~k : k- € — )

(¢ < min A, altalunk vilasztott valds szdm) keverék kozt a kovetkezb kapcso-
lat all fenn:

(21) . F,,(Iu):eﬂzg,f'u';)m_ .

150



Bizonyitds: Nyilvan

_euz( l (—u ”-QEAk e Ay =

k=1
v

=eu2(:_“)‘”_a_2NAk Lot ﬁ_:e“i(_t“)w f
(v—o)! < el T Aot "
= 0=

=0

mivel a szummacidkat felcserélhetjiik, q. e. d.

Vegyiik észre, hogy F,(u) meghatirozisihoz az elsé f,-kre van sziik-
ség. Ha a legelsé f,-k megbizhatatlanok, vagy nem mindegyiket ismerjiik
— viszont ismerjilk a komponensek szamat —, 2—3 komponensnél itt is
alkalmazhaté algebrai eljaras, épp Ggy, mint a binomiilis eloszlasoknél
lattuk. Az

13

N A
(22) - b= D dp-eh— p=0,1,..)

y!

értékeket az Ay - e * = @, v! f» = H, relacidkkal bevezetett Gj Gy, H,
paraméterek segitségével atvisszilk a

N
(23) 2 G.-X=H,
k=1

egyenletrendszerbe. Ez azonban ugyanfigy kezelhetS, mint a (7) egyenlet-
rendszer. Gyakorlati felhasznalasara is az ott mondottak vonatkoznak, s igy
itt mindezt felesleges lenne megismételniink.
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PA3JIO)KEHHME HA KOMITOHEHTbLI CMECHI OUCKPETHLIX PAC[‘IPE[[EHéH/IZ
BEPOSITHOCTEN

I1. Megaeiuu
Peswme

Hacrosimass paGoTa nocBAMAETCA CAeAyIOMUM Npolaemam :

a) VisBecTHOE [MCKDETHOE DACHPEAEsieHHe BEPOSITHOCTEH SIBJISIETCA  HAJIOKEHHEM
OMHOMMANBHBIX DACNPENECHHH € PasjMuHBIMU NTApaMeTpamu, (TO €CTb »CMECLIO € IIOCTOSIH-
HBIMU BECAMM«), TO €CTb OHO mMeeT Buf (3). 3uas f,, cieayeT ONpeAeIuTh HEM3BECTHHIE rapa-
merpol Ak, My, Pk KOMIIOHEHTOB.

b) M3pecTHO® JMCKPETHOE PACIPECICHHE SIBISICTCS HAn0KeHuem (17) pacipeseienui
Iyaccona ¢ pasnMuHbIMU rTapameTpamu. Clefyer OnpefenTs Heu3BecTHble napamerpsl Ay, Ag.

Taxue cMecH 4acTO BCTPEYANOTCS [IPU PasiIMUHBIX ucciaefoBaHusax. [podnema a) Bo3-
HUKAaeT, HallpuMep, IpH T. H. PPAKHUOHUDPYIOLIEM PA3EJEHUM B XUMWYECKOM ITPOMBILIICH-
HOCTH (CM. CHHCOK JuTepatypel B (3)).

[Ipu peuesnn 06enx npodseM HMCNOAb3yeM, IJIABHBLIM 00pa3oM, T. H. »METOJ YMEHb-
IIEHUS1 AMUCIIEPCHM«, TIpUMeHeHHbIH B (1) n (2). B caydae a) 570 NPUBOIUT K CIeAYIOLIEMY :

3uast sHaueHus1 f, u3 (3), Mbl B COCTOSIHHM HPEACTABIATL paclupefencuue F,(u) (4).
OHO oTayyaercs OT «(3) TONLKO TeM, uro BCe 3HAUYEHUS Pk YMHOMKEHBI HA BBHIOPAHHBII HAMU
napamerp . IlycTs pacnpeneneunﬂ 4 TIPEACTABISIIOTCA IPU TOMOIM Bo3pacrawmux F(u).
Ecnyu napamerpom /b QOCTUTACTCS 3HAuYeHHe l/max pg, TO KOMIOHEHTH F,(4#) ¢ mapameTpom
BLIPOXIAKTCA B €AMHCTBEHHYIO BBHICTYNMAONIYI0 TOYKY, U3 AAHHBIX KOTOPOil mapameTps! cOOT-
BeTCTBYIOIMX KOMIIOHEHTOB ONpPEAENAIOTCA XOPOIUMM npubnuykenuem. B To ke Bpemst
YMEHBUIACTCS U AMCIEPCUA JAPYruX KOMIoHeHT. Flocsie OTAE/NEHNs BLIPOXKICHHBIX KOMITO-
HEHT, Mpearaemelil rnpuem INoOBTOPSETCS.

Bennunbl F,(u), npeacTaBisionMe pelleHHe NpobueMel, CyTh nuHelHbIe BBIPA)KEHNS,
COCTaBJICHHHIE U3 f, GopMyI0ii (5).

B xauecrse wioCTpanun HPUBOAKMM ABA ripumepa (puc. 1 u 2). Ha puc. 1 MCXOZHAS
CMeChb pacrpejesieHne H300paXKaeTcst MOJHbIMH TOUYKamMu (3TO pacipejeNienne XapaKTepu-
3YeT pe3ysbTaT (PaKUMOHMPYIOILErO pasfeneHus). Pe3ysbTart passioyKeHusl, COOTBETCTBYIO-
mero sHayenuwo # = 1,073, npeicraBiasiercsi HENMONHBIMU TOYKaMu. BHAHO, YTO MBI MMEEM
HE 2, 2 5 KOMIIOHEHT. JTO IOATBEP)KAAETCST M Pas3yIOKEHHEM, IIPOBEACHHOM II0CIE OTILEMNIe-
HHSA CHJILHO BBICTYTIAOLIE] MocaeaHeit KommoHedTsl (puc. 1.b.). — Ha puc. 2.a. u 2.b. noxassi-
Baercsl pasgenenve QUKTUBHOH cmecH. CMeCh MMEeT €AMHCTBEHHBII MAKCHMyM ; MOciie pas-
JlesieHusT OTAEbHbIE KOMIIOHEHTBI OTYETJIMBO NPOABISIIOTCS.

OnucaHHblii OpUeM MOYKET HaWTH NPUMEHEHHE JMINb NPU U3BECTHBIX f,. B ciyuae,
€C/I M3BECTHA JIMIUb YaCTh 3TUX [JAHHLIX, MOXKHO NPHUMEHSTh CIEAyomuil croco6 : Ilycts
HaM u3BeCTHO uucno N KOMOOHeHT u My = n (k= 1,2,..., N). 3anumem aast oCTaroy-
HOT'0 9MCJIa TOUCK CJIOYKHOTO pacrnpefeneHus cooTHomenue (6). Takum o06pagom Mbl IPUXOIUM
K CHCTeMe ypaBHeHuil [t Ak v pk, KOTOPYIO npeobpasyem K popme (7).

ITpeanosnoIKum, YTO U3BECTHBIE HAM f, HEJAIOT BO3MOIKHBIM 3anucaTe (7) DSl CUCTEM
v=ak, Pk, Vk,... COOTBETCTByIOUMM (8) [(10, (14)]. Pewenue mosyueHHO# Takum 06pasom
CHCTEMbl YPABHEHUI TPHBOJUTCS 1IPH NOMOIIY U3BECTHOI'O npuema [5] K peweHnio ypaBHeHu st
BBICILEH CTEIIEHU M [ABYX CHUCTEM JIMHEHHBIX ypaBHeHuid. M3 perennit y>xe MOXKHO BBIYUCIUTH
HCKOMbIE Ak U Pi.

Criepyer 3amMeTHTD, UTO 151 6OJIbIIKMX 72, CMECh (6) ¢ JOCTATOYHOM TOYHOCTBIO IIPEJCTaB-
JISIETCA KaK CMeCh HOpMaJIbeIX byHKuMit nioTHOCTH. B 9TOM Cllyyae TPHUMEHMMBI METONHI,
usnoykenusie B [1] u [2].

B ciaydae pasnoyxenusi cmecu (17) pacnpegenennii Ilyaccona (caydail b) mbl Taioke
NMpUMEHSIEM M3JI0)KeHHBbIH MeTon. OCHOBOH pasfiOKeHUsI CJY)KUT npeacraBiesne cmecn (18)
npu nomoy (17). 3aeck mapamMerp i CIEAYET BHIYUTATh U3 Ak. KoMnonenTsl (18) paspenstorest
B clydae j = min Ag TaKMM )Ke 00pa30M, KaK 1 KOMIOHEHTH cMecH a). CBs3b meway (17) u
(18) 'ycranaenusaercst dopmynoit (21). TIpit Hapo0HOCTH MOXHO NPUGErHYTe M B JAHHOM
clyyae K anrebpandecKuM MeTOAaM.
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DECOMPOSITION OF DISCRETE COMPOUND PROBABILITY
DISTRIBUTIONS

P. MEDGYESSY
Summary

This paper deals with the following problems :

@) A given discrete probability distribution is the superposition (a compound)
of binomial distributions with different parameters, — i. e. 1t is of the form (3). The
probabilities f, being given, we have to determine the unknown parameters Ak, Mg, pk
of the components.

by A given discrete probability distribution is a superposition (17) of Poisson-
distributions with different parameters ; the unknown parameters Ay, x are to be
determined.

We often meet such compound distributions in various scientific investigations.
E. g. the problem «) arises in connection with the procedure called »counter:current
distribution« used in chemical industry (see the bibliography of [3]).

For the solution of both problems we primarily apply the so called »variance
reduction method« used in [1] and [2]. In the case of a) the application of this method
can be done as follows: From the knowledge of the probabulities f, (see (3)) we can
construct the distribution F,(#) given by (4). This differs from (3) so far as all the
Pr-s 1n it are multiplied with the parameter u.# will be chosen arbitrarily (but so that
upxy = 1). When increasing ¢ we reach l/max py, those components of F,(#) which
have the parameter max px degenerate into a single point (see fig. 1. a.). If these points
appear separately their coordinates furnish approximate values of the parameters
Ak, My. — Simultaneously, the variances of all the other components will also diminish. .
After the separation of the degenerated components the procedure can be repeated.

The values F,(x#) yielding the solution are given by (5) as linear forms of the
probabilities f,.

The method is illustrated by two examples (Fig. 1. and 2.) On Fig. 1. the full
points show the original compound distribution (it is the result of some counter-current
distribution). The result of a transformation with g4 = 1,073 is marked by circles.
It is easy to see that there are not 2 but 5 components. This 'is also justified by asecond
decomposition performed after the separation of the last component. (Fig. t. b.)

Fig. 1. a. and b. show the decomposition of an artificial compound distribution.
There is only one maximum ; after the decomposition the separate components present
themselves very markedly. .

The described method uses all the probabilitie f,. If they are not all available,
then instead of the preceding procedure we may apply the following methods [inasmuch
the number N of the components is known and My = n (k = 1, 2, ..., N)]. We write
(6) for an adequate set of the points of the compound distribution. Then we obtain
a system of equations for the Ax and pg-s, which can be brought to the form (7). Sup-
pose that the known f,-s make possible to write (7) for the systems of values v = o,
Bk, Yk, ... corresponding to (8) (see (10), (14)). By the aid of a well-known technique
[5] the solution of the system of equations thus obtained can be reduced to that of an
equation of higher degree with an only unknown and of two systems of linear equations.
From this solution, the A4y and pg-s can already be determined,

We remark that in the case of larger n, the compound distribution (6) can very
well be approximated by a compound of normal frequency functions ; then the methods
given in [1] and [2] may be applied.

Similarly, for the decomposition of a eompound (17) of Poisson-distributions
(case b)), the above method can be applied. The basis of a decomposition is the con-
struction of the ecompound distribution (18) by the aid of (17). Here the parameter
p will be subtracted from the 2g. In the case of 4 = min 2A; the components of (18)
will generally separate from each other like those of the compound a). The relation
between (17) and (18) is given by (21). If necessary an algebraic procedure may be
applied in this case also.
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