EGY HOVEZETESI FELADATROL
SZILVAY GEZANE és ZERGENYI ERZSEBET
A Magyar Hidrologiai Tdrsasdg-tol kaptuk az alabbi feladatot, mely

meleged§ jégrétegben fellép6 hémérsékleteloszlasra vonatkozik.D

Megoldandé a

ou(x,t) 12 0%u(x, t)
at 92

differencidlegyenlet a kovetkez6 feltételek mellett :

(1)
— at, ha t < yla

0, ha t>wufa (tof: > 0)

c)u@@:{%

Allitsuk el6 a megoldast két fiiggvény osszegeként :
U = U; + Uy,

ahol mind u;, mind %, megoldasa a differencidlegyenletnek, ezenkiviil wu;-re
vonatkoz6 kezdeti, illetve hatarfeltételek :

a) u1<o,x)=%x,
@) b) u, ((,0)=0, .>
C) ul(tsL):uo;

1) Az eredmények értékelésére és azok hasznositésdra a megbizd a »Vizépitése
c. folydiratban még vissza kivan térni.
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u,-re pedig

a) u(0,2)=20
l by uy (£,0)=0

(3) —at, ha t< %"
¢) ug(t; L) = ”

—u, ha >0,
a

Kiénnyen belathat6, hogy u = u, + u, az (1) feltételnek eleget tesz. Az

g
u (x,t) = —x
L

fiiggvény kielégiti (2)-t. u,-t a kovetkezd alakban keressiik :

t x2
Uy (%, 8) ZJ‘V—L‘I:; e D pioydr 4
0
! - mxr
+J1—,,1_i e AEU=D G(z)dr .
4 Vt —T

Ez a kifejezés tetszés szerinti korldtos és integralhaté F(t) és G(t) fiiggvények
mellett eleget tesz differencialegyenletiinknek, s6t a (3) alatti a) feltétel-
nek is. Vélasszuk meg F (¢) és G (¢)-t Ggy, hogy u, (z,t) a (3) alatti b), ¢}
hatarfeltételeket is kielégitse.

A feladatot Laplace-transzformacié segitségével oldjuk meg (lasd : [2]). .
Ha

L{F ()} =[(»)
L{G (1)} =g(p)
2 {uy (@, 0)} =Ty (2, D)

akkor a konvoluciététel alapjan

_ T —Xv 7 -0
(4) uz(w,p)=f(p)VEe kP +g(p)vf—)e B
A hatarfeltételeket is transzformaljuk :
uy (0, p) =0 ((3)5)-bdl)
) % (L,2) = 5 (e - 1] ((3)¢)-b1)
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A (4) és (5) képletek felhasznalasaval a kovetkezs egyenletrendszerre jutunk :

Hp)+g@e « 7 =0

L _ _ U
fip)e E'P +g(p)=V£;‘—2 e e —1).
Innen f(p) és g (p) meghatarozhaté :
Uo Uy L
Fp) = pae’a—1  aefa—-11 ad

TPy —e —Vﬂ V_7_‘ p V—??l—e—k—VP_

_— __ Pl u,
9(p) = VM aol _eee—ll
TPy Ve Ya P Yp1—eTitn

Az e =1 fiiggvény inverz Laplace-transzformaltja :
p .
-2
-1 { ] = @ (t),
ahol
l —1l,hat<—
p(t) =
I .0,ha t > —
Valamint
R C
£ ll’ﬁ' —2L =¥, '
» | — ok IP |




- BRI Al . T LSRN aamraniatale S .t o0 Sis? )

ahol 1 - _[n _L_]z_x
Y(t) = == e k1t
( Vnt n2=0

n=0
Ugyanis
® —p e _[”_L]’.l_ w . —pt _[L]’_‘
Jg:ze ; ‘dt=2Je ce VR T g
(6)‘ o Vﬂt n=0 n=0 g V;E_t
EESR N L I N
- == 2L ’
n=0vp pl—e_Tlp

ha @e p > 0. A szummalds és integralés felcserélhetGségének bizonyitdsihoz
felhasznaljuk a fenti Osszeg ©-fiiggvényekkel kifejezett alakjat.
A ©-fliggvények altalanos definicidja (lasd: [17):

+ o . © . AN
2znv(n+-—)+1nz(n+—— +innvy
L Gwl= D 2 i) e

nN=—omw®

Ez a sor abszolut és egyenletesen konvergens tetszfleges komplex p, v, v
mellett, ha w2z > 0.
Fontosabb specidlis esetek :

Bo(v) = Ons(v) , Fp(v) = Oro(v) , F5(v) = Oe(v) .

A 9-fiuggvényekkel a kovetkezSképpen fejezhetdk ki a @-ben és ¥-ben fellépd
sorok :

- —(nalyE.L ,
2T 1 L2 1
- e =% (0 —____
2 - 0(|) ﬂkt
- n=0
(7) s
26 k‘tzl_[,ﬁo[o[ =l£_l}+ ]
2 t
n=0
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1474
lim [z 95(0f2) = Y

2-0

Osszefiiggésbol (lasd példaul : [3], p. 20.) leolvashatd, hogy

R

Vz n=0

az egész zart [0, o] félegyenesen korlatos. '

Ennek kovetkeztében a (6) integral p > 0 esetén konvergens és az
integralas tagonként végezhetd el. )

A konvolucié-tétel szerint :

cHfy=Fo =i [e@pe—ni=
; |

ahol

Az itt szerepld sorokat numerikus szdmitasra alkalmas alakra J-fliiggvények
segitségével hozzuk :

—'n = 3 1 L2 1
26( 2 kt_iﬁ2(0 z:———2—)
por 2 , mw k%t
bl _zi?l | 2
6nk.t =_1_0002=L__i +1]
2 T k%t
n=0 -

17 AMI Kézlemények TH./1--2. g 257



Ezek a sorok nagy z, tehit kis ¢ esetén jél konvergélnak, nagy ¢ mellett a
konvergenciat megjavithatjuk a &-sorokra vonatkozé transzforméciés kép-

letek felhasznaldsaval (ldsd példaul: [1]):

woa=Japl-2)

95(02) =l/§ﬁ3 (O,!*%] :

Innen
w ( 1\ L2 1 _
e—‘n+§)FT_f1 B [0’ 1 _ . * t)—
s 2 2z 2 L
fo K
1 k —n’F nt
= — |t — — 1) =
SV ngw( ye
L2 = )
, .
és
T 1 ) k2
D U T
Lk e b e
=— 7wt — + {wt — e
2+ 2L / —

A transzformadcié altal az eredeti
2q. , illetve 2

alakt sorokbél hasonlékat kaptunk, csak mig a transzformicié eldtt

L 1

&t

g=-ce

volt, addig most
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o n .y e Ay roar e e - S . B — —~
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S {!

.l-l2 - ’ 2”
azaz t<-k—2— esetén az eredeti sorokkal szamolunk, ellenkezl esetben a i
ry 4
transzformalttal. ¢ legnagyobb értékét tehit az
L1 e 12 C

e~ T = e !, azaz t=-—
2q

helyen veszi fel, ekkor g = e ™ <{0,05. A konvergencia most olyan jo, : i

hogy a sorok szdmitdsanil elég a mésodik tagig menni, a relativ hiba igy is
elég kicsi, hiszen az elhanyagolas

© : 1\2 0 ©
Eqm?) < 2q"’<q42q2“=1 q4q—2 ,
n=2 n=0 -

n=2

és ez még a maximalis ¢ = 0,05 mellett is csak 107 nagysigrendii.
A fentiek felhasznaldsaval a kovetkezd kozelité formuladt nyerjiik :

L 1 9 Lt

I t 2 ‘]
JV SRR P JVE%(_}_[“%’) dv
T 12 ;— .

k*n ! !

kzn

Gt JV %%)dr—i-

+J——(— e =)

2

k"t

, akkor F(¢t), illetve G(¢) az elss integrandus 8-t6l ¢-ig terjedd inte-

2
(Ha t < L
ko
2
graljaval egyenlé; ha 6 > kL2—, akkor a masodik inteprandus integralja 0-tdl
T
L2 L2
t-ig, csak o <—kT s 1> —— esetén érvényesek a felirt képletek.)

7 k2o
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Az analitikusan kiintegralhaté tagok integraldsit elvégezve, a tébbie-
ket egyszertibb alakra hozva, a :

— t

hity="%— 12 J e dt
¢
0
2
ésgaz u = o jelolés bevezetésével nyerjiik :
T

.F(t)—%% (szvu) (2kLV6 )H% h(g ﬁJ*h(g %)}Jr
7
I p— 2(W—V6)+?§-gh(:]§— V%)—h(% V%]h
+(V?—Vu)+v—?{é~(t—u) f;z_if }

F(t) és G(t) ismeretében feladatunk megoldasat felirhatjuk :

t )
uml) =" + J ; 1 _e T plo)de +

(L —x)*

+JV5:7 TEET=D () dr.

Az integralokat a paraméterek specialis értékeire numerikus integraldssal
szamitottuk.

Itt mondunk kdszonetet Freud Gézd-nak segitségéért, melyet munkank-
hoz nytjtott.
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OB OOHOIM 3AJAYE TEIJIONPOBOIHOCTHU

I'. CunBan u 3. 3eprenu
Peswome

B Hacrosiueii paboTe jaeTcsl peuieHMe CAeAYIOWEH 3a5auu TEMIONPOBOJHOCTH &
Tpebyerca pewnTs auddepeHuManbHOe ypaBHeHue

Ou (xyt) 2 0% (x, t)
o0 oz

YROBJIETBOPSIIOIIEE YCIOBHAM :

u(O,x)=—uL—°x
uft, 0) = 0
lu at npu <2 )
(| T
ut, L) = o (>0
lO npu t%f_. “

fpegcraBum peLieHHe B BUAE CYyMMBl ABYX OQYHKUMii, KaXKAasi U3 KOTOPLIX SIBJSETCS
pemenueM gudepeHLHANBHOTO YPaBHEHUA M [UIA KOTODBIX CIPaBeJIUBBI COOTHOILIEHHS :

U = Uy + Uy

(0, ) = 1L‘£x (0, ) = 0

(£, 0) = 0 uy(t,0) =0

I—at Tpu t<%

u(t, L) = uy  uy(t, L) = U,

— U, N t=
l o TIpH o

M3 npeanosioskeHuid, C1eNaHHbIX IJIS %, BBITEKAET, 4YTO

- (77
ay(z, 1) = =z

L

IpencraBum u, (x,t) npu nomomy npeoGpasoBanus Jlamnaca B BUAE

x

1 __*

e - F(r) dv +

{—7

Uy (2, 8) = \
J7
t 1 _ (L — x)?
+ j»~+~ e ¥ G0y dr,
0

Vt—t

IpeoGpasoBannsie Jlariaca %, ¥ FPAaHHYHBIX YCJIOBHI A 4, MONy4aloTcst npH 000-
3HAYEHU X '

foy=2{F®}, gp)=2{GWO} n % p) = L{u} .
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+ g(p) ]/% e K

ule, 1) = ) V % SV

L—x .
7

Uy
— a - P~
0, 7) = 03 u2<L,p>=?(e <)

OGpatHbie npeobpasoBanubie Jlarmaca dyHxumii f(p) u g(p), OMPEJEACHHBIX TIPH

TIOMOIM I'PAHUYHBIX YCJIOBHi, TIPeCTABASIIOTCS PA3NOYKEHHEM B DS ISl GyHKLui 9.

Bripa>xenus, coobuenusle gns F(t) n (F(t) MMEOT NOrPEHOCTH MOPSAKA HE TPeBLI-
waromero 10-35.

UBER EIN WARMELEITUNGSPROBLEM
Fran G. SZILVAY und E. ZERGENYI
Zusammenfassung

Es wird die Differentialgleichung

du(x, §) ke 02 u(x, t)
o o2

unter folgenden Bedingungen gelost. :

% (0, x) = %x

w(t,0) =0
ug—at  fire< 2,
u(t, L) = a 2050
U, a
0 fir ¢ = —a‘—’—. ’

Die Losung wird als Summe zweier Funktionen dargestellt. Beide Summanden
geniligen der Differentialgleichung und erfilllen nach folgende Bedingungen :

Uy = Uy + Uy

uy(0, 7) = %x (0, 7) = 0
uy(t, 0) = 0 uy(t, 0) = 0

‘—at, fiic t < 20
u(t, L) = u, uy(t, L) = “

—uy, firtz= 2
a

Aus den Ansitzen fiir w, wird sofort klar, dass
.

U
0 »

uy(x, ) = 7
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| ETETRTYrY T .-,q;.wvmv‘ b mr:'.'xvr b e R prwim-, .

u,(x, t) wird mittels Laplace. Transformation in folgender Gestalt dargestellt :

t x*
. 1 T A=
Uy (2,8 = | T 6 At —) F(r)dr
0 .
(L — %

1 T A —1
e 4k*(t — 1) G(T) dt

(‘)f Vi—=

Die Laplace-Transformation fiir die Randbedingungen ist

X

— n —=Vp - __I_’.—_XV“ .
uy (%, p) = f(p) V%e k p+g(p) V%e P «

‘. Up \
‘ _ _ a — P 4
‘ Uy (0,p) = 0; uz(L,p)=?(e ¢ —1) k|

wobel
fo).= 2{F®}; g9p) = £{G O} & @p) =L{w(=)}

Die inverse. Laplace-Transformierte der durch die Randbedihgu.ngen bestimmten
Funktionen f (p) und g (p) ist mittels der Reihenentwicklungen fir die # -Funktionen

dargestellt.
Die Gréssenordnung der Fehler in dem Ausdruck von F(¢) und G(t) wie die in

der Arbeit dargestellt werden, betrdgt hochstens 10-8,

N Tt s M B

Sl L e B R o i Tt e Ml e
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