
EGY HOYEZETESI FELADATRÓL 

SZILVAY GÉZÁNÉ és Z E R G Ë N Y I ERZSÉBET 

A Magyar Hidrológiai Társaság-tói kaptuk az alábbi feladatot, mely 
melegedő jégrétegben fellépő hőmérsékleteloszlásra vonatkozik.1) 

Megoldandó a 

3u(x, t) _ 32u(x, t) 
dt dx2 

differenciálegyenlet a következő feltételek mellett : 

(1) 

a) и (0, x) = — x 
L 

b) u{t, 0) = 0 

[ un — at, ha t < uja 
c) u[t,L) = \ 0 , _ ( u 0 a > 0 ) . 

I 0, ha t м0/а 

Állítsuk elő a megoldást két függvény összegeként : 

U = U1
Jr u2, 

ahol mind uv mind u2 megoldása a differenciálegyenletnek, ezenkívül u^-re 
vonatkozó kezdeti, illetve határfeltételek : 

(2) 

a) ^(0, x) = ~jrx> 

b) Uy (t, 0) = 0, 

c) = u0\ 

b Az eredmények értékelésére és azok hasznosítására a megbízó a »Vízépítés« 
c. folyóiratban még vissza kíván térni. 
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u2-re pedig 

( 3 ) 

a) u2(0,x) = 0 

b) u2 (t, 0) = 0 

c) uz(t,L) 
— at, ha t < — 

i Wn 
— rt0, ha t > — . 

Könnyen belátható, hogy и = + w2 az (1) feltételnek eleget tesz. Az 

függvény kielégíti (2)-t. w2-t a következő alakban keressük : 

u2 (x, t) — 
X2 

4 kHl — i) F(T)dr + J 
о 

t 

+ Г 1 e . 
JYt-T 

(L-x)> 

Ez a kifejezés tetszés szerinti korlátos és integrálható F(t) és G(t) függvények 
mellett eleget tesz differenciálegyenletünknek, sőt a (3) alatti a) feltétel-
nek is. Válasszuk meg F (t) és G (t)-t úgy, hogy u2 (x, t) a (3) alatti b), c) 
határfeltételeket is kielégítse. 

A feladatot Laplace-transzformáció segítségével oldjuk meg (lásd : [2]). 
Ha 

£{F(t)} = f(p) 

£{G(t)} = g(p) 

jß {u2 (x, /)} = ü2 (x, p) , 

akkor a konvoluciótétel alapján 

( 4 ) ü2(x,p) = f(p) 
' л 
p 

•w + g(p) V 

A határfeltételeket is transzformáljuk : 

ú2(0,p) = 0 

( 5 ) u2 (.L, p) = ^ 
— p— e a — 1 

((3)6>ből) 

((3)c;-bői) 
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A (4) es (5) képletek felhasználásával a következő egyenletrendszerre jutunk 

f ( p ) + g(p)e = 0 

l 1 
f(p)e k V p + g(p) = ' я: p2 ( j ' 

Innen / (p) és g (p) meghatározható : 

f(p) = 

1 в 
рае p a — 1 

u„ l  
a e pa — 1 1 e * 

f(p) = Рг ' \л P 

g (p) = 

r  
' р а е « — 1 V — 1 1 

«РЧ-е~Ц-Ур l/л P ][p 1 — 2 l • 
• e—г Vp 

e a 1 
Az függvény inverz Laplace-transzformáltja : 

ahol 

P 

£ j 
e - " V - 1 

= <P(t), 

<P(t) = 

- 1,ha t < 

0, ha t ;> 

a 

M 0 

Valamint 

P " 1 - e - 2 ^ ) 

m 

ф((), 
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-vi. -/Ч-'НЛЯР̂ПЯ 

ahol -, oo r LI» 1 
îp(Î) = _ L y e - L" *JT 

w y«t ^ 
n=0 

ф (o = .1 

pci 
dt 

n = 0 

Ugyanis 

(6 ) 

í 

- pt =0 _ ГА1! 1  

e N i . LH 

К»« é o 

со r pt 
e 

- [ M ' A 
e L*J ' dt 

= 2 

л = 0 n 

2L 
p b " 1 

л=0 1 7 V 1 —e 
2L ir-F ! P 

ha ôgê J) > 0. A szummálás és integrálás felcserélhetőségének bizonyításához 
felhasználjuk a fenti összeg ©-függvényekkel kifejezett alakját. 

A ©-függvények általános definíciója (lásd : [1]) : 

+ 00 

0„ ,(»/*) = 2 e 
2 i л v (n + + í л z (n + íYj + í л n I/ 

П = — oo 

Ez a sor abszolút és egyenletesen konvergens tetszőleges komplex /x, v, v 
mellett, ha Um z > 0. 

Eontosabb speciális esetek : 

U v ) = 0o iM , = ©M(t>) , ад = 0оо(«) . 

A ^-függvényekkel a következőképpen fejezhetők ki a Ф-ben és 'P-ben fellépő 
sorok : 

(7 ) 

/ I \ 4 ! 1 
2) V T 1 iL21 

п=0 71 k2 t 

oo — П' Pl  
k' t 1 

n = 0 
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lim 1^Ú3(0|2) = —"ti 
z-,0 2 

összefüggésből (lásd például : [3], p. 20.) leolvasható, hogy 

ь й 

L 12 1 
" v j T 

az egész zárt [0, oo] félegyenesen korlátos. 
Ennek következtében a (6) integrál p j > 0 esetén konvergens és az 

integrálás tagonként végezhető el. 
A konvolució-tétel szerint : 

t 

J t x {/ (p)} = F (t) = j Ф (г) (p (í • т) dx = 

я j ^ Г о 
dt , 

es 

Г , Í.12 1 

' л=0 
dr 

ahol 

ó = 

0 , ha t<U° a 

t _ ha í > 
a — a 

Az itt szereplő sorokat numerikus számításra alkalmas alakra P-függvények 
segítségével hozzuk : 

n=0 

, 1 \2 L 1 
(n + 1) IdT _ 1 í l _t 

я A2 í 

n = 0 

F i 
/с2 f * L* 1 I i 1 

2 = 1 + 1 
л к2 t 
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Ezek a sorok nagy z, tehát kis t esetén jól konvergálnak, nagy t mellett a 
konvergenciát megjavíthatjuk a ^-sorokra vonatkozó transzformációs kép-
letek felhasználásával (lásd például : [1]) : 

0,(01 z) = 

0,(O|z) = 

Innen 

F ' 2 # 0 
- т ) 

F 
' 2 

# 3 
0 1 

2 

1=0 

/ , 1 \ n2 I 
T + a y i f T _T_1_ 

~ Y 
A l ° 

1 . к2 

4-1/5} 2 (-1)" к' 
—Ti' ~ n't 

= fnt-
k2 

1 VI —л2 IT ' 1 

es 

. H I 
- " V t 1 

n = 0 т м ° 
1 p 1 

— = in-y^ t\ + 1 
z L2 

1 , 1 r-r к 
= h у гй  2 2 L 

-n'n'-Kt 

1=1 

A transzformáció által az eredeti 

h Ff 

Eq 2! , illetve A A 

alakú sorokból hasonlókat kaptunk, csak míg a transzformáció előtt 
q = e 

í 
k> t 

volt, addig most 

esetét. 
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így и- у 
к* t < e 

L2 

azaz t <" esetén az eredeti sorokkal számolunk, ellenkező esetben a 
k2n 

transzformálttal. q legnagyobb értékét tehát az 
I 

L- 1 к* L2 

e í j у = е~щ и ' , azaz t = 
k2n 

helyen veszi fel, ekkor q = e~" < 0,05. A konvergencia most olyan jó, 
hogy a sorok számításánál elég a második tagig menni, a relatív hiba így is 
elég kicsi, hiszen az elhanyagolás 

1\2 00 

n = 2 n=2 n=0 1 — q2 

és ez még a maximális q = 0,05 mellett is csak 10 5 nagyságrendű. 
A fentiek felhasználásával a következő közelítő formulát nyerjük : 

F(t) = -
л 

0(t) = 

L' 
k'n L' 1 9 L! 

4t1 t , „ 4 к* 

j è l e " " + e 

r ) dr + J y л - e " T j dr 

Л 

l?  
к' к"п / M dr + 

t / kt 
. f i l , У m к . v — к - " ' и + — + — — — e \dr 

J У r \ 2 2 i D 
L" 
k'n 

L2 

(Ha í < , akkor F(t), illetve G(t) az első integrandus ő-tól í-ig terjedő inte-
k2 л 

L2 

gráljával egyenlő; ha Ő > - —, akkor a második integrandus integrálja 0-tól 
к2 л 

L2 L2 

t-ig, csak Ô < , í > esetén érvényesek a felírt képletek.) 
Jc^ tü Jc^ TC 
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Az analitikusan kiintegrálható tagok integrálását elvégezve, a többie-
ket egyszerűbb alakra hozva, a 

h (t) 
к 

dt , 

L2 

és ttaz и = jelölés bevezetésével nyerjük : 
к2 л 

Fit) = -
л 

h 
к j \ 2 k f u 

][лк 

— — h 
2k\à H + • 

3L ( , / 3 L \ 

к j \ 2 к fi и 

+ 
L 

n'k\ „ k' 
. 'TA1 _ ~"°AAU 

- ( / - » ) + 7 ! 
2 „ к2 

л* 

Cit) = -
л 

2 ( 1 P + - y ô ) + 2 - - \ h i L 1  

к 

L2 

L 1 
^ . —h. 

к f ű ) \ к ]/(5, 

3 L 
2 к У д. ~ + 

+ 

+ ( í i - h ) + 
У л к 

- i t - и ) - -
2 

.к' , кг 

F 
L2 

EJ) és G(t) ismeretében feladatunk megoldását felírhatjuk : 

L J fi - T 
Fir) dr + 

I f t - F 

(L-xY 
•il: ; ( TI GiT) dr. 

Az integrálokat a paraméterek speciális értékeire numerikus integrálással 
számítottuk. 

Itt mondunk köszönetet Freud Gézá-w&V segítségéért, melyet munkánk-
hoz nyújtott. 
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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Г. Силваи и Э. Зергени 

Р е з ю м е 

В настоящей работе дается решение следующей задачи теплопроводности : 
Требуется решить дифференциальное уравнение 

du (хх t) _ 9 hi (хх t) 
dt дхг 

удовлетворяющее условиям : 

и{О, x) = x 
ÍJ 

u(t, 0) = О 

u(t, L) = 
м0 — at при t < 

при t = — — . 
а 

"о 
« ' í ^ > 0 ) 
щ У а ) 

Представим решение в виде суммы двух функций, каждая из которых является 
решением дифференциального уравнения и для которых справедливы соотношения : 

и = и, и, 

щ(0, x) = X иг(0, х) = О 

Ml(í, 0) = 0 м2(й, 0) = О 

Mj(t, L) = и0 u2(t, L) = 
at при t < 

• м0 при t Ш — a 

Из предположений, сделанных для иг вытекает, что 
- , , м„ :uL(x, t) = -~-х Ju 

Представим м2 (x, t) при помощи преобразования Лапласа в виде 

( 
- 4/са(( — т) . , 

e F(t) ат + иг (x, t) = j 
о 

1 
yr 

t 

í уг= 

(£ - x)'  
e (?(т)с/т. 

Преобразованные Лапласа м2 и граничных условий для м2 получаются при обо-
значениях 

Í(V) = Jß{F(t)}, g(v) = £{G(t)} и щ(х,р) = J2.{ut(x,t)} 
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в виде 

щ(х, р) = /(р) 
f V 

- i n 
+ д(р) 

1-х ,— 
л — r i p — e к 

V 

S2(0, р) = О ; ( i , р) = + ( в " « - 1 ) 

Обратные преобразованные Лапласа функций f(p) и определенных при 
помощи граничных условий, представляются разложением в ряд для функций 

Выражения, сообщенные для F(t) и 0(t) имеют погрешности порядка не превы-
шающего 10-5. 

U B E R E I N WÄRMELEITUNGSPROBLEM 

Frau G. SZILVA Y und E. ZERGÉXYI 

Zusammenfassung 

Es wird die Differentialgleichung 

9u(x , t) _ Э2 u(x, t) 
dt ~ 9Ï2 

unter folgenden Bedingungen gelöst : 

и (0, x) = -ß x 
±J 

и (í, 0) = 0 

и (t, L) = 
и0 — at fü r t < 

für t a — «о V « J 

Die Lösung wird als Summe zweier Funktionen dargestellt. Beide Summanden 
genügen der Differentialgleichung und erfüllen nach folgende Bedingungen : 

M„ = u, + u, 

í í1(0, x) u2(0, x) = 0 

0) = 0 M2(í, 0) = 0 

ux(t, L) = u0 u2(t, L) = 
I - at, für t < ^ I a 
I — u„, für t S 

Aus den Ansätzen für ttx wird sofort klar, dass 

ux(x, t) 
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щ(х, t) wird mittels Laplace. Transformation in folgender Gestalt dargestellt : 

l х/  
u2 (x, t) = f _ e F(x)dr 

Ó 
(T - X)' 

f l 4k'(t — r) . , 

e d r 

0 

Die Laplace-Transformation für die Randbedingungen ist 

% (*, V) = KP) \!Лр e~ ' P + g(p) k" 1 " 

üa(0,p) = 0; ü,(L,p) - l ) 
wobei 

Die inverse Laplace-Transformierte der durch die Randbedingungen bestimmten 
Funktionen / (p) und g (p) ist mittels der Reihenentwicklungen für die & -Funktionen 
dargestellt. 

Die Grössenordnung der Fehler i n d e m Ausdruck von F(t) und G(t) wie die in 
der Arbeit dargestellt werden, beträgt höchstens 10-5 . 
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