KIEGESZITES
AZ
»UJABB EREDMENYEK VALOSZINUSEGELOSZLASFUGGVENYEK
KEVEREKENEK OSSZETEVO RE BONTASAVAL KAPCSOLATBAN«
CiMU DOLGOZATHOZ

MEDGYESSY PAL

Bevezetés

A cimben emlitett [1] valamint a [2] dolgozatunkban részletesen
foglalkoztunk az
(x—mg)®

m EAkm—z—"k—

2n oy,

alakll (4, >0, 0< m; < ... <mn, o, >0 konstansok) keverék-siirtiségfiigg-
vény parameterelnek meghatarozasaval f(x) grafikonja ismeretében (tigyneve-
zett »Gauss-analizis«), Kimutattuk, hogya probléméat megoldottnak tekinthet-
jik, ha alkalmasan valasztott 22 < min o} paraméterrel el6 tudjuk allitani az

_ _(x—my)*

. 2) e 2Aoj—
(2) f(a, 22 ZA e

fiiggvény grafikon]a,t. Ez a.gyakoﬂatban csak bizonyos kozelitéssel tortén-
hetik ; az egyes eljarasokat a [2] dolgozaton kivill az {1] dolgozat 1., 2. és
. 3. §-aiban ismertettiik. Utébbiban mindeniitt k6zoltik az eljarasnal elkdvetett
hiba korlatjat, az ezeket szolgdltaté terjedelmes levezetéseket azonban mel-
16ztiik.

Mivel ezek a levezetesek nem egyszeriiek, viszont a Vegeredmenyekre
sokszor hivatkozunk, sziikségesnek tartjuk ismertetni a szébanforgd le-
vezetéseket. Ez az egyetlen célja ennek a kiegészitésnek.

1. §. A Fourier-sorfejtésen alapulé eljdrds hibdja

Az f*(x) meghatdrozasara szolgalo az [1] dolgozat 1. §-aban ismertetett
eljaras lényege az volt, hogy f(z) és f*(z) elég nagy (—I, !) alapintervallumon
értelmezett és — tlpusuk folytan — ket el6allité Fourier-cosinus-sorainak @ns
illetve R, egyiitthat6i kézt kozelitSleg fennall az .

2% ntat

Ro~e 27 Q,=8, n=0,1, ...)
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osszefiiggés, és igy a

L]
1 , N . nax
V(@)= S+ 2 S, cos 7L
trlgonometnku% sor kozelitleg elGallitja az f*(x) fuggvenyt A gyakorlatban
eszerint gy jarunk el, hogy harmonikus analizétorral f(z) grafikonjibél meg-
hatérozzuk f(x) adott (—I, !) alapintervallumra vonatkozé cos-sordanak @,

egyiitthatdit, majd az ezekbdl képezett S, egyiitthatdkkal eldallitjuk ¥(z)

valamilyen M indexszel zérulé szeletét, ¥y (x)-et. Nyilvén ez is kozelitésaz

f*(x) figgvényre. Megbizhaté azonban csak akkor lesz, ha minden x helyre
tudjuk, mennyit tér el ¥(x) a valdsdgos megoldastdl, f*(x)-t4l (minden pont-
ban lényeges f*(x) gorbéjét pontosan ismerni!). Becslést keresiink tehat az
If¥(x) — Pu(x)] = D eltérésre (ahol az f*(x) figgvényt mar Fourier-cosinus-
soraval felirva képzeljiik). Ez igy torténik : Vezessilk be az

.
X — my)? (x — my)?

- 26,’c e "(a ——1‘)
L =), ‘ = @@ ) (k=1,2...,N)
V2.7L' O'k |/27'6 n—lz

(4% < min 62)

és

)
% J P (%) co8 v g da = QWP
!

k=12 ..., N

) nw
z, A2) cos ~—— x dx = R
7 (@ 2) ! § n—=01, ..., M

o~ v
Ok_‘}

pLy e

e 2 QU = 8
| R — S | = 800>

jeloléseket, s legyen a (0, I) intervallum oly nagy — illetve az origé az f(x)
gorbéjéhez viszonyitva gy megvalasztva —, hogy (—i—q)k(x, 72) mar monoton .
x

csOkkenjen a (— oo, 0), illetve a (I, oo) intervallumokban (ha a (0, I) inter-
vallum f(x) grafikonjanak gyakorlatilag £ Orészét feloleli, ez mindig teljesiil!).
Ezekkel a jelolésekkel :

N . N :
=D Ay pul) ) = D A pulz, 1)
k=1 k=1
N
Qn = QW R,= N R®
k=1 k=1
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és

(3) 2 Ay

k=1

f(s(k) + 25(10 + 2 |R(k>|

n=1 n=M+1

Az egyes tagokat egyenként becsiiljiikk meg. Ehhez felhaszna];uk a [2] dolgozat
4. §-dban kozolt tetelnek a kovetkezd specidlis alakjat :

.
4) pile, 1) = > =D —2)" [—d—p« e )J .

s p! 2

Ezek utan vizsgiljuk a
! Antar
(5) 8 — 2 Jq)k(x_, A%) cos BT pdy—e 2 J @i(x) cos 22 v d x
l . ! ‘ 4
kifejezést. Irjuk be az els§ integralba a (4) fiiggvénysort, a masodikba mind
exp (42n%n%/2[?) hatvanysorat, mind pedig az
t

J‘%(x) cos

0

n xdx
l

integral helyett a p-szer megismételt parcialis integrdlassal kapott

7 x=1

+

x=0

1yt 2r—1
(=1) cos L x——— (a)
l dx21~1

ni 2r

l

r=1

- ()

nw
cos —~7' xdx

©) iy L g
i IF=
{

0

kifejezést. Egyszeriisitések utan fejezziik ki g (z) derivaltjait az e—x": fiigg-
vénnyel generalt ,, Hermite-polinomokkal, az egyszerfisitések kiozben fellépé

71

i [ lznan
= P!

2%

mennyiséget [exp (A2n2n2/212) Maclaurin-soranak maradéktagjat] pedig az

Atn2ad202
1 ~ / 12 n2n2 Nr—1
—( i ‘ ex( o x) dx
r — : Z
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integral-alakkal. Most felcseréljiik az integraldsokat és osszegezeseket (ennek
jogosultsdga konnyen igazolhatd), a koézben felléps -

O]

r=1

sort pedig egy, az e *"2 fuggvénybdl leszarmaztatott Hermite-polinomokra
vonatkozé Osszefiiggés (lasd : [3], 371. oldal) alapjan a

&

(= 1) Har—1($) & e 20D
o 2 (r—1)! (2)**7)- (A — 1)y

kifejezéssel helyettesitjiik. Az ezek utan fellépl integralra alkalmazzuk a
kozépértéktételt ; mindezek utan a

J (l—my)? . ﬂ‘mi o l
S A2ntn? ol — ’ 62— 22(1—~
| 8 b= _26—; (— mk)e ool me % (f W
" ! l Vem [0} — 22 A—0)7%  V2wlol— 2 (1 — Fn)1 ’
(0<H, < 1)
végeredményt kapjuk.
Hatra van még az
l 1
9 [RM | = %’ [(pk(x, A?) cos Elﬁxdxl
6 .

o

' I 0 @
értékek becslése. Irjuk az integralt [ = [ — { — { alakba. Az els§ integral

0 —w — !
értéke exp [—(of— A2m2n?/2[%] ; a masik kettSben pedig parcidlis integra-
lds utén bontsuk fel az integriciés intervallumokat I/n hosszl szakaszokra.

Mivel feltevés szerint d_ gi(x, 22) mir monoton csokken a (—oo; 0), illetve
- ,
{{, oo) intervallumokon, az egyes l/n hosszlsdgu szakaszokon vett integralok
Leibniz-sort alkotnak, s igy pl.
!

L+
n

| N7 | d
@i (x, 42) cos ——xdx} < | ; — @ (x, A2)
!.IJ { | l_f dx

sin n—lnxdx <

__U—my
20 1—imy e 279

nmw o2 — 2t [2mfor— A2
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és igy tovabb. Végil is
(a2—3%)nint

]R(nk)l < 7 e 2 +

(10) (= o om
4| (—mge P me T
n2a? | (0f — 2 )2x Yoz — 22 (ot — A2%yY2m Jor — 22|

frjuk be (3)-ba (8)-at és (10)-et ; az egyes tagokat feliilbecsiilve, az Gsszegeket
integralokkal majoralva, végil is a kovetkezd, csupa ismert mennyiséget
tartalmaz6 becslést kapjuk :

M+l .,
A2 A2 e 4l max (I — my) max my
DLl—+— | e 2 dn+ 4+ —f(
= [ 21 + l J M min 6% )+ min of A )] +

i
11
(11) y

e e A . ——
+]// 8 = ll _(p(nM Jmin aﬁ—lz)

, " 7 Jmin o2 — 22 \ 1 ’

ahol
D (x) = '—uig—»du.
@) Vex

— 00

Mivel oly nagy és oly mddon elhelyezett (0. I) intervallumot szoktunk
venni, hogy f(0) és f(I) gyakorlatilag 0-ok legyenek, D korlatjabol csak a
mésodik tag marad meg. Ezzel igazoltuk az [1] dolgozat (8) formulajat.

Hiba még a 12 = 0 helyen is lesz ; ez annak a kovetkezménye, hogy
a ¥u(x) figgvényt haszniltuk ¥(2) helyett, s esak az utébbi azonosa 12 = 0
helyen az f*(z) fiiggvénnyel. M — oo esetén kiillonben mindenképp 0-hoz
tart. a hibakorlat. '

2. §. A fugguénysoros eldallitdson alapuld eljirds hibdja

Az [1] dolgozat 2. §-dban emlitettiik, hogy az f*(z) fiiggvényt elSallitja
az

(12) fF(x) = f*(x, A?) = g (= bz f2m (z)

| on
a— nl2

fiiggvénysor ; kozelit6 elallitasat kapjuk, ha valamilyen n = R-edik tagnal
megallunk, Ilyen alakban (12) a gyakorlatban is alkalmazhaté, feltéve, hogy a
derivaltakat ismerjiik. Ezeket azonban csak numerikusan tudjuk meghatd-
rozni, s ez lerontja a kozelités josagat. Az itt felléps hibak a numerikus anali-
zisbdl jol ismertek, s ezért itt sem foglalkozunk veliik és kénnyen becsiilhetd
egylittes hatédsukkal, hanem inkdbb annak a hibdnak a becslésére kozoljiik a
levezetést, amelyet az R-edik tagnal valé megallis eredményez.
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Ez a hiba nyilvan

had A(;l )n A2n J2n

nlan

" j@.

(13) 5 =
. . n=R-+1
Mivel korabbi jelolésiinkkel f(x) = 2‘ Ay, gi(x), elegendd ha a
k=1
b (_,l)n)LZn d2n

nl2n da?n

(14) o = Pil)

n=R<+1

hibakkal foglalkozunk. Célszeriinek bizonyul a 6 hibat tagonként becsiilni ;
itt egyébként a-t0l fiiggd becslés kaphatd.
Hasznaljuk fel a

_ eyt

| d2n i V(2n)! A%
15 . | Pelz)| < 1,00 LEML e
| da?n ; o V2x oy~

egyenlbtlenséget. Bz konnyen levezethet§ Charlier ([4] Ch. TI1.) formulai-
bél, amelyek szerint .

(16) 'Hp(x) | < 1,09 nle? .

Helyettesitjilk ezt (14)-be ; a faktorialisok atalakitdsa utan :

(x—rmg)*
40,’C ’ © .12 N

nol
Jn
4_
Emeljitk ki a maximalis 1/|/n tényezdt. A fennmaradé osszeg egy A%/6% hanya-

dosui konvergens geometriai sor maradéktagja. Ennek értékét kiszamitva s
é-ra térve vissza, azt kapjuk, hogy

|81 < 0,833

b 27
VZTE Oy n=R+1 (Uk,

— lemmay
(A2 \R+1 z —t 7 4a}
an e ( ’ | (1_ - |
‘ » 7 \min o2 min 6% - 2n0,
VR +1 k=1

Hogy az (1) alatti f(z) figgvényt is behozhassuk, alakitsuk &t a (17)-ben
szerepl6 Osgzeget a Schwarz-féle egyenlGtlenségbdl leszarmaztatott

N N N
Zakbkgl/( .‘.azf“}akb%) (@ >0; 0<Tb < -+ <)
= - k=1 Sl

egyenlGtlenség segitségével, a b, egyiitthatéknak az exponencialis fliggvénye-
N

ket feleltetve meg. Ezzel mar behoztuk f(z) komponenseit ; a N Aifox <
. . =1 . .

N
. -1\ R TR o dod 4 e -
< {min oy) = 1Ak relacié segitségével végil is a
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f 833 P PR SR e
(18 joj<—— V,;A{ |- He,

o TN T k . 2
V27 (R 4-1) min o} =1 ' min o3

min 6%

egyenlGtlenséget kapjuk. Ezzel [1] (10) formuldjat is bebizonyitottuk, sét a
konstans jobb az ottanindl {azt tudniillik {5] Part 2, (28)-bél vezettiik le, (16)
azonban jobb becslést ad].

3. §. A Hermite-sorfejtésen alapuls eljdrds hibdja

Az [1] dolgozat 3. §-dban és a [2] dolgozat 4. §-dban vazlatosan még
egy harmadik eljarist is kozoltink f*(x) kozelit6 elGallitasira. Ezt most vészle-
tesen, a hibaecslésre is kitérve fogjuk ismertetni.

Mindenekel6tt  megdallapithaté, hogy 0 < o << I esetén f(x), illetve
f*(x) Csebisev—Hermite-sorfejtései, tehat

©

(19) @)~ > g (),
illetve h
(20) @~ S g ),
ahol h
0@ = P () = (— 1) Ho(2) p(2),
G) G | @ = (17 [ o) )

eldallitjak a szdébanforgé fiiggvényeket.

Ez N. N. Lebegyev egy kritériumanak alkalmazaséval lathaté be ([6],
100. oldal). A kritérium (kis atalakitdssal) igy szdl :

»Legyen g(x) tetszéleges, a (— oo, oo) intervallumon értelmezett fiigg-
vény, amely szakaszonként sima minden véges (—a, @) intervallumon. Ha az

{2} e2[g(x)]? de integral véges, a g(z)-hez rendels

— @

5‘ ,c_”', @" () (Cn = (= 1) ' Hy(x) g(z)dx
n! .
n=0 —

Qsebisev——Hermite-sor konvergil g(x)-hez, ennek minden folytonossagi pont-
jaban .«

Kénnyen igazolhaté, hogy ez a kritérium 0 < ¢f < 1 esetén teljesiil
f(x)-re, illetve f*(zx)-re; igy tehat a sorok el§ is llitjak a szébanforgé fiigg-
vényeket.
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Ac, és ¢y értékek kozti Osszefliggést és késdbb felhaszndlandé explicit
alakjukat a Hermite-polinomok generatorfiiggvénye segitségével lehet leg:
kénnyebben meghatdrozni, amelyet barmely komplex ¢-re

ad meg. Szorozzuk meg mindkét oldalt f*(x)-szel, és integriljuk a (—oo, oo) .

hatarok kozt. A jobboldalt tagonként integralhatjuk, ekkor azonban a ci
igyi'itihaték fognak fellépni. A baloldal kiszamithaté ; végiil is a kovetkez6t
apjuk : ~

o0 #* N i ©
) — . — (1—o2 2%y __ 1Y ok
(22) [T p@)de= Slae 2T (1R o
e k=1 oL = !

A 2% =0 helyen f(x) esetére kapjuk meg az osszefiliggést :

w0

N #
— —l—ohy+t my (—1)¢c
2 k . R n
_ E Aye = E 774‘—'—”’.
k=1 . n

n=0

Mivel azonban (22)-ben exp (—#21%/2)-t kiemelhetjiik, nyerjik :

2% o o
ST > (=D"en in > (=1)7eh
=  n! st 7!

A baloldal els3 tényezdjét hatvanysoraval pétoljuk. Jogosult az egyiitthatok
osszehasonlitasdt alkalmazni; ebbdél kovetkezik a

[n'2] (_l)rn!]}r
n—2r-

cf = —c
= rl(n—2r)12"

'6sszefﬁggés, amelyet az [ 1] dolgozat 3. §-dban, illetve |2] 4. §-dban mar emli-

tettiink. ‘

ck (s igy ¢, is) explicite igy hatdrozhaté meg : (22) kozépsé tagja nem
mas, mint ismét a Hermite-polinomok generatorfiiggvénye, ¢ és x helyett
atf1—o + 22, illetve my/Y1 — of L+ 22 helyeken véve (a gyok 0 <o} <1
folytan mindig valds) :

' 2
N 1 e—%(l—ai-}—/‘.*)—tmk
, k . pameny
k=1
N e R S AT e L
. zAke 2 Vi—oi+ 72
\ k=1 )
mk N PR
Ny gy Hn (71“ 7 -
27 2'1 l—o X "
—_ ‘Ak , ki ;tvl *.012(%‘)‘-2%”- KN
k=1 n=0 n! :
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Ezt a hatvanysort ismét egybevethetjitk (22) jobboldalaval ; az egyiitthat6-
.6sszehasonlitas eredménye :

—<—1)"2Aku~ok+v)"/2H( o] <<,

V—'Uk L

_ Ebbdl ¢, kifejezését A2 = 0 helyettesitéssel kapjuk.?

A gyakorlatban megfeleld 1éptékvalasztassal 0 < 0} << 1 mindig eler-
het6. A mondottak ekkor azt jelentik : ha a ¢, egyiitthatékat integralkifeje-
zeselk alapjan f(x) grafikonja segitségével meghatdroztuk, a belSlik képzett
ch egyutthatok segitségével f*(x) soranak egyes szeleteit, vagyis f*(x) kozelit6
. kifejezését is elSallithatjuk.

Ennél az elGallitasnal hibat von maga utén az, hogy a ¢, egyiitthatokat
grafikon alapjan teljesen pontosan sohasem hatarozhat]uk meg. Az egyes ¢,
értékek hibii a meghatdroziasuknal kovetett (gépi, numerikus) eljards szerint
valtoznak, becslésiik az egyes moidszerek kézikonyveiben - megtaldlhatok.
A ¢, értékek hibai folytan a sorszelet képzésekor felléps oszes hiba konnyen
becsiilhetd, s ezért csak azzal a Ags hibaval foglalkozunk, amely abbdl ered,
- hogy f*(x) Csebisev—Hermite-sorabdl csak az els§ S tagot vessziik szamitasba.
A (23) egyenlet felhasznaldsdval nyilvan

T

n=S+l

N oy 1 _ My n
= V—n"ZAk ’—'Hn(?)Hn(—Vl l_}.zz )\l—ok—l- 222,

A (17) egyenletet felhasznalva

1 189 *‘“’ZAk 4(1_.,; +,.) 2 (4 — ot 4 2y

n=5+1

A fenti geometriai sort dsszegezve és az eredményben az A, értékek kivétels-
vel a tobbi tényezét maximumukkal becsiilve, végiil is a

max m} 541

(25) 1< (2 )e——“"”’” E (1 min o4 2) 2

beeslést kapjuk (vesd Ossze : [l] (14) képlet ; a konstans jobb, mint ott.
Az eltérés okat a 2. § végén mar kozoltiik).

Ezzel befejeztitk a Gauss-analizis egyes kozelit modszeremél fellépé
hibak becsléseinek levezetését.
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JOMNOJIHEHHE K CTATBLE »O HOBbIX PE3VYJIbTATAX PA3JTIO)KEHHA
HA KOMIIOHEHTBI CMECU ®VYHKLMNA PACTIPEAENEHUS BEPOATHOCTEMs

M. Meagewum
Peszwme

JI01I0/IHeHUE COAEPYKHT ROKA3aTENbCTEA (OPMYJ OLIMGOK HEKOTOPHIX NPHUOJIMIKEHHBIX
METOJI0B, MPMMEHEHHbIX NPU UCNONHEHuH [ayccoro ananusa (cM. [1]; dopmynel moryT 6uith
Haitgensl B §§. 1., 2. u 3. pa6ors [1]).

* TlepBuiii MeTOA ObiN 060CHOBAH HA COOTHOUICHHM

B 22 Qn exp [A2n2n2202] = S, (n=01,...)

HMEIOIEM MEeCTO Meay KoddouinieHtamu @n u Rn psaga kocunyca ®ypoe pydxuud (1) u (2);

OTNpefiesieHHOr0 Ha ROBOJIbHO GonbLIOM dyHAaMeHTanbHOM NpOMexXyTke (— U, 1) (dyHKUusA

(1) nomKHa ObITh PA3JI0JKEHA HA KOMIIOHCHTHI ; HEM3BECTHBIE NapameTphbl Ak, mk, Ok MOTYT

ObITb OMpefiesienbl Npy nomomn rpaduxa Qynxim (2); A<{06; npou3BONbHLIA napametp).

Ha ocxoBe 91010 COOTHOWEHHS (2) MOKET ObITh NPHONHIKEHO HAcTHOH cymmoil W(z) =
M

=82+ N Sncos (naxfl), Bepxuuii ouenox ouméxu D 3TOH annpokcumauuu AaeTcs

n=1

B (3). OlicHuBas uneHsl (5) purypupyiomue B (3), Mbl 3aMEHAEM TOKAIATENBHYI0 QYHKIHIO C
CBOMM CTENEHHBIM PAAOM ; MOTOM, npuMeHAst (6) u (7) ¥ Bbifa) as NPOM3BCAHBIE (YHKIMK
I'aycca yepe3 NMOJMHOMBL JpMHMTA, MOJiyyaeM (8) B Ka4yeCcTBE OKOHUATENILHOTO pesynbTaTa. —
OuenuBasa (9) BuIpa)kaeM MHTErpajg MHTEILaNaMu, B3SITHIMH MEJy Npefenamp (—oo, o),
(—o, 0) u (I. o). TlepBHf HHTErpaJ BBIYMCISETCA HENOCPEACTBEHHO ;  IOC/JeLHME JBE
WHTErpanbl pasfensioTcs (MOCje 4acTHOT0 MHTErPUPOBAHMS) HA MHTErPasiv, B3STHIE HA ITIPO-
MeXyTKax AnuHOM I/n. Ho 3tu npeAacraBasior psaa Jlei6nnna ; ynoTpebsasia storo ¢axra
MbI MOYKeM OleHHUTb 1X yepe3 (10). Bruecs (8) u (10) B (3) it Markopupyst CyMMBbl YEPE3 HHTETPASIH
nonyyaem (11) gns D.

Bropoit meTod coctouT B mpeAcTeBiaeHun f*(x) B Buae psga (12); owa morra 6uirh
npubiyKeHa Yepe3 YacTHOH CyMMBI CTENeHb! 7 = R ynomsiHyToro psaa. Torja, kpome oimbky,
BOSHMKAIOUIEH NIPH YMCIIEHHOM ONPEEIEHNH TIPOU3BOJAHBIX, Mbl AiesisieM 1 OuOKy (13), oleHKa
KOTOPOii MOXKeT ObITh 3aBefieHa Ea OueHKy (14). locnegnuil war UCHOAHSIETCS C NOMOLIBIO
(15) u (16) ; naxoneu mul noayuaem (17). Toxe cama ¢QynKums f(x) MOXKeT ObLIThL BHECEHA B
(17); Takum obGpasom moayuaercs (18).

INpu TpeTbeM NPUOIMIKEHHOM METOAE Mbl HALULIM COOTHOIEeHUE (21) 151 kK03(GPULIMEHTOB
pasnokeHuit Tuna Yebouuesa— Ipmuma (19) n (20) dynwkuumii f(x) n f*(x). 3pecs f*(x)
TIpuG/IMYKAETCST CHOBA YEPE3 HEKOTOPOH YaCTHON CyMMBI €€ pasnokeHusi (Ko3GuuueHTs OynyT
onpefeaeHs yepes (21) KOTOpoe HMEET B OCHOBE KOIDOUUMEHTH cq OT f(z)). [Ipumensis
NPOU3BOASAIUYI0 GYHKUMIO MOJMHOMOB DPMUTA, MBI MOYKEM JAaTh HOBHIA BBIBOA dopmynsl (21).

C TeM ke MeToJoM Monyuyaercs u signasi gopma (23) kospduumenTon (5. Ecin B pas-
Jo)keHuu QyHKuHM f*(x) ocTaHOBMMCS y mHAekca n =S TO Mb BBegem oumubKy (24);
ouenusasi oty ommOKy ¢ nomouibio (17) u (23), okoHuaTenpHo nonyaercs (25).
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A SUPPLEMENT TO THE PAPER «SOME RECENT RESULTS CONCERNING
THE DECOMPOSITION OF COMPOUND PROBABILITY DISTRIBUTIONS«

P. MEDGYESSY
Summary

This supplement contains the proofs of the error formulae of certain approximate
methods which have been applied in. carrying out Gauss analysis (see [1]; the for-
mulae can be found in §§ 1, 2, 3 of [1]).

The first method is based on the relation R~ exp {A%n2a?212} Qn = S,
(n=0, 1, .. ) between the coefficients @n and R, of the Fourier cosine series expan-
sion on a sufficiently large basic intervall (—I, 1) of the functions (1) and (2), respec-
tively. (The function (1) is to be decomposed ; one can determine the unknown para-
meters Ag, mg, o from the graph of (2) ; A < o, is an arbitrary parameter.) By means
of this relation, (2) can be approximated by the partial sum

nw
— &.

1 M
Y pm(x) = 5 So 4 :’ Sn cos 7

n=1

The upper bound of the error D of this approximation is given by (3). Estimating the
terms (5) which figure in (3) we substitute a power series for the exponential function ;
thereafter applying (6) and (7) and expressing the derivatives of the Gauss function
by Hermite polynomials we get (8) obtained after some simplifications as final result.
— In (3) there figures also (9). Estimating this expression we proceed by expressing
the integral by those taken between the limits (— oo, o), (— o0, 0) and {l, o), respec-
tively. The first integral can be computed explicitely ; the two last will be dissected,
after partial integration, into integrals taken on intervals of length l/n. These integrals
form a Leibniz-series ; profiting by this circumstance we can estimate them by (10).
Substituting (8) and (10) in (3) and majorizing the sums by integrals we obtain (11)
for D.

The second method starts from the series (12) for f*(x). Approximating f*(z)
by the partial sum of order n = R of (12), besides the error arrising from the
numerical determination of the derivatives we commit the error (13) the estimation
whereof may be reduced to that of (14). The latter procedure will be carried out by
aid of (15) and (16), respectively ; finally we obtain (17).

The third method is based on the relation (2I)f cr the coefficients of the Chebyshev-
Hermite expansions (19) and (20) of f(x) and f*(x), respectively. Here we again approxi-
mate f*(x) by the partial sums of its expansion [the coefficients will be determined,
starting from the coefficients ¢ of f (x), by (21)]. Using the generating function of
the Hermite polynomials a new proof of (21) is given. :

By the same method we also obtain the explicite form (23) of ¢f. If we stop
at the index n = § in the expansion of f*(x), the error (24) is committed ; estimating
this by aid of (17) and (23) we finally obtain (25).
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