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AZ 

»ŰJABB EREDMÉNYEK VALÓSZÍNŰSÉGELOSZLÁSFÜGGVÉNYEK 
KEVERÉKÉNEK ÖSSZETEVŐ RE BONTÁSÁVAL KAPCSOLATBAN« 

CÍMŰ DOLGOZATHOZ 

MEDGYESSY PÁL 

Bevezetés 
A címben említett [1], valamint a [2] dolgozatunkban részletesen 

foglalkoztunk a'z 
N - <*-?>' ' 

e 2ak 
( i) 4 № = 2 A * 

alakú (A k > 0 , 0 < mx < . . . < ÍK,V, ak > 0 konstansok) keverék-sűrűségfügg-
vény paramétereinek meghatározásával f(x) grafikonja ismeretében (úgyneve-
zett »Gauss-analizis«), Kimuta t tuk , hogy a problémát megoldottnak tekinthet-
jük, ha alkalmasan választott A2 < min ak paraméterrelelő tud juk állítani az 

N ^ (x — mi)' 
e 2(<rî — ;.•) 

(2) /*(*, - f*(x) = > A k 
k = 1 У2я M - A 2 

függvény grafikonját . Ez a gyakorlatban csak bizonyos közelítéssel történ-
hetik ; az egyes eljárásokat a [2] dolgozaton kívül az [1] dolgozat 1., 2. és 
3. §-aiban ismertettük. Utóbbiban mindenütt közöltük az eljárásnál elkövetett 
hiba korlát ját , az ezeket szolgáltató terjedelmes levezetéseket azonban mel-
lőztük. 

Mivel ezek a levezetések nem egyszerűek, viszont a végeredményekre 
sokszor hivatkozunk, szükségesnek t a r t juk ismertetni a szóbanforgó le-
vezetéseket. Ez az egyetlen célja ennek a kiegészítésnek. 

1. §. A F ourier-sorfejtésen alapuló eljárás hibája 
Az f*(x) meghatározására szolgáló, az [1] dolgozat 1. §-ában ismertetett 

eljárás lényege az volt, hogy f(x) és f*(x) elég nagy (—1, l) alapintervallumon 
értelmezett és — típusuk folytán — őket előállító Fourier-cosinus-sorainak Qn, 
illetve Rn együtthatói közt közelítőleg fennáll az 

Bn eTYY~Qn = Sn (» = 0 , 1 , . . . ) • 
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összefüggés, és így a 

V ( z ) = i % + 2 S n cos П - Л -

trigonometrikus sor közelítőleg előállítja az f*(x) függvényt. A gyakorlatban 
eszerint úgy járunk el, hogy harmonikus analizátorral f(x) grafikonjából meg-
határozzuk f(x) adott (—1, l) alapintervallumra vonatkozó cos-sorának Qn 
együtthatóit, majd az ezekből képezett Sn együtthatókkal előállítjuk W(x) 
valamilyen M indexszel záruló szeletét, WM(x)-et. Nyilván ez is közelítés az 
f*(x) függvényre. Megbízható azonban csak akkor lesz, ha minden x helyre 
tudjuk, mennyit tér el a valóságos megoldástól, f*(x)-tői (minden pont-
ban lényeges f*(x) görbéjét pontosan ismerni!). Becslést keresünk tehát az 
If*(x) — 4J

M{x)\ = D eltérésre (ahol az f*(x) függvényt már Fourier-cosinus-
sorával felírva képzeljük). Ez így történik : Vezessük be az 

( X - mit)' (x — mk)' 
в 2 al e , 2 (al — Д8) 

= Tk (ж), —=—==== = q>k{x, á2) (fc= 1,2,+ .,N) 
f 2 я a k f2n ]fa2 _ íz 

(A2 < min u2) 

es 

i 
— J 4>k (ж) cos 7~ x dx = Q(k) 

f j 
<pk (x, A2) cos - — x dx = R+> 

>fn' 
e ~T-Q(*> = Sf> 

i Ж") - Si") I = ü<fc> 

к — 1 , 2 , . . . , N 

» = 0 , 1 , . . . , M 

jelöléseket, s legyen a (0, l) intervallum oly nagy — illetve az origó az f(x) 

görbéjéhez viszonyítva úgy megválasztva —, hogy — <pk(x,}?) már monoton 
dx 

csökkenjen a (— oo, 0), illetve a (l, oo) intervallumokban (ha a (0, l) inter-
vallum f(x) grafikonjának gyakorlatilag ф 0részét felöleli, ez mindig teljesül !). 
Ezekkel a jelölésekkel : 

f(x) = £ Ak <Pk(*) 
k = l 

Qn=2 E > 
fc=i 

N 
X' f*(x) = 2 Ak <Pk(x, 

к = 1 

Un = 2 K k ) 

k= 1 
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es 

(3) Qn^ 2 A k 

k = 1 

N oo 

n = M + l 

Az egyes t agoka t egyenként becsül jük meg. Ehhez fe lhasznál juk a [2] dolgozat 
4. §-ában közölt té te lnek a következő speciális a l a k j á t : 

(4) / ^ v ( - 1 ) " P V 
9>*0M2) = > — - 1 

í ~ o ' 2 dx2p <Pk(%) 

Ezek u t á n vizsgáljuk a 

(5) e > = y f n n A " f TT 
I A2) cos -y— ^ d x — e 2,2 I <pk(x) cos - y - a; d a? 

kifejezést. í r j u k be az első in tegrá lba a (4) függvénysor t , a másod ikba mind 
e x p (A2n2n2j2l2) ha tványso rá t , mind pedig az 

J <Pk(x) 
nn , 

cos xdx 
l 

integrál he lyet t a p-szer megismétel t parciális integrálással k a p o t t 

v 

2 
r=1 í nn | 2 r 

l l J 

nn d2r~x 

cos X 
l dx2r~x <Pk(x) + 

(6) ( - 1 )P r í d2p | nn j 
+ n p L I ' "TTT ?*(*)[ c o s — x d x 

1 

2P J I dx*P 
o 

kifejezést . Egyszerűsítések u t á n fejezzük ki (pk{%) der ivá l t j a i t az függ-
vénnyel generált H m Hermite-pol inomokkal , az egyszerűsítések közben fellépő 

2 
A2n2n2 

212 

P i 

mennyiséget [exp {X2n2n2\2l2) Maclaur in-sorának m a r a d é k t a g j á t ] pedig az 

/.2m2,is/2/2 

f e x í 
(r — 1)! J 1 

A2n2n2 V - 1
 T 

— x | dx 
n 2 
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in tegrá l -a lakkal . Most felcserél jük az in tegrá lásoka t és összegezéseket (ennek 
jogosul tsága könnyen igazolható), a közben fellépő 

2 
r= 1 

( - l ) ' f l a r - i ( f l (t f 
( r - 1 ) ! ( í 

so r t pedig egy, az e~x2/2 függvényből l e szá rmaz ta to t t Herni i te-pol inomokra 
vona tkozó összefüggés (lásd : [3], 371. oldal) a l ap j án a 

(7) 
é i ( r ~ l ) \ 12 

£t e 

2 (1 - t y 

kifejezéssel he lye t t es í t jük . Az ezek u t á n fellépő integrálra a lka lmazzuk a 
középér ték té te l t ; mindezek u t á n a 

U-mky-

(8) — e 212 ffe™*'- : + 
v ' J I r~2 „q \i3/. I/o— 

{l — mk)e 
]f2n \a \ - A2 (1 - #n)]3/> ' V - (1 - W ' 

( O < 0 „ < 1 ) 

vége redmény t k a p j u k . 
H á t r a v a n még az 

(9) W h . f 
t 

i 

j % (#> cos x dx 

ér tékek becslése. í r j u k az in tegrá l t j — f — [ — \ a l akba . Az első in tegrá l 
0 — cc -oo ' / 

ér téke e x p [—(o k— Á2)n2n2/2l2] ; a más ik ke t tőben pedig parciális in tegrá-
lás u t á n bon t suk fel az integrációs in te rva l lumoka t l/n hosszú szakaszokra. 

Mivel fel tevés szerint —cpk{x , A2) m á r mono ton csökken a ( —oo, 0), illetve 
dx 

(l, oo) in te rva l lumokon, az egyes l/n hosszúságú szakaszokon v e t t integrálok 
Leibniz-sort a lko tnak , s így pl. 

/ + 

<pk(x, A2) cos ~ - x d x < <pk (x, A2) | sin x dx 
dx \ l 

< 

<l-mky 
< 2 J L l - m k e 

7VTC (T| — A2
 ]Í2JI y<T̂ .— A2' 
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és így t o v á b b . Végül is 

(10) 

\K*> \<~e 
v 

U 

n2 n2 

21-

(l — mk) e 

U-mkY-
2 M-l*) 

mke 2 (<£-*) 

(<72 - X2) ][2ti Va% - X2 ( o f - X2) |/2tt ]fa2
k - A 2 

í r j u k be (3)-ba (8)-at és (10)-et ; az egyes t agoka t felülbecsülve, az összegeket 
integrálokkal majorá lva , végül is a következő, csupa ismert mennyiséget 
t a r t a lmazó becslést k a p j u k : 

D 

(11) 

ahol 

r X2 X2 r 

l2Í + T ) 

M+l 

e 212 dn 
41 

+ 
/ 8 
/ 

7i2M 

N 

Z a , 
k= 1 

m a x (l — mk) 
min a\ m 

m a x mk 

m m a 
/(0) 

TI ]Fmin of. — X2 
1 - 0 

tcM f m i n or| — X2 

A 

Íg-u2/2 • 
, du 

P 71 

Mivel oly nagy és oly módon elhelyezett (0^ l) in terval lumot szoktunk 
venni, hogy /(0) és f(l) gyakorlat i lag 0-ok legyenek, D kor lá t j ábó l csak a 
második tag m a r a d meg. Ezzel igazoltuk az [1] dolgozat (8) f o r m u l á j á t . 

Hiba még a X2 = 0 helyen is lesz ; ez a n n a k a következménye , hogy 
a WmÍx) függvényt haszná l tuk h e l y e t t , s csak az u tóbb i azonosa X2 = 0 
helyen az f*(x) függvénnyel , M - > oo esetén különben mindenképp 0-hoz 
t a r t a h ibakorlá t . 

az 

2. §. A függvénysoros előállításon alapuló eljárás hibája 

Az [1] dolgozat 2. §-ában eml í te t tük , hogy az f*(x) f üggvény t előáll í t ja 

(12) / * ( * ) = / * ( * , X2) = 

n=0 

( - l ) « X 2 n 

n\ 2" 
f 2 " ) (a;) 

függvénysor ; közelítő előállí tását kap juk , ha valamilyen n = R-edik t agná l 
megál lunk. I lyen a lakban (12) a gyakor la tban is a lka lmazható , feltéve, hogy a 
de r ivá l t aka t i smer jük . Ezeket azonban csak numer ikusan t u d j u k megha tá -
rozni, s ez le ront ja a közelítés jóságát . Az i t t fellépő h ibák a numer ikus analí-
zisből jól ismertek, s ezért i t t sem foglalkozunk velük és könnyen becsülhető 
együ t tes ha tásukkal , hanem inkább a n n a k a h ibának a becslésére közöl jük a 
levezetést , amelyet az i?-edik t agná l való megállás eredményez. 
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Ez a h i b a . n y i l v á n 

J Í J r> \ 2« dr2n v 
n=R+1 d x 2 n 

N 
Mivel korábbi jelölésünkkel f(x) = "V Ak <pk(x), elegendő ha a 

k = 1 

( H ) 3 « . = 
néÉ+i dx2n 

hibákkal foglalkozunk. Célszerűnek bizonyul a h ibá t t agonkén t becsülni ; 
i t t egyébként a- től függő becslés kapha tó . 

Haszná l juk fel a 

i d2n I V (9n\ I O Aal 

l i f e 2 » * | u f | / 2 7 r ( 7 / c 

egyenlőtlenséget. Ez könnyen levezethető Charlier ([4] Ch. I I I . ) formulái -
ból, amelyek szerint 

X2 

(16) Hn(x)\<l,09Vn\e* . 

Helye t t e s í t jük ezt (14)-be ; a faktoriál isok á ta lak í t á sa u t á n : 
(x-mO2 

ak 
# * > ! < 0,833 " 

n=i?+l y a k ) 
4 

E m e l j ü k ki a maximál is 1 j]/n t ényezőt . A f ennmaradó összeg egy A2/ő| h á n y a -
dosú konvergens geometriai sor m a r a d é k t a g j a . E n n e k ér tékét k iszámítva s 
<5-ra té rve vissza, az t kap juk , hogy 

(x—mkf 
1 " „ 4a2 

}ÍR+1 l m m ak) l min °k * fr[ \2nok 

Hogy az (1) a la t t i j(x) függvény t is behozhassuk, a lakí tsuk á t a (17)-ben 
szereplő összeget a Schwarz-féle egyenlőtlenségből l eszármazta to t t 

^ a k b k < l / l ^ o J l K > 0 ; 0 < 6 1 < - . . < 6 N ) 

/c= 1 ' \k=l }\k= 1 J 

egyenlőtlenség segítségével, a bk e g y ü t t h a t ó k n a k az exponenciális függvénye-
N 

ket feleltetve meg. Ezzel m á r behoztuk f(x) k o m p o n e n s e i t ; a V Akfak < 
k^1 

N 
< (min ) ~1 "V Ak reláció segítségével végül is a 

I 
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(18) ' j <5j < — 
^2n(R 4-1) mill o2

k 

N / 

Z M 
x2 ]]f(x) 

k~i \ m m crj A2 

min er2 

egyenlőtlenséget kap juk . Ezzel [1] (10) f o r m u l á j á t is bebizonyí to t tuk , sőt a 
kons tans jobb az o t tan iná l [azt tudniil l ik [5] P a r t 2, (28)-ból veze t tük le, (16) 
azonban jobb becslést ad ] . 

3. §. A Hermite-sorfejtésen alapuló eljárás hibája 

Az [1] dolgozat 3. §-ában és a [2] dolgozat 4. §-ában vázla tosan még 
egy ha rmadik e l járás t is közöl tünk f*(x) közelítő előáll í tására. E z t most részle-
tesen, a hibaecslésre is k i térve fog juk ismerte tni . 

Mindenekelőt t megál lapí tha tó , hogy 0 < < 1 esetén f(x), i lletve 
f*(x) Csebisev—Hermite-sorfejtései , t e h á t 

(19) j(x) ~ 

illetve 

n = 0 

(20) / * ( s ) ~ y - ! L ^ n ) { x ) t 
JmmJ n 1 

ahol 

n 0 

x2/ 
(p (x) = —=% ; qfn) (x) = (-1 )"Hn (x) <p (x), 

]/2TI 

(21) cn = (—l) n j Hn(x)f(x)dx; c* = ( - l ) « J Hn(x) f*(x) dx, 

előáll í t ják a szóbanforgó függvényeket . 
Ez N. N. Lebegyev egy k r i t é r iumának a lkalmazásával l á t h a t ó be ([6], 

100. oldal). A kr i té r ium (kis á ta lakí tással ) így szól : 
»Legyen g(x) tetszőleges, a (— oo, oo) in terval lumon ér te lmezet t függ-

vény, amely szakaszonként sima minden véges (—a, a) in terva l lumon. H a az 
oo 

j \ x \ ex*l2 [g(x)]2 da; integrál véges, a g{x)-h&z rendel t 

k = ( - l)n í Hn(x) g(x)dx 
n ! J 

CR 

n = 0 

Csebisev —Hermite-sor konvergál g{x)-hez, ennek minden folytonossági pon t -
jában.« 

Könnyen igazolható, hogy ez a kr i té r ium 0 < < 1 esetén tel jesül 
f(x)-re, illetve /*(x)-re ; így t ehá t a sorok elő is á l l í t ják a szóbanforgó függ-
vényeket . 
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A cn és c* é r tékek közti összefüggést és később fe lhasználandó explicit 
a l a k j u k a t a Hermite-pol inomok generá tor függvénye segítségével lehet leg-
könnyebben meghatározni , amelyet bá rmely komplex í-re 

e - Í + t X
= y Rn(X)tn 

^Lj y, I 
n=0 

ad meg. Szorozzuk meg mindké t oldalt /*(;z)-szel, és in tegrá l juk a ( — 00, 00) 
ha t á rok köz t . A jobboldal t t agonkén t in tegrá lha t juk , ekkor azonban a c^ 
együ t t ha tók fognak fellépni. A baloldal k i számí tha tó ; végül is a következőt 
k a p j u k : 

(22) + = . V B M , » . 
-Ico « = 0 

A A2 = 0 helyen f(x) esetére k a p j u k meg az összefüggést : 

N ts 

tn. 
n\ k=1 n^0 

Mivel azanban (22)-ben exp (—í2A2/2)-t k iemelhet jük , n y e r j ü k : 

á> n- á 
A baloldal első tényezőjét ha tványsoráva l pó to l juk . Jogosult az együ t t ha tók 
összehasonlí tását alkalmazni ; ebből következik a 

— • > On-2r-
^ r! (n — 2r)! 2r 

összefüggés, amelye t az [ Í j dolgozat 3. §-ában, illetve [2] 4. §-ában m á r emlí-
t e t t ü n k . 

c* (s így cn is) explicite így ha t á rozha tó meg : (22) középső t ag ja nem 
más, min t ismét a Hermite-pol inomok generá torfüggvénye, t és x helyett 
a í f l — o\ + A2, illetve mkj\rí-'o'f-f~A2 helyeken véve (a gyök 0 < a 2 < 1 
fo ly tán mindig valós) : 

~ (1 - c» + >*) - t mk 

k=\ 

N 

2 ; V 
k= 1 

N 

I 
= > M » e 2 . v> 

k=. 1 
mk H n 

fc = 1 n=0 w! 
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Ezt a hatványsort ismét egybevethetjük (22) jobboldalával ; az együttható-
összehasonlítás eredménye : 

fc=i 1/1 - o f + я 2 

Ebből cn kifejezését A2 = 0 helyettesítéssel kapjuk. ' 
A gyakorlatban megfelelő léptékválasztással 0 < a\ < 1 mindig elér-

hető. A mondottak ekkor azt jelentik : ha a cn együtthatókat integrálkifeje-
zéseik alapján f(x) grafikonja segítségével meghatároztuk, a belőlük képzett 
c* együtthatók segítségével f*(x) sorának egyes szeleteit, vagyis f*(x) közelítő 
kifejezését is előállíthatjuk. 

Ennél az előállításnál hibát von maga után az, hogy a c„ együtthatókat 
grafikon alapján teljesen pontosan sohasem határozhatjuk meg. Az egyes cn 
értékek hibái a meghatározásuknál követett (gépi, numerikus) eljárás szerint 
változnak, becslésük az egyes módszerek kézikönyveiben megtalálhatók. 
A cn értékek hibái folytán a sorszelet képzésekor fellépő őszes hiba könnyen 
becsülhető, s ezért csak azzal a As hibával foglalkozunk, amely abból ered, 
hogy f*{x) Csebisev—Her mite -sorából csak az első 8 tagot vesszük számításba. 

A (23) egyenlet felhasználásával nyilván 

A s = É cWn)(*)= 

^2/ J\ CO J ^ 

A (17) egyenletet felhasználva 

n 
у (1 -cl + xr*. 

V27* ái núíi 

A fenti geometriai sort összegezve és az eredményben az Ak értékek kivételé-
vel a többi tényezőt maximumukkal becsülve, végül is a 

N max S + 1 

1,18 I \ e 4( l -max + ( j _ m i n ff2 Д2) 2 

j/2n ' 1 — У1 — min ol + A2 

becslést kapjuk (vesd össze : [1], (14) képlet ; a konstans jobb, mint ot t . 
Az eltérés okát a 2. § végén már közöltük). 

Ezzel befejeztük a Gauss-analízis egyes közelítő módszereinél fellépő 
hibák becsléseinek levezetését. 
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ДОПОЛНЕНИЕ К СТАТЬЕ »0 НОВЫХ РЕЗУЛЬТАТАХ РАЗЛОЖЕНИЯ 
НА КОМПОНЕНТЫ СМЕСИ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ« 

П. Меддеши 
Р е з ю м е 

Дополнение содержит доказательства формул ошибок некоторых приближенных 
методов, примененных при исполнении Гауссого анализа (см. [1] ; формулы могут быть 
найдены в §§. 1., 2. и 3. работы [1]). 

Первый метод был обоснован на соотношении 

Rn Rá Qn e x p [ l 2 n 2 T t 2 / 2 P ] = Sr. (n = 0, 1,...) 

имеющем место между коэффициентами Qu и Rn ряда косинуса Фурье функции ( 1) и (2); 
определенного на довольно большом фундаментальном промежутке (— I, I) (функция 
(1) должна быть разложена на компоненты; неизвестные параметры Ак, т к , ак могут 
быть определены при помощи графика функции (2); Х < а 1 произвольный параметр). 
На основе этого соотношения (2) может быть приближено частной суммой Tlx) = 

м 
= S0/2+ ^ Sn cos (пм/1). Верхний оценок ошибки D этой аппроксимации дается 

п= 1 
в (3). Оценивая члены (5) фигурирующие в (3), мы заменяем показательную функцию с 
своим степенным рядом; потом, применяя (6) и (7) и выражая производные функции 
Гаусса через полиномы Эрмита, получаем (8) в качестве окончательного результата. —  
Оценивая (9) выражаем интеграл интегралами, взятыми между пределами (—°°,°о), 
(—оо, 0) и (I. °о). Первый интеграл вычисляется непосредственно ; последние две 
интегралы разделяются (после частного интегрирования) на интеграли, взятые на про-
межутках длиной Z/n. Но эти представляют ряд Лейбница ; употребляя этого факта 
мы можем оценить их через(10). Внеся (8) и (10) в (3) й мажорируя суммы через интеграли 
получаем (II) для D. 

Второй метод состоит в предстгвлении í*(x) в виде ряда (12); она могла быть 
приближена через частной суммы степены п — R упомянутого ряда. Тогда, кроме ошибки, 
возникающей при численном определении производных, мы деляем и ошибку (13), оценка 
которой может быть заведена га оценку (14). Последний шаг исполняется с помощью 
(15) и (16) ; наконец мы получаем (17). Тоже сама функция f(x) может быть внесена в 
(17); таким образом получается (18). 

При третьем приближенном методе мы нашли соотношение (21) для коэффициентов 
разложений типа Чебышева- Эрмита (19) и (20) функций f(x) и f*(x). Здесь f*(x) 
приближается снова через некоторой частной суммы ее разложения (коэффициенты будут 
определены через (21) которое имеет в основе коэффициенты с-, от /(ж)). Применяя 
производящую функцию полиномов Эрмита, мы можем дать новый вывод формулы (21). 

С тем же методом получается и явная форма (23) коэффициентов <1 Если в раз-
ложении функции f*(x) остановимся у индекса n = S то мы введем ошибку (24) ; 
оценивая эту ошибку с помощью (17) и (23), окончательно полуается (25). 
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A S U P P L E M E N T TO T H E P A P E R «SOME R E C E N T R E S U L T S CONCERNING 
T H E DECOMPOSITION OF COMPOUND P R O B A B I L I T Y DISTRIBUTIONS« 

P. MEDGYESSY 

Summary 

This supplement contains the proofs of the error formulae of certain approximate 
methods which have been applied in carrying out Gauss analysis (see [1] ; t he for-
mulae can be found in §§ 1, 2, 3 of [1]). 

The f i r s t method is based on the relation Rn я« exp {к'- n2 JI2/2Í2} Qn = S„ 
(n = 0, 1, . . ) between the coefficients Qn a n d R„ of the Fourier cosine series expan-
sion on a sufficiently large basic intervall (—I, I) of t he funct ions (1) and (2), respec-
t ively. (The funct ion (1) is t o be decomposed ; one can de tenn ine the unknown para-
mete r s Ak, mk, <rk f rom the graph of (2) ; Я < cr1 is an a rb i t r a ry parameter . ) B y means 
of th is relation, (2) can be approximated b y the par t ia l sum 

1 M п7т 
Fm(x) = у S 0 + J V Sn cos -j- x. 

n=1 
The upper bound of t h e error D of th is approximat ion is given by (3). Es t imat ing the 
t e rms (5) which f igure in (3) we subs t i tu te a power series for t he exponential funct ion ; 
the rea f te r applying (6) and (7) and expressing the derivatives of t he Gauss funct ion 
b y Hermi te polynomials we get (8) obtained a f te r some simplifications as f ina l result . 
— I n (3) there f igures also (9). Es t imat ing this expression we proceed by expressing 
t h e integral b y those t aken between the limits (— oo, oo), (— oo, 0) and (I, oo), respec-
t ively. The f i rs t integral can be computed explieitely ; t he two last will be dissected, 
a f t e r par t ia l integrat ion, in to integrals t aken on intervals of length 1/n. These integrals 
form a Leibniz-series ; prof i t ing by this circumstance we can es t imate t hem by (10). 
Subs t i tu t ing (8) and (10) in (3) and major iz ing the sums by integrals we obtain (11) 
for D. 

The second method s ta r t s f rom the series (12) for f*(x). Approximat ing j*(x) 
by the par t ia l sum of order n '= R of (12), besides the error arrising f rom the 
numerical determinat ion of the derivat ives we commit the error (13) the est imation 
whereof m a y be reduced t o t h a t of (14). The la t ter procedure will be carried out by 
a id of (16) and (16), respectively ; f inally we obtain (17). 

The th i rd method is based on the relation (2I)f c r t h e coefficients of the Chebyshev-
Hermi te expansions (19) and (20) of f(x) and f*(x), respectively. Here we again approxi-
m a t e f*{x) by the par t ia l sums of i ts expansion [the coefficients will be determined, 
s ta r t ing f rom the coefficients c„ of / (x), by (21)]. Using the generat ing funct ion of 
t h e Hermi te polynomials a new proof of (21) is given. 

By the same method we also obtain the explicite form (23) of c*. If we s top 
a t the index n = S in the expansion of f*(x), t he error (24) is commit ted ; es t imat ing 
th is by aid of (17) and (23) we finally obtain (25). 
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