HOVEZETESI ES DIFFUZIOS FELADATOK OSSZETETT
PEREMFELTETELEKKEL, I

FREUD GEZA

Bevezetés

A matematikai irodalomban részletesen targyaljik a hdvezetés diffe-
rencidlegyenletének megoldasit bizonyos egyszerii peremfeltételek mellett.
Ezek a peremfeltételek harom jellemz§ tipusba sorolhaték : 1. A test hataran
el6irjuk a hémérsékletet; 2. A test hataran elSirjuk az idGegység alatt ataramlo
hémennyiséget; 3. A test érintkezik egy masik kozeggel, melynek hémérsék-
letét eldirjuk, és a hatdron a linearis hokozlési térvény érvényes. A felsorolt
esetek rendre olyan peremfeltételhez vezetnek, hogy (u-val jelolve a test
hémérsékletét) a peremen
U, 6_u , U+ a ou

on

on

eloirt értékeket vesznek fel. (Lasd példaul A. Sommerfeld [3], 63— 68. oldalak.)
Az itt felsorolt esetek azonban nem alkalmasak valamennyi, a gyakorlatban
is megval6sulé hdvezetési feladat megolddsara. Gyakran talalkozunk olyan
hévezetési feladattal, ahol az érintkezo test hGmérséklete nem ismert, hanem
egy tovabbi kozonséges differencidlegyenlet segitségével hatdrozhaté meg.
A dolgozat végén bebizonyitjuk, hogy az igy kapott kezdeti és peremfeltételek
mellett a feladat megolddsa egyértelmti és korrekt kitfizésti. A jelen dolgozat
célja, hogy egy ilyen esetekben hasznalhatd szamitdsi médszert ismertessen.
Médszeriink egy szemléletes fizikai meggondolason alapszik. Tekintsiink egy
vékony rudat, melyben hossziranyban vizsgdljuk a hévezetést, és egyik
végén »valahogyan« egy mdsik testtel all kapcsolafoban Ha az idét ¢-vel,
a rid hossziranyt koordinatajat pedig x-szel jel6ljik, Ggy — mint ismeretes —
a V hémérséklet a

otV aV
M) o " ot
parcialis differencidlegyenletnek tesz eleget. A raud vége legyen az o = 0
koordinataji pont. A peremfeltétel ebben a pontban a targyalt esetekben
mindig egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, amely ismeretlenként
tartalmazza a csatlakozé test h6mérsékletét, mint az idS figgvényét, tovabba
V(0, )-t és V(0, t)-t. Marmost, akdrmilyen alakd is ez a kozonséges diffe-
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rencidlegyenlet-rendszer, a rudvégnek a radra gyakorolt hatasa csak egyféle
lehet : minden iddpillanatban egy bizonyos (pozitiv vagy negativ) hémeny-
nyiség megy 4t a csatlakozé testbél a rddba. Ez a folyamat, feltételezve,
hogy a.t = 0 iddpillanatban az egész rid hdmérséklete allandd, és ezt az
allandé értéket valasztjuk a hémérsékleti skala zeruspont]anak az alabbi
anahtlkus kifejezéssel irhato le :

t

2) , Viz,t)= | Fl,t—m) W(r)dr,
0

ahol

(3) Pat)=—L¢ *

Ve

és W(r)dr ardnyos a (7, v+ d 1) id&intervallumban a rudba 4tdramlé
hémennyiséggel. A (2) és (3) utjan felirt V(z, ¢) fiiggvény kielégiti a hévezetés
differencidlegyenletét homogén kezdeti feltételekkel. (2)-b6l V (0, t) és V,(0, t)
is (amelyek a peremfeltételként kapott kozonséges differencidlegyenlet-
rendszerben szerepelnek) az egyvaltozds, egyelore ismeretlen W(¢) fiiggvény-
nyel fejezheték ki. A peremfeltétel ennek kovetkeztében egy integro-diffe-
rencidlegyenlet-rendszert szolgdltat az ismeretlen W(t) fiiggvényre, tovibba
az érintkezd test ismeretlen hémérsékletére. Ezzel feladatunk (mint latni
fogjuk) egyszeriibb lett, mert egy ismeretlen kétvaltozés fliggvény — tudni-
illik V(x,t) — helyett most mar csak egy ismeretlen egyvaltozés fiiggvény
— tudniillik W) — 1ép fel. A kapott integro-differencidlegyenlet-rendszer
konvoltcié-tipust : integraljel alatt kizardlag a W(t) fiiggvény és egy ismert.
fiuggvény konvolacidja 1ép fel. Egyenletrendszeriinknek ez a specidlis alakja
lehet6vé teszi, hogy azt szamos fontos esetben Laplace-transzformécié segit-
ségével megoldjuk. Ilyen médon szdmos fontos esetben explicit a akban,
tablazatolt fiiggvények segitségével el tudjuk allitani TV(f)-t és a ruddal
érintkez6 test hémérsékletét is. A gyakorlatilag fontos esetekben rendszerint
éppen az utébbira van sziikségiink, és ezeket fogjuk kiszamitani ; maginak
V(x, t)-nek a meghatarozasira egy tovabbi (rendszerint mar csak numeri-
kusan elvégezhetsd) integralasra lesz sziilkség. Tobb esetben a végképletben
a Gauss-féle hibaintegral 1ép fel, amelyre (komplex argumentum esetén is)
hozzéférhet$ tablazatok &llnak rendelkezésre. (Lasd példaul : K. 4. Kar-
pov [1].) '

A tovabbiakban t6bb olyan feladatot ismertetiink, melynél a megoldas-
fuggvény a vazolt médon képletszertien el6allithaté. A feladatok egy része
kiils$ megbizdsok soran meriilt fel ; mdsik része logikusan csatlakozik az
elSbbiekhez, és azokkal egyiitt bizonyos egységet képez.

A kozolt mintdra természetesen ennél dltalanosabb feladatok is meg-
oldhatdk.

Osszefoglaljuk azon feltételeinket, amelyek valamennyi megoldott fel-
adatnal kozosek : A hovezetS kozeg homogen izotrép, fajhdje nem figg a
hémérséklettSl ; két test hatiran linedris héatadasi torvény érvényes.

Miutan célunk elsGsorban ezen szamitdsi mdédszer ismertetése (és a
dolgozat igy is hosszabbra nyult, mint szerzSje szerette volna). egyes olyan
kérdéseket, hogy példaul a. c) feladatban felléps g(p) figgvénynek van-e
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inverz Laplace-transzformaltja, és azt a Riemann—Mellin-féle megforditasi
képlet eldallitja-e, nem részleteziink. Az olvasé a tankdnyvirodalom alapjan
ezen kiegészitéseket nehézség nélkiil elvégezheti.

1. §. Hévezetési feladatok egyik irdnyban végtelen ridra

a) Els6 példaként tekintsiik az alabbi feladatot : Egy, egyik irdnyban
végtelen hosszti vékony homogén riad egyik végéhez egy kis kiterjedésii, de
szamottev6 hékapacitasi test csatlakozik. A ¢t = 0 kezddpillanatban a rud
hémérséklete a helytdl fiiggetlen allandé ; a test hémérséklete a t = 0 id6-
pontban nem egyezik meg a rtd hémérsékletével. Meghatdrozandé a rad és
a test homérséklete a helykoordinita és a t id6, illetve csak a ¢ id§ fiiggvé-
nyében, ha a rendszer a kornyezettel nincsen termikus kapesolatban.

Jelsljik Uf(t)-vel a test h6mérsékletét, V(x, £)-vel a rid x koordinatdju
pontjanak hémérsékletét. A rad vége legyen az x = 0 pont, maga a rid az
x> 0 félegyenes. A hOomérsékleti skala zéruspontjat vegyiik egyenlének a
rad kezdeti hémérsékletével.

A linearis héatadasi torvény kiovetkeztében a peremfeltétel a rid végén :

(4) Vx(0,t) = — C{U(#) — V(0,1)].
A test altal az idGegység alatt a ridnak atadott hémennyiség ardnyos

[— U’(t)]-vel, ardanyos tovabbs az U(t) — V(0, t) hémérsékletkiilonbséggel ;
tehat

(5) U'(ty=— B[U@#)— V(0,0)].
A kezdeti feltételek :

(6) V(x,0) =0

és

(7 | U(©) = U,.

Tekintettel (6)-ra, a megoldasfiiggvényt a (2) alakban kereshetjiik. Jeloljiik
(most és a tovabbiakban is) U(t) és V(x, t) ¢-szerinti Laplace-transzformaltjait
u(p)-vel és v(x, p)-vel ; V(x, t)-t allitsuk elé a (2) alakban, és W(¢) Laplace-
transzformaltja legyen w(p). A (3) képlettel definidlt- F(z, #) fiiggvény Laplace-
transzformaltja :

[
p

tehat, tekintettel (2)-re, a konvolucidtétel értelmében

(8) v(w, p) = f(x, p)w (p) = V T =Vrw(p),
p

és V,(x, t) Laplace-tPanszformaltja :

vx (2, p) = — alf7 e~ VP w(p).
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A (4) és (5) egyenletek Laplace-transzformaltjai linearis egyenletrendszert
szolgaltatnak u(p)re és w(p)-re:

Cu(p) — (a Yz +C l/z) w(p) =0
: D)
(p + B)Vpu(p) — BY= wp)=U,|p.
Innen N
alp + C
=U, — —
=Y ep + OV + Ba)

A fenti fiiggvények visszatranszformélasihoz az alabbi tételt hasznalhatjuk fel ;
Ha F(t) Laplace-transzformaltja egyenld f(p)-vel, akkor a

] s

fiiggvény Laplace-transzformaltja :°
1.,
g9(p) = — {(/p)
Vp

(lasd példaul K. W. Wagner [4], a 60—61. oldalakon).
Ennek felhaszndladsdval elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

- __2_ 1 _g o Bef (— ) —
9) » U(t)—V;Uopl_pJ(pl—i‘a'e rf (— p)t)

_ (‘pz 4 g) e Bt (— p, Vi) % ,

ahol p, és p, az ap® + Cp 4+ Ba = 0 egyenlet gyokei, melyekrdl feltessziik,
hogy egymistol kiilonbozdek. A (9) képletben szereplé Erf-fiiggvény a Gauss-
féle hibaintegral :

Erf (v) = J e—Pdt .

X

Tovabba
2U0,C

an(p, — Py)
Ez utébbi képletbdl a rad V(x, t) h6mérséklete a hely és id§ fiiggvényében
a (2) és (3) felhasznalasaval szdmithaté.

b) Masodik példaként targyaljuk az aldbbit : Tekintsiik az el6bbi
elrendezést, de a rad végével érintkezl test hOmérséklete a t = 0 idGpilla-
natban egyenld a rad kezdeti hdmérsékletével, viszont ez a test nem hdszi-

getelt, hanem masodpercenként @ kaléridt vesz it a korryezetétSl. Feladatunk
ugyanugy targyalhaté, mint az elGbbi, azzal a kiilonbséggel, hogy (5) helyett az

(5%) AUt) + BLU(t) —V(0,1)] = Q(t)

1) W= {ple"f' Exf (—p,)t) — py e Exf (— pylft) |
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peremfeltétellelh érvényes, és (7) helyébe a
(™) U0) =0
kezdeti feltétel 16p. Azt kapjuk, hogy
_9®___ C+adp
u(p)—V17 Aap+ ACYp + Ba ’

ahol g(p) a @(t) Laplace-transzformaltja. Amennyiben g(p) raciondlis tort-
fiiggvény, tehat ha példaul

Q) =L ape—7H,

akkor a Laplace-transzformacié megforditasaval U(t) explicite megadhaté ;
specialisan, ha @ id&tdl fiiggetlen allandé, akkor a visszatranszformalds ered-

ménye : .

Q 2u, 20, 20 4, -
) UM =-5 a1+ﬁﬁ+ﬁsemf Erf(—plvi>+ﬁ‘emf Erf (—palft) §

ahol p, és p, az

~ Aap®+ ACp + Ba =0

egyenlet gyokei, melyekrdl feltessziik, hogy nem esnek egybe, és

4a C? 4% . AC
o =———— —, Ay = ——,
B a B B
1 a C : 1 a C
as= —-(—+-—2~), a4= —+—-2-).
Py—P:\Py P Ds— D1 \Ps D3

A rid hémérsékletét a hely és id§ fiiggvényében ismét (2) és (3)-bdl szamit-
hatjuk, ahol most

Wiy =Qo A 2l Erf (—p, )
aB.

QC : 2
(P, — Do) | Py VE
— 2 ot t (— pzlft)} -

Pe i

c) Q(f) = Qe esetén, ha a kezdeti és peremfeltételek megegyeznek
a b) alattival, akkor a kivetkezd eredményeket kapjuk :

226
J e dx 4 az}e—w +

0

(12)

— D 2
YO=2lVs V=

+ ~2_QL{ agerit Birf (— p, V) + o e2¥ Brf (— 2 V)i s
V= da

1) Természetesen B értéke is més most, mint az (5) képletben.
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o, ) VFVTXI 3
W(t):V;][V;VﬁOJ ede + B, |\ e +

+ 2%@) [Bsert Exf (— p,[t) + Byerit Exf (— p,)¢)],

ahol
BC c? B
. - L —aly—=
o — _A_ o a ( A )
1 N 2 N )
oty = (v + p)? (C + ap,) g = (v + P2 (C + ap,) ,
—p) N (po—P) N
Vg B_ 14
ﬁl = -ﬁ , 4 .32 = ’A »
N . N
B, = 2y pd) ’ B, = oy + 1%)
— P} N —p) N’
Itt

B2 c?
N:(V—Z) +V‘

és p,, illetve p, az
Aap? + ACp + Ba = 0
karakterisztikus egyenlet gydkei.

2. §. Hévezetési feladatok véges ridra

Az el6z6 fejezetben ismertetett eljards bizonyos mddositassal véges
ridra vonatkozé problémak megolddsara is alkalmazhaté. A rid hossza legyen
I, két végének koordinatii legyenek # = 0 és x = I. A rad x = [ végén az

alébbi peremfeltetelek egyike teljesiiljon :
A4) A rtd vége hészigetelt : Uy(l, t) = 0.

B) A rud végét allandé hémérsékleten tart]uk amely egyenlé a rad

kezdeti hémérsékletével : U(l, t) = 0.

A rid z = 0 peremén ismét egy masik testhez csatlakozik. Eljarasunk

médositasa abban all, hogy (2) és (3) helyett a rdd hdmérsékletét

(13) V(x,t) = j F*(@,t — 7) W(t) dr
0
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alakban keressiik, ahol

- 1 ax* _a’(2l x)?

(14) F*(x,t)zﬁle e M J

A fenti képlethen az A4 ) peremfeltétel teljesiilése esetén a + elGjelet, a B)
peremfeltétel esetén viszont a — elGjelet kell venniink. A V(x, t)-re igy kapott
kifejezés a W(t) fiiggvény tetszlleges vilasztdsa mellett kielégiti a hbvezetés
differencidlegyenletét a (0, !) intervallumban, eleget tesz a V(z, 0) = 0 kez-
deti feitételnek, és ezen felil kielégiti a riud x = I végén elirt peremfeltételt
is,Aradax = 0 Végén eldirt peremfeltétel (ugyanugy, mint az el6z6 fejezetben)
egy konvolacié-tipusi integralegyenletet szolgiltat az egyelSre ismeretlen
W (t) figgvény meghatarozasira, amely integralegyenlet ismét Laplace-transz-
forméciéval megoldhaté.

C) Az lhosszlsagirid x = 0 végéhez (ugyantgy, mint az a ) feladatnal)
kis kiterjedésti, de szdmottev6 hékapacitdsi test csatlakozik, melynek hémér-
séklete a ¢t = 0 idOpontban : U(0) = U,, a riad hémérséklete a t — 0 pilla-

natban : V(z, 0) = 0, és a rid « == | vége hiszigetelt.
' Az z = 0 radvégre, ugyanigy, mint az @) példaban, a (4) és (5) perem-
eltételeket kapjuk. Az

[ mee el
F(x,t) = [e e M

Ve
figgvény ¢-szerinti Laplace-transzformaltja 0 <z <[ esetén :
‘a2

(@, 1) = V_ (e—axVE + e»a(2l-x)VE) ,
p
tehat a konvoluciététel felhasznaldsdval
v(z, p) :ij (e—axVp J- g-a2i-x) Vo) w(p)
I’
és

vx(x P) *“V" (—e apr+e ai—x)Vp )w(p

A (4) és (5) peremfeltételek Laplace-transzformalasabél az alabbi linedris
egyenletrendszert kapjuk :

(p+ B)u(p) — BV% (1 + e=2aVP) w(p) =

¢ l Pum) — [0+ 4 afp (1 — e=27) | u(p) = 0.
Egyenletrendszeriinket megoldva :

(1) )= =g/,

Y
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ahol
aUy p(— 1+ e=2%) — CUy(1 + e~2%)
ap? (— 1 + e—24r) — Cp(1 + e—241P) 4 Ba(— 1 + e—24Pp) )

MindenekelStt a g(p) inverz Laplace-transzformiltjat, G(f)-t akarjuk kiszd-
mitani. A Riemann—Mellin-féle megforditasi képlet szerint

(16)  g(p) =

c+Hiw

1
Gty=— - f e g(p)dp,
271
c— ioc

ahol a ¢ valdés szamot gy kell vilasztanunk, hogy a g(p) fiiggvény a Ze p > ¢
félsikban regularis legyen. Ezen integralt a reziduumtétel segitségével haté-
rozzuk meg. A p = ip 4j valtozét bevezetve, (16) jobboldalin a nevezd eltii-
nik, ha
Oy

17 : tgalp = - ———— .
(17) 8P = o B)

Be lehet bizonyitani, hogy a (17) egyenlet valamennyi gytke valés és
g(p) szdmliléja és nevezbje nem tiinik el ugyanazon a helyen. G(t)-nek a
reziduumtétel segitségével valé meghatarozasat ennél az egy példanal részle-
tezziik. Legyen n egész szdm, legyen

P— (2 "+ ) m
al’
és tekintsiik az
l
(18) e'g(p)dp
27t .
(T)

integralt, ahol £ > 0, és az integralast arra a pozitiv irdnyitast T téglalapra
végezziik, amelynek csticsai 9 — <P, 9+ P, (i — 1)P, (¢ + 1)P.
Bebizonyitjuk, hogy az integralnak a két vizszintes szakaszra és az
[(2 — 1)P, — (¢ + 1)P] fuggbleges szakaszra es$ része P - co esetén zé-
rushoz tart. A (16) képletben p = 4- <P + y-t véve (y valods) kapjuk, hogy

aUyp+ CU thy
ap® + Ba + Cpthy

Miutén | th y | < 1, ebbdl kovetkezik, hogy a két vizszintes egyenes mentén
y-ban egyenletesen

g(L+ P+ aly) =

71
g(iP + aly) = 0(};] ,

tehat, tekintettel arra, hogy ¢ > 0, kapjuk:

iP+n I iP+n
[ erg(p) dp|<fevf0( )ldpl+0( )[eﬂdy—
i—1)P | tP—y

(19 =0(}7)[2’7"”’+%e‘f”]‘*_0’
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és ugyanigy becsiilhetjiik az integralt a [— (¢ + 1)P, — «P + 5] szakaszon.
A figgoleges szakaszon valo becsléshez felhasznaljuk, hogy K-t elég nagyra
valasztva, g(p) a e p < — K félsikon korlatos. Legyen most P > K; akkor

(i—1)P
(20) f ePtg(p) dp 1 < 2P O(1) e—Pt—> 0.
| —(+1)P i

(18)-ban az integrandusnak szingularitdsa van a p = 0 helyen, tovabba a
+ o (k= 1,2,...,v) helyeken, ahol ¢, ¢,, ..., ¢, a (17) egyenlet P-nél
kisebb pozitiv gyokei. Az abrabdl leolvashatd, hogy az sszes gyok egyszeres
multiplicitdst. Az integrandus reziduuma a p = 0 helyen

L CU,

C+ Batl’ :
és a p = + iy helyen [figyelembe véve a (17) egyenletet ]
' BCU je*int

7o

Thigy =

: i
agl¢t+(0+021—2Ba21)(p§+30+%a2l

A reziduumtételbdl tehat azt kapjuk, hogy

n+iP OU
1 "
"l —_— evt dn- et
s J 9(p)dp O + Ba?l -
n—.P
_ 2BCU, coS @ b &
“~ o, ¢kt R+ og
ahol
21y a, =a?l, a,=0C+ C?l—2Ba®l,” a,= BC + B%a®l.

1. abra
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Végeredményképpen tehit

au, cos @yt
(22) Gt) = o0 2 BOU, e
C’+Ba ! a1¢k+az¢k+a3
Az elébbi 4brabdl leolvashatd, hogy eleg nagy k-ra
(23) (k_%n<altpk< k——;—Jn,

tehat a (22) jobboldalan allé sor konvergens. A (15) és (22) képletek alapjin
a Laplace-transzformacié elméletébdl ismert képlet szerint

It 2 o at
—o3

. 1 _ 5
(24) U@t)=-=|e ¥ G(s)ds= + 2BCU
[t 0 0+Ba2l = ay ph+ o, @+ oy -

Hasonl6éan kapjuk, hogy

1
w(p) = 7 W\ p),
ahol
1
T/?Z CU , pe2alr

h(p) = - ;
P agp(er 1)+ Op(e 1)  Ba@—1)

ebbdl reziduumtétellel elvégezve a Laplace-transzformacié megforditasat
oU, & 1 |
VE = oy ¢k + oy ¢f +ay
ahol a, 0,, oy jelentése (21)-b6l olvashaté le. A (19) és (20) becslést g(p)
helyett a A(p) fiiggvénnyel elvegezve kapjuk, hogy a (25) jobboldaldn 4ll6
sor ¢ > 0 esetén konvergens.

Bebizonyitjuk, hogy a (2b) jobboldaldn allé6 sor reszletosszegel minden
véges intervallumon Osszességiilkben korldtosak. A cosinusos tagok Osszegére

ez a képletb6l leolvashats, mert az egyiitthaték abszolit konvergens sort
alkotnak. A sinusos tagok részlettsszegeit pontosabban kell becsiilniink.

El8szor is, (17) és (23)-bdl

4 1
=(k—=1)— .
o= ( )al+0(k)’

— B(pk al 1
eatold)
al(pk -|-a2<pk+a3 af‘(k 1)

' C .
(25) H(t) = [ o2 cos it -+ (¢ B%)smw],

tehat

és igy
sin @ t = sin (k — 1)'?—t +0(-t—) ,
al k
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tehat

k1) it
5 o osin(k—1)
=B g @ A (L)
oy P+ oy PR+ ag U T k—1 k?
L 1 , . — .
Miutan a 2'-— sor abszolit konvergens és a 2 sin (k — 1)» sor részlet-
k2 k—1

osszegei korlatosak, kovetkezik most mar, hogy
¥k — Byx
K O Pk + o0k + o
Ebbdl lathatd, hogy a

sin gt =0 (1 + |¢]).

Osszefliggésben az integralas tagonként végezhetd el. Az egyes tagokban az
alabbi alakt integrilok is szerepelnek :

o o

f e ¥ gsin g5 ds = 2|/t J e—& sin(2¢,)t &) dE.
0

Az o = 2 ¢}t jelolést bevezetve

© o0 -]

J' & sin afdE — - Je—é“ri“fdé— frf"—faé dé | =

27

o0

el 7 : 1 -
= -—e 4 Je—y’dy— Je—y’dy =.—2—_e 4 J e Ydy =
—i; +i_a ia

2 2

3
= e—LIZ [ eV dy.
Bevezetve az ’
(26) : E@x) = fx e dy
elolést, végil kapjuk, hogy °

o0

st
J e Wgin gs ds = 2J1 ¢ % B ()t ).
0
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Ezt felhasznalva, kapjuk, hogy

o CuU, — @it C
27) W) == 22 [ o
[z 2a1¢k+“2¢k+“3 kTV

d) Az elGbbivel teljesen analég médon targyalhaté az a feladat, amely
¢)-t0] csak annyiban kiilonbozik, hogy a rid x =1 vége nem hdszigetelt,
hanem hdémérsékletét allandéan a kezdeti értéken tartjuk. Ekkor F*(z,t)
kifejezésben a (14) képletben az alsé elGjelet kell venniink. A szdmitas éred-
ménye ekkor

(¢ — Bx) Emvf)].

e— it

o wﬂl .
Um_wmgzaﬁﬁmm+%,

k=1

ahol «a,, a,, o, ismét a (21) képletekkel adott allandék, ezzel szemben a
o (k= 1,2,...) értékek nem a (17), hanem a

(17%) tgg— - L= 58

i

a
c
egyenlet gyokei. W(t)-re ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint (27), de ¢, helyébe
@x-t kell irnunk.

e) Tekintsiik azt az esetet, amikor a ruddal érintkezd testtel masod-
percenként Q(f) hémennyiséget kozliink, és a rad masik vége hdszigetelt.
Ebben az esetben a hévezetés differencidlegyenletét az alabbi peremfeltételek
mellett kell megoldanunk :

V(x,0) = 0, AU(t) + B[U(t) — V(0,1)] = Q(t),
Vi0,8) = — ClU@®) — V(©O,0], - Vil t)y=0.

Feltételezhetjiik, hogy U(0) = 0, az altalanosabb U(0) = U, -~ 0 eset egy-
szeriien ugy targyalhaté, hogy az itt kapott megoldasra a c) feladat ered-
ményét szuperponaljuk. A rad hémérsékletét a (13) alakba irjuk, ahol (14)-ben
a + elGjelet kell venniink. Ezzel teljesitettiik a V(z, 0) = 0 kezdeti feltételt
ésa Vil t)=0 peremfeltetelt A rid masik végén fennallé peremfeltételeket
Laplace transzformaljuk, és az igy kapott linearis egyenletrendszert wu(p)-re
és w(p)-re megoldjuk. Az eredmeny

o7),  wlp) == h{p)

u(p) = ﬁ ,VP

ahol
o(p) = C(1 + e—24P) + ap(l — e—2alp)
Aap(l — e—2ar) + ACp(1 + e—2ar) + Ba(l — e~24r) q(p?) -
és '
c
V;rpq(pz)
h(p) ==

Aa(l — e~2alp) 4 AC(1 + e—2al>) L Ba(l — e—2al2)
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Itt q(p) jelenti a @(f) Laplace-transzformaltjat.
A g(p) és h(p) inverz Laplace-transzformaltja a reziduumtétellel szamit-

1 .
hatd, ha Q) = e, ¢q(p) =T, és ebb6l U(t) és W(t) a mar ismertetett
y :

mdédon nyerhetS. Ennek segitségével az altalanos eset is megoldottnak tekint-
hetd, hiszen tetszlleges folytonos Q(t) nggvenyt barmely el6irt pontossiggal
kozelithetiink

N -
< e

alaki osszegekkel és a feladat (mint a dolgozat utolsé fejezetében latni fogjuk)
korrekt kitlizésti.
Ha y = 0, akkor a szamitas eredménye :

U)=ky + 2kt + > pke—% ,
) trk>

—gdt
e~ %!,

W(t) = k, +V,4Vt + _;0 {rH—V%SRE(%Vt_)

atx® ax(2! — x)?

t
Vix,t) = Jth i = [e_ =D ¢ 4—9 ] W(r) dz,

ahol a ¢, értékek a kovetkez8 egyenlet gyékei :

tg alp = A%
aA ¢? — Ba .
tovabba
. . g_-al
_ Ba*B(Cl+ 3) b — c _ [E2
17 3(4C + Ba2lp’ 2 2(AC + Ba?l)’ 3" 2(AC + Ba2l)’
¢
ky = B
* 2(4C + Ba?l)
2(11 . . b].(pk,
Pr = 4 5’ Ty = 5 3 ’
9% + aspk + a9k sk + by ¥} + bs px
B
by [(plzc - Z]
8y = .
T bygh + byg + by
2 n2
alz%’ a, = — a? Al, a3=—AC’+2Ba2l—AC’l :—BC——BZZ,

by=0C, by=a, by=a, b =a,, b;=a,
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Ha viszont y > 0, akkor
Uty =K + = gee v,

o >0
2 —
Wi = -2 2 nlige Vi) e,
V” >0
’ 22 2, 2 -
P [ S
V(x,t)-:F ——=\e t—r —l—e (i—7) 2 Tr E'((ka'F)e A3 dT,
Vm ) Yt —= 7> 0 :
0 .

ahol a ¢ értékek a kovetkezd egyenlet gyokei :
OA(‘P:’:JFP)

tgalp = —+— ——
a[A¢g* — (B 4 yA)¢® + By
A t6bbi jel5lés : -
g =2 C—aqp, tg al ¢,
a, ¢} + a0} + a5 + tg algu(a, 9} + aypi) |
mo= 0 ,
V@ cos al pua, ¢t + as @f + ag) + sin al pu(a, ¢} + a; @)
- c
N (AC + Ba2l)y ’
a, = a? Al, T gy =— 34C — a?Y(B + pA),

ag = (AC 4 Ba?l)y, a, = Aa(4 + Cl),

asz—aAy[lZ—lj—{—2—i—OlJ.

f) A riaddal érintkezd testtel ismét masodpercenként Q(f) h6mennyi-
séget kozlink, és a rad x = [ végét (amely az el6z8 példdban hészigetelt
volt) dllanddan a kezdeti h6mérsékleten tartjuk. A peremfeltételek tehat :

Via,0)=0, AUt + BIUE ~ V(0,0)] = Qu),
Vx0,t) = — C[U@E) — V(0,1)], V() = 0.
Ismét feltételezhetjiitk, hogy U(0) = 0, és az &ltalanosabb U(0) = U, =~ 0
esetet Yigy kaphatjuk, hogy az igy nyert eredményre a d) feladat eredményét

szuperpondljuk. A megoldds csak annyiban tér el az el8zdtdl, hogy (14)-ben
a — elGjelet kell venniink. Az eredmények y = 0 esetén :

UM) =k + 2 preit,

x>0
2 R
Wit)=ky+ N [w +—skE(¢kw>]e
>0 V; i
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O

m . R cie Ae o 5] '-"‘l',-'f“’-?r;e'-" WHETETTRC e e

S ... e
V(x,t)=JV.t T[ -7 o T4l=D

X

ot~

9’k>0

T+ o= V- sk E(eu V?)]e“ E

ahol a ¢, értékek a kovetkez$ egyenlet gybkeit jelentik :

B — o2
'
tg alp = a2
¢ ¢
Tovabba
l+1 1
A S N U
B V= 2Ba
Di> T és 8, ugyanazokat a mennylsegeket jelentik, mint- az e)-ben y = 0
esetén : ‘
2a,
= . = )
QoPk + APk 1 Q495
Ty = A bl(Pk —
3‘1’?( + by} + bp
( B
bz(‘P?f - Z)
8y == s
bs@% + ba@k + ;i
BC
a, = 0 ay = —a®Al, ay = — AC + 2a?Bl— AC%, ay, = — BC —

by=0C, by=a, by=ua,, b,=a,, by =a,.

Q) = Qye=7, y> 0 esetén a kovetkez3 eredményeket kapjuk :

Uty = 2 pre” ¥
x>0

2

W(t) = m% Qk_i‘rrkE((pk F)]_¢‘ ,

ahol
C sin algy, + agy cos algy,

pk = 2Q0 . 4 2 3 ’
sin algi(a, ¢k — a.9f + ap) -+ cos alp(— auph + a;@i)

25 AMI Kozlemények 1. 3—.

dr,

a2B?l
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@.C

0T @ cos algy
JT

sin algi(a, @t — a,p + ag) + cos alpy— a,03 + a,p,)
Q0 |

_ V=
sin alg(a;pf — a,@f -+ ag) + cos alpy(— a9} + a;p1)

@ sin algy

Ttt
a, = a?Al, a,=34C 4+ a?l(B + yA), az; = p(ABC + a®lB),
a, =aA4d +Cl), a;=2a(B+ yA)+ CAaly.

o karakterisztikus egyenlete :.

a

B B
4 2
‘P—‘*A-I—V)‘P—FAV
.tgalq;;:_b,. R

(—#*+» o

g) Mint véges ridra vonatkozd, az eddigieknél dltaldanosabb feladatot
targyaljuk az aldbbit : A rdd x = 0 végéhez csatlakozé test kezdeti hémér-
séklete, U,, eltér a rid kezdeti hdmérsékletétdl, és azonkiviil ezzel a testtel
masodpercenként @(f) h6mennyiséget kozlink. A rud z = I vége hbatadassal
csatlakozik egy masik testhez, amelynek Z(¢) hémérséklete az id6 fiiggvényében
adott. Meghatarozandé a rud és a test homérséklete a hely és idg, illetve csak
az id§ fiiggvényében, ha a rid kezdeti h6mérséklete allandé (melyet a hOmér-
sékleti skala megfelel§ véalasztasaval zérusnak vehetiink). A feladat mate-

matikai fogalmazasa : megoldandé a

(28) v _ a2 Y

o2 at
parcialis differencidlegyenlet a
(29) Vix,0) =0, U©0) = U,
kezdeti feltétellel és az ‘
(30) AU'(t) + BIU(®) — V(0,0] = Q(1),
(31) | Vi0,8) = — O[U®t)— V(0,1)],
(32) Vil t) = — DIV, 0) — Z(1)]

peremfeltételekkel.
A feladat bonyolultabb, mint az el3z8 négy, mert most nem tudunk

olyan (13)-hoz hasonl$ egyszer(i alakot talalni V(z, t)-re, hogy az egyid6ben
evidencidba helyezze a parcialis differencidlegyenlet, a kezdeti feltétel és az
x = 1 ridvégen fenndllé peremfeltétel teljesiilését. Ezért visszatérink a
bevezetésben ismertetett fizikai meggondolasra. A mésik ridvég hatédsa is
csak abban nyilvdnulhat meg, hogy azon 4t minden pillanatban bizonyos
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(egyeldre ismeretlen) homennyiség aramlik a rudba. Ezt figyelembe véve,
a rid hémérsékletét

t t .
(33) Vi@, t)= | Flz,t — 7,) Wy(r,) dvy + g F(l — x,t — 7,) Wy(1,)dr,

0
alakban keressiik, ahol F(z, £) a (3) keplettel definialt fuggveny W, (), illetve

W,(t) a rad « = 0, illetve x =1 végén az idGegység alatt a rudba belépé -

homennylseggel aranyosak Feltételiink kovetkeztében a (28) parcidlis diffe-
rencidlegyenlet és a (29) kezdeti feltétel a W, és W, fiiggvények tetszbleges
valasztasa mellett is teljesitl. A (30), (31) és (32) peremfeltételek konvolucié-
tipust integrodifferencidlegyenletrendszert szolgaltatnak az ismeretlen U(t),
W,(t), W,(t) fiiggvényekre, melyet Laplace-transzformélva, és ezen fiiggvé-
nyek Laplace-transzformaltjait rendre wu(p)-vel, w,(p)-vel, w,(p)-vel jelolve,
. ezen utébbi figgvények meghatirozasira linearis egyenletrendszert kapunk :

(4p + B)u ]/_ Blwy(p) + e~V wy(p)] = q(p) + AU,
G ) — (a i ]/l) [r(p) — 2V wy(p)] — 0,
V= y P
—e-aVifa_D|/L D DL
e p(‘a Vp)uh()‘*‘“‘l‘ Vp] Wy(p) = V”z

Innen u(p)-t, w,(p)-t és wy(p)-t klfe]ezhet]uk, és — az elGzbek mintdjara — az

ulp) = - Q(V;), wy(p) = / h (Vp), wy(p) = 'VI;B hy (V)

jeléléséket bevezetve, U(f), W,(¢) és Wz() meghatarozasa a mar ismertetett
moédon, a reziduumtétel felhasznalasaval torténhet.
Azon célbdl, hogy az inverz Laplace-transzformdciét explicite elvégez-

hessiik, a Q(f) és Z(t) fiiggvényeket exponencialis tagok Osszegével approxi-
mal]uk a kovetkez$ alakban :

3

: m
Q) = N aue !, Z(t) = N b,
k=1 K=

A feladat megoldésat csak ot specialis esetben kell elvégezniink, mert
a fenti alaka Q(t), illetve Z(t) fiiggvények esetén a feladat megolddsa ezen
ot specialis eset linedris szuperpoziciéjaként allithaté el. Ez az 6t specialis
eset a kovetkezd :

91) U(0) =1, Q)= 0, | Z(t)= 0;
9:) U(0) = 0, Q@) =1, Zt)=0;
g) UO)=0, Q@ty=0,  ZH=1;
9s) U(0) =0, Q) = e+, Z(t) = 0
9s) U(0) =0, Q)= 0, Z(t) = e~
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Az alabbiakban kozoljik ezen specidlis esetek megoldédsait. Az 6t esetben
hasznalt kozos jelolések a kovetkezlk @ a g értékek a kozos

aA(l) 4 C)¢2 — aBD
Aa?p3 — (ACD + a?B)g
karakterisztikus egyenlet gyokeit jelentik, és bevezetjiik a

tgalp =

Oy = cos alp;, 8, = sin alg, '

rovid jeloléseket. Az elsé harom esetben az U(t), W, () és W,(¢) fiiggvényeket
el6allité sorban az Osszegezés az Osszes pozitiv g karal;terlsztlkus gyokokre

van kiterjesztve, a g,) .esetben ezeken kivill még a ¢ = + |y értékre, a -
g5) esetben pedig még a ¢ = + Vo értékekre is. .

A megoldasok a kovetkezdk :

gp) Az U(0) =1, Q@)=0, Z(t)= 0 eset:
vy =N bk + V’*CkE(fkat) e,
’ PA + -

=
I
I /

-QRE(‘kai ) e,
V .

Wy(t) = 2 er + - ‘F
(DC — a2¢) Sy + api(D + O) (1 + Cy)

skE(th) e~k

b =
k lvk |
. 0 = (DC — a®¢?) (C — 1) = agy(D 4- O) S,
N, ’
» _ O DgCy — agiS, G = € — agiCy — DSy
k V;t- .N’\. » k V;‘[ lvk 3
. D ag? ) .
o=k =P Ny = (@} + aypi) Ok + (asgR + ag) Sk,

N]\ Nk )

a, = — a3Al, ay = 2aA(C + D) + al(a*B + ACD),
ag = —a2A(D +1C +3), - a,=a2B(1 + Dl) + ACD .

g,) Az U(0) =0, Q¢t)=1, Z({t)= 0 eset:
Ut) = K + > beo .
2

Wit) = Ky + N | e Bl )

.
[ LN

2
—p2t
e %

Wot) = Ky + 3 [rk + V%skE(kat‘)
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D 4 ¢ + DCI 3 c i c

K= "Ti——— " Ky = —= Ky= — oo
- BD P17 uB Jz ° 2 2aB\n
b = 2 uD + C)pOy + (DO —a?}) S,
N, ’
C DCy — ag;Sk g C —apCy — DS,
Pr == o 3 Gy = 7= >
Vn ]l[k : . Yz M,
cD aC
Tp == — -~ Sk:—-iﬁ’
J[k Mk

Ny = (a9} + a0} + aggi) Ok + (a,98 + as93) S,
M= (dltpﬁ + dz%% + d3) C + (d.;q?ﬁ + d5‘Pk) Sk,
a, =addl, ay= —al(a*B + ACD) — 4aA(C + D), a;= 2aBD,

a, == a?[3A + AlC + D)}, a;= — (3a2B -+ 3ACD + a®BDI),
d, =a3Al, dy= — (a,Bl + ACDl) —3A(C + D), dy=aBD,

d, = a?[44 + AUC + D)}, dy= — (2a*B + 240D + a2BDI). -

g3) Az U(0) = 0, Q(t) =0, Z(t)=1 eset:
Uy =1+ 3 beot,

172—7? (IkE(%W)

—2
e~ %,

Wm:zp+

Wty = N'ire + ﬁskE((pkvt )J &
b _2BDpc D ACgt D ad@i—aBy
N Vo M “TVa M, ’

- D —ACPRCy + (aAg}—aBey) Sk

Ty =

M,
5 = .l) (— adg} + aByy) O + ACES,

, i :

Ny = (a9} + a9} + a3px) Ck + (agph + as9}) Sk,
My = (dygii + do@f + ds) Cr + (dy9} + dsi) Sk
a, =a*Al, a,= — (a*Bl + aACDl) — 4aA(C + D), ay3= 2aBD,

= a?[54 + AlC + D)), ay;= — (3a°B + 34ACD + a®BDI),

(
d, =a34l, d,= —(a?Bl + ACDIl)— 34(C + D), dy=aBD,
dy, = a?[44 4+ AI€ + D)], ds= —(2a2B + 240D + a?BDI).
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g,) Az U(0) =0,

Q) = e,

Z(t) = 0 eset:

| A\

v [ 2 e 2
Uy = N|b + V—;CkE(tpvt) e,
2 -\ ] :
Wit) = N|r + ﬁSkE((th) e,
2 .
Waolt) = N — ﬁSkE((/’“ t)yle %,
by — P + 591 Cr -+ (a,08 — ag) Sy
, ,
o e — @@k + a3 + (a5 — augp) Cx 4 Sk — agp;
e Nk ’
p o= O awe ¢ D
k VE Nk 3 k— V—y; Nk ’

Ny = (dy9k + dogf + dspie) Cr + (dyf + ds@R + de) Sk,

a,=a, a=aD+C), a=DC, a,=—0a?, a;=a(C+ D),
a, = — DO, .
d, = adAl, d,= — 4aA(C + D) — al(Ba? + ACD + ya24),

d, = a?A[5 + D + O)],
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d;

dy = 2[BaD -+ yaA(D + C)] + yai(Bcﬂ + ACD),

— 3(Ba? + AGD + ya2A) — a®l[ BD 4+ yA(D + C)],

» s = Y(Ba? + ACD) + ya?lBD .
g9s) Az U0y =0, Q@t)=0, Z() = e % eset:

U(t)

b bke_"”

Wyt = N [Pk V—% qu((ka?).j et |

W= X [ Do)

(Aagt — Bag}) C) 4 Alg} S

?

Nk
D (Aagi — Ba) ¢}
qr = = ) s
V.’?‘E Nk
: . — ACyiS; — pi( Aag} — Ba) Cj,
s = ; Nk 7
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Ny = (— a198 + ap% — ax@} + aq) Ok — (a;9% — @i + a,94) Sk,
a, = adAl, a, = 5aA(C + D)+ al(4a?) + ACD + Ba?),
a; = 3(ACad + ADad + BDa) + ald(ACD + Ba?), a,= BDao,
a; = 6a24 + a2AIC 4 D), |
ag = Ha2A6 + ACD + Ba?) + al(ACad 4+ ADad + BDa).

3. §. Egy hengerszimmetrikus feladat

h) Egy kilsé megbizas soran meriilt fel az alabbi feladat : Egy kor-
keresztmetszet{i, végtelen hossziinak tekinthet§ vezet6ben aram folyik, melyet
a ¢t = 0 iddpillanatban kapecsoltunk be. Az elektromos tranziens jelenség
idGallandéja olyan kicsiny a hivezetési folyamat iddallanddjahoz képest,
hogy tgy tekinthetjiik, mintha az aram a ¢ = 0 iddpillanatban elérte volna
staciondrius értékét. A vezetGt végtelenig terjed6 homogén hévezetd kozeg
veszi koriil, amely hdataddssal csatlakozik a vezetGhéz. Meghatarozandd a
vezetd, illetve a kozeg hémérséklete az id§, illetve a hely és idG fiiggvényében,
ha a t = 0 iddpillanatban a vezet§ és a kornyezl kizeg ugyanazon allandé
hémérsékleten van (amelyet a tovabbiakban a hd&mérsékleti skala nulla-
pontjanak vesziink fel). A vezet§ hivezetési tényez6je sokkal nagyobb, mint
a kozeg hévezetési egyiitthatdja Ggy, hogy a vezetd a keresztmetszetén beliil
a hémérsékletet minden id6pillanatban a helytél fiiggetlennek tekinthetjiik.
A vezetG hémérséklete legyen U(t) ; a kozeg azon pontjanak hémérséklete,
amely a vezetd tengelyétdl r tavolsagra helyezkedik el, legyen V{r, ).

A keresett V(r,t) fiiggvény kielégiti a hivezetés differencidlegyenletét,
tehat figyelembe véve a feladat hengerszimmetridjat, a

22V 1 8V , OV
—_ = a2 -
or? r or ot
parcialis differencidlegyenletet kell megoldanunk, a
V(r,0) =U(0) =0
kezdeti feltételekkel és az
AU'() + BIU({) — V(rg, 1)] = @
Vilrg, t)y = — CLU(t) — V(ry, 9)]

peremfeltételekkel. Itt 7, jelenti a vezetd sugarat és @ jelenti a vezet$ hossz-
egységében az idGegység alatt hévé alakult elektromos teljesitményt. A meg-
oldasfiiggvényt a

i .
V(r,t) = f D(r,t — 1) dt
’ 0
konvolucié alakjaban keressiik, ahol

al‘ri

1 -
(D(r,t):?te a .
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Feltevésiink kovetkeztében a V(r, t) fiiggvény a W(t) tetszlleges vilasztasa
esetén is kielégiti a hévezetés differencidlegyenletét és az eldirt homogén
kezdeti feltételt. A peremfeltételek az ismeretlen U(t) és W(t) fiiggvényekre
ismét egy konvolicid-tipusi integralegyenletrendszert szolgdltatnak. Lénye-
ges koriilmény, hogy a szerepl6 két magfiiggvény Laplace-transzformaltja
ismert :

#a, p) = Ky(ary)p)
és
e, p) = a|p K (ar,|p)

A peremfeltételeket Laplace-transzformalva,u(p)-re ésw(p)-re linedris egyenlet-
rendszert nyeriink, amelybdl

w(p) =- Q7 CKo(aro J/p) +‘§}V'p Kl(ai(l V?T) _
. p(Ap+ B) [OKQ(“"OV;)‘*‘ an Kl(mon )] - BOKO(W'OVP)

és
_ @ ¢
p (Ap+ B) [CK arOVp an K, arOVp ]— BCK, arOVp

Itt K, és K, a médositott nulladrendfi, illetve elsérendii Bessel-fliggvények.
A konkrét feladatnal Ggy ]artunk el, hogy ebbdl U(f)-t és W(t)-t a Riemann—
Mellin-féle képlettel kifejeztiik, és az integrdlast a @ p = 0 egyenes mentén
numerikusan elvégeztiik ; ezen egyenes mentén )iz argumentumu Bessel-
fuggvények lépnek fel az integrandusban, és ezek értéke ndlunk is hozza-
férhetd tablazatokbdl nyerhetd.

Természetesen az elGbbiekhez hasonlé médon targyalhaté az az eset
is, amikor az id8egység alatt hivé dtalakuld teljesitmény

Qty = Nage et

alakd, illetve, amikor a vezet6 kezdeti homérséklete kiilonbozik a kozeg
allandd kezdeti hémérsékletétsl.

4. §. A targyall hévezetési feladatokkal analdg diffézids feladatok

Mint ismeretes, a diffizié differencidlegyenlete ugyanaz, mint a hdve-
zetés differencidlegyenlete. Ezért varhatd, hogy az eldzékben megoldott fel-
adatokat diffuziés probléméakként is értelmezhetjiik. Ez valéban igy is van,

és ez azon miulik, hogy a targyalt Gsszetett peremfeltételnek a diffazié elméle-

tében is jol megfoghaté fizikai értelme van. Az aldbbiakban felsoroljuk,
milyen diffazids interpretaciét adhatunk az egyes megoldott problémdaknak
(a betlizés az 1., 2., 3. fejezetben megoldott analég hovezetési feladatra utal).

a) Egy tartalyban ¢ koncentraciji oldatot helyeziink el ; a tartaly
egy membranon 4t kozlekedik egy végtelen hosszi esdvel, amelyben a ¢ = 0
idopillanatban tiszta olddszer talalhaté. A tartdlyban taldlhaté oldatot allan-
déan keverjik gy, hogy az oldat a tartdlyban minden idépontban koncent-
raciéra nézve homogén. Meghatdrozandd a tartidlyban és a cs§ mentén a
koncentricié az idg, illetve a hely és az id§ fiiggvényében.
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b) Az elrendezés ugyanaz, mint az el6bb; a t = 0 idGpilllanatban a
tartalyban is tiszta olddszer van, de a tartilyba innentdl kezdve adott ada-
golas szerint folyamatosan old6dé anyagot toltiink.

¢) Ez abban kiilonbozik az a) feladattSl, hogy a esd véges I hosszi-
sagi, és a cs6 masik végén le van zarva.

d) Bz abban kiilonbozik az a) feladattdl, hogy a csé véges | hosszi-
sagu, és a masik vége egy igen nagy terfogatu tartalyba torkollik, melybe
tiszta oldészert ontiink. -

e) Bz abban kilonbozik a b) feladattol, hogy a csé ¥éges I hossziisdg.
és a cs6 masik végén le van zarva.

f) Ez abban kiilonbozik a b) feladattél, hogy a cs0 Veges ! hosszusagl.
és miasik vége egy igen nagy térfogati tartalyba ‘torkollik, melybe tiszta
oldészert ontiink.

g) Az I hosszlisdgt cs6 mindkét végét membrannal zarjuk ; az egyik
csatlakozd tartalyban a kezddpillanatban adott koncentraciéji oldat van.
és allandé keverés mellett adott médon folyamatosan oldédé anyagot t6ltiink
hozza ; a cs6 mdsik végéhez csatlakozd tartdlyban az oldat koncentracidjit
eldirt médon Valtoztat]uk az id§ figgvényében. Meghatarozando a koncent-
racié az elsd tartdlyban és a cs6ben az id4, illetve a hely és id6 fiiggvényében.
feltéve, ha a_csGben a kezdoplllanatban tiszta oldészer foglal helyet.

I ) Egy igen nagy kiterjedési vizszintes fenek{i tartalyba oldészert
toltink. A tartaly kiozepén egy kis 4tmérdjii, hengeralaki homogén membrant
helyeziink el, tengelyével fiiggilegesen gy, hogy a benne levd oldat csak
membrandiffazié utjan kozlekedhet a tartalyban levd tobbi oldészerrel, illetve
oldattal. A ¢ = 0 idipillanatté] kezdve a membrannal elzdrt térfogatban
id6ben egyenletesen oldédé anyagot toltiink, és azt elkeverjik. Kiszamitandé
az oldat koncentraciéja a membranon beliil, illetve a membranon kivil, az
id6, illetve a hely és az id§ fiiggvényében.

Pdl Sdandor [2] egyik munkajaban a ¢) feladatot targyalja a jelen dolgo-
zatnal specidlisabb peremfeltételek mellett. Megolddsi médszere abban all.
hogy a keresett fiiggvény Sturm—Liouville-soranak egyitthatéit szamitja.
Eredménye alakra is azonos azzal, amit itt ismertettiink.

5. §. Tyihonov tételének kiterjesztése

Ha a Vi(z,t) figgvény a 0<<t< T, 0 <2<l tartomdnyban foly-
tonos és eleget tesz a hévezetés differencidlegyenletének, akkor Tyihonov tétele
szerint ezen a zart téglalapon V(z, f) maximumat és minimumadt a tartomany
sharomoldali hatardanake« legaldbb egy-egy pontjaban felveszi. A tartomany
haromoldalit hatdrdn az alabbi hirom egyenesszakasz egyesitését értjiik :

1P t=0, 0<a<],
2 g=0 0<t<T,
Fao=1 0Zt< T

Szuksegunk lesz ennek azon egyszer(i médositaséra, hogy ha az x =1
peremen Vi(l, t) = 0, 0 < t << T, akkor V(x, t) maximumdt és minimumdt mdr
az x = 0 peremen, vagy a t = 0 kezdépillanatban felveszi. Bz egyszeriien abbol
kovetkezik, hogy a V(x, t) fiiggvényt az x = I peremen tdl szimmetrikusan
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folytatva : V(I + &¢)=V({I — &¢),azmost mara 0 e <2, 0t T
zart tartomanyban is eleget tesz a hlvezetés differencidlegyenletének, és a
tartomany jobboldali peremén ugyanakkora értékeket vesz fel, mint a tarto-
many baloldali peremén.

Tétel: A c), d), e) és ) feladatokban legyen Uy > 0, illetve Q(¢) =
0<t< T és QO)> 0. Akkor minden x €[0, 1] reesO< t< T-re V(z, t)ZO

Bizonyitas: Figyelembe véve a kezdeti- és peremfeltét-eleket, Tyihonov
tételébol, illetve az imént bizonyitott altalanositasabdl koévetkezik, hogyha
egy t* < T-re V(x, t*) < 0, akkor egy 0 < ¢, < t* értékre V(0,¢t;) < 0.

Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor Q@) > 0, 0 <Lt < T. Tekin-
tettel arra, hogy U(0) > 0 és V(0, 0) = 0, tehat elég kis t-re V,(0,f) < 0,
ebbdl kovetkezik, hogy elég kis t-re V(O, t) > 0. (A h&vezetés differenciil-
egyenletének adott V,(0,f) esetén érvényes megoldasi képletét kell felhasz-
nalnunk.) A V(0, #) fiiggvény legalabb egyszer jelet valt a [0, T'] intervallum-
ban ; a legkisebb jelvaltasi helye legyen ¢, ; tehat V(0,t,) = 0, V(0,¢) > 0,
ha 0 <<t < t,. Akkor Tyihonov tétele (illetve a fentebb blzonyltott eles1tése) ,
szerint V(x t)=>0, ha 0<Lt<t, és 0 <z, tehat Vy(0,4,)=0. fgy
0< Vi(0,8,) = — CLU(®t,) — 70, t)]_ —OU(t) miatt U(t,) < 0; ennek
felhasznaldsdval

0= Qty) = AU'(ty) + B[U(ty) — V(0,1,)] < AU'(1y)
tehat U’(t) > 0. Abbdl, hogy U(t) < 0 és U'(t,) > 0, kovetkezik, hogy az
U(t) fuggvénynek van egy f, < {, jelvaltdsi helye. Ugyanis a feltétel szerint

vagy Ug> 0, vagy §(0)> 0 kovetkeztében U(0) == 0 esetén U’(0) > 0.
Tehat Uf(t;) = 0, U'(t;) < 0. Akkor viszont

0 < QUty) = AU'(ty) + BLU(t,) — V(0,4)] < — BV(0,1,).

Tekintettel arra, hogy f; <{,, ez ellentmondasban van azzal, hogy t-t a
V(o,t) fuggveny legklsebb jelvaltasi helyének valasztottuk. Ilyen modon
bebizonyitottuk. hogy V(0, t) nem valthat jelet, tehat nem-negativ, és ebbdl
Tyihonov tétele szerint kovetkezik, hogy V(z, t) is nem-negativ. Az az eset,
amikor Q(f) > 0 helyett az ennél gyengébb Q(f) > 0 feltétel teljesiil, vissza-
vezethet§ az elGbbire azdltal, hogy U(f) és V(x, ?) helyett az U(t) = U(f) +
+ e Uyt) és Vix, t)= V(x, t) + eVy(z, t) figgvényt tekintjik, ahol a
V(l, t) = 0 peremfeltétel esetén példaul

1 L B
Uo(t)56‘+'l>0: Vo, ) =l —2 =0, Qo(t)EF>O:

és a Vi(l, t) = 0 peremfeltétel esetén példaul

t t

t { . B
U,(t) = eo* [chl -}—%sh Z) >0, Volx,t) = e® ch(l — x) >0,

a

t
Qo(t) = Py [ézﬁ ch !+

4 B
_“r 4+ |shl 0.
Caz + C’)S ]>

A fenti tétel fontos kovetkezménye, hogy az e) és f) hévezetési feladatok
a Q(t) figgvényre nézve korrekt kittizéstiek. Ugyanis, ha | Q,(t) — @,(t)| < &,



gy a @,(¢) figgvényhez tartozé U,(t), V,(z, ) megoldasrendszere fenn-
allnak az '

Uty — U S Uy S Uy + U@
Vi@, 1) — Vi) < Vi, ) < Vy(o, ) + Vi, 1)

egyenlétlenségek, ahol [U(f), Vi(x.t)] a @,(f)-hez tartozé megoldasrendszer,
[U®), V(z,t)] pedig a @) = 1-hez tartozdé megoldasrendszer, amelyet az
el6z6 példak soran explicit alakban kiszamitottunk.

A nagy tiirelmet igényld részletszamitasokat Adler Gyérgy és Csukds
Andrasné munkatarsaim, tovabba Révai Katalin mfiegyetemi tanarsegéd®
végezték. Czipszer Jdnos kartdrsam az egész kéziratot gondosan &atnézte,
és szamos értékes megjegyzést tett. A dolgozat masodik fejezetében targyalt
feladatokra Pdl Sdndor kartirsam irdnyitotta rd a figyelmemet. Ertékes
segitségiikért mindannyiuknak ezdton is koszénetet mondok.
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3A0AUM TEIJIONPOBOOHOCTHU
U OJUPDPY3NK CO CJIO)KHBIMU KPAEBBIMHU YCJIOBUSIMH, 1.

I, dpeiia
Peswme

Mupl OyaeM HCCIeR0BaThL NHHEAHOE ypaBHEHME TEIUIONPOBOAHOCTH (1) € OAHOPOAHLIM
HayalbHbIM yCn0BueM (6), ecnn HA KOHLE CTEPIKHSA BBHINOJHSIOTCS KpaeBble ycioBus (4) v (5).
Uepes U(t) 0603HaYMM APYTYIO HCKOMYIO QYHKLHMIO, KOTODAST KOJIYKHA YAOBIETBOPHTL HAYaAJIb-
Homy ycnosurwo U(0) = U,

PU3MUECKU 3TO 03HAUYAET, UTO OAMH KOHEL CTEPXKHS CBS3AH TEPMHUYECKU C TOUEYHBIM
TenoM KoHeyHo# Tennoemkoctu. U(t)—3To0 Temmeparypa TOYeYHOTO Tena, a Vzx, t) — crepmwua.
Mpe! paccmaTpuBaem ciefyIlue ciydau (pacnajanoliye B CBOK 04epeb Ha AajibHeHIue moj-
cayvai :

A) B 0JHOM HanpaBJeHMM OECKOHEUYHBLIH CTEPIKEHb ;

B) npyroit KOHEH CTePIKHSA TEIJIOBO M301MPOBaH, T. €. Vx(l, ) = 0;

C) Ha APYrom KOHIE CTeP)KHS MOJJAEPIKUBACTCS NOCTOSIHHAA TEMIIEPATYypA ;

D} Apyroi KOHEILl CTEDYKHST TCPMHYECKM CBSI3AH ¢ TEIJIOBBLIM PE3EPBYapOM M3BECTHOMH
Temreparypol Z(t). Ilosromy npu & == [ JOJDKHO HMETh MECTO Kpaesoe yciosue (32).

MeTo/ peLieHusi COCTOUT B TOM, YTO MBI HILEM Heu3BeCTHylo ¢dyHkuuio V(x, ) B Buae
TAKOFO CBEPTHIBAHMS ABYX (QyHKUMII, KOTOpOE 3aBeJJOMO YAOBJIETBOPSIET KAK AuddepeHmans-
HOMY YDPaBHEHHIO, TAK M OJ{HOPOJHBIM HAYAJILHBIM YCJIOBUSIM, a B cniyuasx A ), B) u C) taxxe
U KPaeBbIM YCJIOBUSIM Ha ADYIOM KOHIE cMeP)KHs. TakuM 00pa3om Mbl IPUXOJUM K HHTETPAJIb-
HBbIM YPaBHEHHAM THIIA CBEPTHIBAHWS, PA3PEIIAEMbIM € NMOMOLILI NpeoGpasoBanust Jlannaca.
JTOT METOR INPHMEHSETCS TAK)KE IIPM PELICHUS ORHOM 3a/layu  TETUIONPOBOJAHOCTH € LMJTMHA-
DPHYECKOH cuMMeTpuEH. _

B nocnepmeit 4acTu Mbl Jaem pacipOCTPaHeHUE TECPEMBI TUX0H06a O TENJIONPOBOJHOCTH
Ha paccMOTpeHHbIe 3a1aun. C MOMOUIBIO 3TOIt TEOPEMBI JOKA3LIBAETCS, UTO PEILEHU ST OAHO3HAYH bl
U KpaeBbl€ YCJIOBHUS TOCTABJIEHBl KOPPEKTHO.

2

? Kozlekedési Miszaki Egyetem, Szolnok, Matematikai Tanszék.
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UBER WARMELEITUNGS- UND DIFFUSIONSPROBLEME MIT YL'bA'\I"\IF\-
' GESETZTEN RANDBEDINGUNGEN, I.

G. FREUD
Zusammenfassung

Es werden Losungen der linearen Warmeleitungsgleichung (1) mit der homo-
genen Anfangsbedingung (6) untersucht, wo am Ende des wirmeleitenden Stabes die
Randbedingungen (4) und (5*) erfiillt sind. U(t) ist eine weitere unbekannte Funktion,
deren Anfangswert, U(0) = U,, angegeben werden muss. Physikalisch bedeuten
diese Randbedingungen, dass der wirmeleitende Stab an einem Ende mit einem punkt-
formigen Korper von endlicher Warmekapazitiat in Warmeaustausch steht. U(t) bedeu-
tet die Temperatur des punktformigen Koérpers und V(z, £) die Temperatur des Stabes.
Folgende Fille werden (auf weitere Unterfille geteilt) behandelt :
A) einseitig unendlich langer Stab ;
B) das andere Ende des Stabes ist thermiseh isoliert, d. h. 1y(l, ) = 0;
C) das andere Ende des Stabes wird dauernd auf der Anfangstemperatur
des Stabes gehalten, d. h. V() = 0;

D) das andere Ende des Stabes steht in Wirmekontakt mit einem Wérme-
hélter vorgeschriebener Temperatur, also besteht dort die Randbeding- -
ung (32).

[Z(t) = Temperatur des. Wiarmebehdlters].

Die Lésungsmethode besteht darin, dass V (x,¢) in Faltungsform angesetzt
wird, welche das Erfulltsein der partieller Differentialgleichung und der homogenen
Anfangsbedingung, und im Falle 4), B), und C) sogar das Erfullstein der Rand-
bedingung am anderen Stabende, in Evidenz setzt. Somit entstehen Integralgleichun-
gen vom Faltungstypus; welche mit Hilfe der Laplace-Transformation gelost werden.
Dieselbe Methode wird zur Losung eines Wirmeleitungsproblems mit z;llndmsehel
Symmetrie angewandt.

Im letzten Teil wird eine Ausdehnung des Satzes von Tihonow beziglich der
Wirmeleitung auf die behandelten Probleme angegeben. Hieraus wird gefolgert, dass
die Loésung eindeutig ist, und die Randbedingungen sachgeméss gestellt sind.
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