
HŐVEZETÉSI ÉS DIFFÚZIÓS FELADATOK ÖSSZETETT 
PEREMFELTÉTELEKKEL, I. 

F R E U D GÉZA 

Bevezetés 

A matematikai irodalomban részletesen tárgyalják a hővezetés diffe-
renciálegyenletének megoldását bizonyos egyszerű peremfeltételek mellett. 
Ezek a peremfeltételek három jellemző típusba sorolhatók : 1. A test ha tárán 
előírjuk a hőmérsékletet; 2. A test ha tárán előírjuk az időegység alat t átáramló 
hőmennyiséget; 3. A test érintkezik egy másik közeggel, melynek hőmérsék-
letét előírjuk, és a határon a lineáris hőközlési törvény érvényes. A felsorolt 
esetek rendre olyan peremfeltételhez vezetnek, hogy (w-val jelölve a test 
hőmérsékletét) a peremen 
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előírt értékeket vesznek fel. (Lásd például A. Sommerfeld [3], 63—68. oldalak.) 
Az i t t felsorolt esetek azonban nem alkalmasak valamennyi, a gyakorlatban 
is megvalósuló hővezetési feladat megoldására. Gyakran találkozunk olyan 
hővezetési feladattal , ahol az érintkező test hőmérséklete nem ismert, hanem 
egy további közönséges differenciálegyenlet segítségével határozható meg. 
A dolgozat végén bebizonyítjuk, hogy az így kapot t kezdeti és peremfeltételek 
mellett a feladat megoldása egyértelmű és korrekt kitűzésű. A jelen dolgozat 
célja, hogy egy ilyen esetekben használható számítási módszert ismertessen. 
Módszerünk egy szemléletes fizikai meggondoláson alapszik. Tekintsünk egy 
vékony rudat , melyben hosszirányban vizsgáljuk a hővezetést, és egyik 
végén »valahogyan« egy másik testtel áll kapcsolatban. Ha az időt í-vel, 
a rúd hosszirányú koordinátáját pedig cc-szel jelöljük, úgy — mint ismeretes — 
а F hőmérséklet a 
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parciális differenciálegyenletnek tesz eleget. A rúd vége legyen az x = 0 
koordinátájú pont. A peremfeltétel ebben a pontban a tárgyal t esetekben 
mindig egy közönséges differenciálegyenlet-rendszer, amely ismeretlenként 
tartalmazza a csatlakozó test hőmérsékletét, mint az idő függvényét, továbbá 
F(0, í)-t és Fx(0, t)-1. Mármost, akármilyen alakú is ez a közönséges diffe-
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renciálegyenlet-rendszer, a rúd végnek a rúdra gyakorolt hatása csak egyféle 
lehet : minden időpillanatban egy bizonyos (pozitív vagy negatív) hőmeny-
nyiség megy át a csatlakozó testből a rúdba. Ez a folyamat, feltételezve, 
hogy a t = 0 időpillanatban az egész rúd hőmérséklete állandó, és ezt az 
állandó értéket választjuk a hőmérsékleti skála zéruspontjának, az alábbi 
analitikus kifejezéssel írható le : 

t 
(2) V(x, t) = J F(x, t - r) W(r) dr, 

ó 
ahol , 

a*x* 
(3) F{x,t)=^e 41 

és IF(r) dr arányos а (т, т -f- d r) időintervallumban a rúdba átáramló 
hőmennyiséggel. A (2) és (3) út ján felírt V(x, t) függvény kielégíti a hővezetés 
differenciálegyenletét homogén kezdeti feltételekkel. (2)-ből F(0, t) és Fx(0, t) 
is (amelyek a peremfeltételként kapott közönséges differenciálegyenlet-
rendszerben szerepelnek) az egyváltozós, egyelőre ismeretlen W{t) függvény-
nyel fejezhetők ki. A peremfeltétel ennek következtében egy integro-diffe-
renciálegyenlet-rendszert szolgáltat az ismeretlen W(t) függvényre, továbbá 
az érintkező test ismeretlen hőmérsékletére. Ezzel feladatunk (mint látni 
fogjuk) egyszerűbb lett, mert egy ismeretlen kétváltozós függvény — tudni-
illik V(x, t) — helyett most már csak egy ismeretlen egyváltozós függvény 
— tudniillik W{t) — lép fel. A kapott integro-differenciálegyenlet-rendszer 
konvolúció-típusú : integráljel alatt kizárólag a W{t) függvény és egy ismert 
függvény konvolúciója lép fel. Egyenletrendszerünknek ez a speciális alakja 
lehetővé teszi, hogy azt számos fontos esetben Laplace-transzformáció segít-
ségével megoldjuk. Ilyen módon számos fontos esetben explicit a akban, 
táblázatolt függvények segítségével elő tudjuk állítani IF(í)-t és a rúddal 
érintkező test hőmérsékletét is. A gyakorlatilag fontos esetekben rendszerint 
éppen az utóbbira van szükségünk, és ezeket fogjuk kiszámítani ; magának 
V(pc, í)-nek a meghatározására egy további (rendszerint már csak numeri-
kusan elvégezhető) integrálásra lesz szükség. Több esetben a végképletben 
a Gauss-féle hibaintegrál lép fel, amelyre (komplex argumentum esetén is) 
hozzáférhető táblázatok állnak rendelkezésre. (Lásd például : K. A. Kar-
pov [1].) 

A továbbiakban több olyan feladatot ismertetünk, melynél a megoldás-
függvény a vázolt módon képletszerűen előállítható. A feladatok egy része 
külső megbízások során merült fel ; másik része logikusan csatlakozik az 
előbbiekhez, és azokkal együtt bizonyos egységet képez. 

A közölt mintára természetesen ennél általánosabb feladatok is meg-
oldhatók. 

Összefoglaljuk azon feltételeinket, amelyek valamennyi megoldott fel-
adatnál közösek : A hővezető közeg homogén, izotróp, fajhője nem függ a 
hőmérséklettől ; két test határán lineáris hőátadási törvény érvényes. 

Miután célunk elsősorban ezen számítási módszer ismertetése (és a 
dolgozat így is hosszabbra nyúlt, mint szerzője szerette volna), egyes olyan 
kérdéseket, hogy például a c) feladatban fellépő g(p) függvénynek van-e 
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inverz Laplace-transzformáltja, és azt a Riemann—Mellin-féle megfordítási 
képlet előállítja-e, nem részletezünk. Az olvasó a tankönyvirodalom alapján 
ezen kiegészítéseket nehézség nélkül elvégezheti. 

1. §. Hővezetési feladatok egyik irányban végtelen rúdra 

a) Első példaként tekintsük az alábbi feladatot : Egy, egyik irányban 
végtelen hosszú vékony homogén rúd egyik végéhez egy kis kiterjedésű, de 
számottevő hőkapacitású test csatlakozik. A 1 = 0 kezdőpillanatban a rúd 
hőmérséklete a helytől független állandó ; a test hőmérséklete a t = 0 idő-
pontban nem egyezik meg a rúd hőmérsékletével. Meghatározandó a rúd és 
a test hőmérséklete a helykoordináta és a í idő, illetve csak a t idő függvé-
nyében, ha a rendszer a környezettel nincsen termikus kapcsolatban. 

Jelöljük U(t)-vel a test hőmérsékletét, V(x, í)-vel a rúd x koordinátájú 
pontjának hőmérsékletét. A rúd vége legyen az x == 0 pont, maga a rúd az 
x > 0 félegyenes. A hőmérsékleti skála zéruspontját vegyük egyenlőnek a 
rúd kezdeti hőmérsékletével. 

A lineáris hőátadási törvény következtében a peremfeltétel a rúd végén : 

(4) Fx(0, t) = — C[U(t) — F(0, í)]. 

A test által az időegység alatt a rúdnak átadott hőmennyiség arányos 
[— £7'(í)]-vel, arányos továbbá az ü(i) — F(0, t) hőmérsékletkülönbséggel ; 
tehát 

(5) 
A kezdeti feltételek : 

( 6 ) 

és 

(7) 

U'(t) = -B[U(t)-V(0,t)l 

V(x, 0) = 0 

U(0) = и0 . 

Tekintettel (6)-ra, a megoldásfüggvényt a (2) alakban kereshetjük. Jelöljük 
(most és a továbbiakban is) U(t) és F (ж, t) í-szerinti Laplace-transzformáltjait 
u(p)-ve 1 és v(x, p)-vel ; V(x, t)-t állítsuk elő a (2) alakban, és W{t) Laplace-
transzformáltja legyen w(p). A (3) képlettel definiált F(x, t) függvény Laplace-
transzformáltja : 

f(x, p) л 
p - axV p , 

tehát, tekintettel (2)-re, a konvolúciótétel értelmében 

(8) v(x,p)=f(x, p)w(p) íe-«!fPw(p): 

V 

és Vx(x, t) Lapl ace-tPanszformált ja : 

vx(x,p) = —аУле~ах^р w(p). 
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A (4) és (5) egyenletek Laplace-transzformáltjai lineáris egyenletrendszert 
szolgáltatnak и(р)-те és w(p)-re : 

Cu(p)- \аУл + С w(p) — 0 

(p + B) fpu(p) - В У л w(p) = U j p . 

Innen 
. TT a f p + C 

u(p) —.U„ — ——— 
Ур(ар + СУр + Ba) 

A fenti függvények visszatranszformálásához az alábbi tételt használhatjuk fel : 
Ha F(t) Laplace-transzformáltja egyenlő /(p)-vel, akkor a 

® s* 

ö(í) = TjLr e"* F(s)ds 
У л t j 

о 
függvény Laplace-transzformáltja : 

g(p) = ~f(yp) 
\V 

(lásd például K. W. Wagner [4], a 60—61. oldalakon). 
Ennek felhasználásával elemi átalakításokkal kapjuk, hogy 

2 „ 1 ( / G 
U(t) = — U0 U + - e ^ E r f ( - Piyt) -

(9) У л pj - p2 j \ 1 а I 

- L + ^ j e p . ' ' E r f ( - 2 , 2 y í ) j ! 

ahol pj és p2 az ap2 + Cp -f Ba = 0 egyenlet gyökei, melyekről feltesszük, 
hogy egymástól különbözőek. A (9) képletben szereplő Erf-függvény a Gauss-
féle hibaintegrál : 

oo 

Erf (x) = J e-''dt. 

Továbbá 

(10) W(t) =• WqC j Pje"1' Erf ( - p j f t ) - p2ep>' E r f ( - pjß) I . 
ал(рх - p2) j ) 

Ez utóbbi képletből a rúd V(x, t) hőmérséklete a hely és idő függvényében 
a (2) és (3) felhasználásával számítható. 

b) Második példaként tárgyaljuk az alábbit : Tekintsük az előbbi 
elrendezést, de a rúd végével érintkező test hőmérséklete a í = 0 időpilla-
na tban egyenlő a rúd kezdeti hőmérsékletével, viszont ez a test nem hőszi-
getelt, hanem másodpercenként Q kalóriát vesz át a környezetétől. Feladatunk 
ugyanúgy tárgyalható, mint az előbbi, azzal a különbséggel, hogy (5) helyett az 

(5*) . A ü'(t) + B[U(t) - F(0, í)] = Q(t) 
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peremfeltétellel1) érvényes, és (7) helyébe a 

(7*) Í7(0) = 0 

kezdeti feltétel lép. Azt kapjuk, hogy 

9ÍP) C + afp  
U{P) ~ Yp Aap + ACfp + Ba ' 

ahol g(p) a Q(t) Laplace-transzformáltja. Amennyiben g(p) racionális tört-
függvény, tehát ha például 

Q(t) = Sake~^, 

akkor a Laplace-transzformáció megfordításával U(t) explicite megadható ; 
speciálisan, ha Q időtől független állandó, akkor a visszatranszformálás ered-
ménye : 

(11) U(t) = -9-\a + p y t + pePU E r f ( - p j t ) + pePl' E r f ( - p j / i ) [ , 
Aa I 1 \n \n \л I 

ahol p1 és p2 az 

Aap2 + AGp + Ba = 0 

egyenlet gyökei, melyekről feltesszük, hogy nem esnek egybe, és 
_ Aa G2 A2 _ AC 
~ а В2' ~ В 

1 la G\ 1 (a G) 
a3 = — + — , a4= — + — . 

Pi-pfPi Vl) PÍ — PÍ\VÍ Pl) 
A rúd hőmérsékletét a hely és idő függvényében ismét (2) és (3)-ból számít-
hatjuk, ahol most 

W(l) = QG A + - QG
 N Erf ( - P l f n ) -

(12) aB a(p1 — p2) [ р ^ л 

2—ePí'Erf ( - p2\ft)\ . 
p J : л 

с) Q(t) = Q0e~yt esetén, ha a kezdeti és peremfeltételek megegyeznek 
a b) alattival, akkor a következő eredményeket kapjuk : 

YvVT 
[ e*'dx + a2\е-У< + 

Aa \\y \л J ( 
о 

+ 1 asert Erf ( - Pl f t ) + a 4 ePV Erf ( - p2 ft)j, 
\л Aa I } 

0 Természetesen В értéke is más most, min t az (5) képletben. 
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ahol 

I t t 

r n я 9 

W Уя ]/y ]/тг J 2 ' 
0 

+ [ДзеР*' Erf ( - P i y 7 ) + fte*' Erf ( - p 2 f T ) ] , 

ВС 
~Ä 
N 
(У + Р2)ЧС + aPl) 

С2 

a y - -
£ 

N 

(y + Pl)HC + ap2) 

(Pi-PJN (îh - Pi)N 

ßi = 

ßs 

С 
YÄ 

В 
— у 

N 

= Ну + vi) 
(Pi - Pi) N ' 

ßz = 

ßi = 

N 

Р4У + рл) 
(Pi - Pi) N 

лт í , G2 

és pv illetve p2 az 

Aap2 + ACp + Ba = 0 

karakterisztikus egyenlet gyökei. 

2. §. Hővezetési feladatok véges rúdra 

Az előző fejezetben ismertetett eljárás bizonyos módosítással véges 
rúdra vonatkozó problémák megoldására is alkalmazható. A rúd hossza legyen 
l, két végének koordinátái legyenek x = 0 és x = l. A rúd x = l végén az 
alábbi peremfeltételek egyike teljesüljön : 

AJ A rúd vége hőszigetelt : U'x(l, t) = 0. 
B ) A rúd végét állandó hőmérsékleten tar t juk, amely egyenlő a rúd 

kezdeti hőmérsékletével : U(l, t) = 0. 
A rúd x = 0 peremén ismét egy másik testhez csatlakozik. Eljárásunk 

módosítása abban áll, hogy (2) és (3) helyett a rúd hőmérsékletét 
t 

(13) V(x, t) = jF*(x,t-r)W(T)dr 
о 
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alakban keressük, ahol 

(14) e 4 t ± e 
a'(2l — x)' 

41 

A fenti képletben az A) peremfeltétel teljesülése esetén a + előjelet, a B) 
peremfeltétel esetén viszont a — előjelet kell vennünk. A V(x, t)-re így kapott 
kifejezés a W(t) függvény tetszőleges választása mellett kielégíti a hővezetés 
differenciálegyenletét a (0, l) intervallumban, eleget tesz a V(x, 0) = 0 kez-
deti feltételnek, és ezen felül kielégíti a rúd x = l végén előírt peremfeltételt 
is. A rúd x = 0 végén előírt peremfeltétel (ugyanúgy, mint az előző fejezetben) 
egy konvolúció-típusú integrálegyenletet szolgáltat az egyelőre ismeretlen 
W(t) függvény meghatározására, amely integrálegyenlet ismét Laplace-transz-
formációval megoldható. 

C) Az l hosszúságú rúd x = 0 végéhez (ugyanúgy, mint az a) feladatnál) 
kis kiterjedésű, de számottevő hőkapacitású test csatlakozik, melynek hőmér-
séklete a t = 0 időpontban : U(0) = U0, a rúd hőmérséklete a t = 0 pilla-
natban : V(x, 0) = 0, és a rúd x = l vége hőszigetelt. 

Az x = 0 rúdvégre, ugyanúgy, mint az a) példában, a (4) és (5) perem-
eltételeket kapjuk . Az 

a'x' 
TT + e 

а'(21 — х)г  

41 

függvény Z-szerinti Laplace-transzformáltja 0 < x < l esetén : 

f*(x,t) = [^-(e~ax]íP + е-а(21-х)П), 

tehát a konvolúciótétel felhasználásával 

v(x, p) = + ( g - a x V p e - a ( 2 / - x ) V " p ) W(p) 

V 
es 

v'x(x, p) = а]'ж (—e-^fP + e-^2l~x)YF)w(p). 

A (4) és (5) peremfeltételek Laplace-transzformálásából az alábbi lineáris 
egyenletrendszert kapjuk : 

(p+ В) u(p) - В 
•л 
- ( 1 + e -p 4 2 al rP)w{p)^Uo 

с u(p)~ [0(1-1-е ~2alYp) + a f p (1 - e-2aDp)] w(p) = 0. 

Egyenletrendszerünket megoldva : 

(15) - u(p) 
Ь 9(Ь) > 
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ahol 

(16) g(p) = 
aU0p( — 1 + e~2alP) - GU0( 1 + e^2a'P) 

ap2(- 1 -)- e-2aip) _ Cp(l + e~2alp) -f- Ba(— 1 + e~2a'P) 

Mindenekelőtt a g(p) inverz Laplace-transzformáltját, G(t)-t akarjuk kiszá-
mítani. A Riemann—Mellin-féle megfordítási képlet szerint 

C + I05 
0(0 = — v г 

2m J 
eP> g(p) dp, 

ahol а с valós számot úgy kell választanunk, hogy a g(p) függvény a óöe p > с 
félsíkban reguláris legyen. Ezen integrált a reziduumtétel segítségével hatá-
rozzuk meg. A p — icp ú j változót bevezetve, (16) jobboldalán a nevező'eltű-
nik, ha 

G(P 
(17) tgalcp = h . 
V ' ë T а(ф - В) 

Be lehet bizonyítani, hogy a (17) egyenlet valamennyi gyöke valós és 
g(p) számlálója és nevezője nem tűnik el ugyanazon a helyen. G(í)-nek a 
reziduumtétel segítségével való meghatározását ennél az egy példánál részle-
tezzük. Legyen n egész szám, legyen 

és tekintsük az 

(18) 
- 4 
2jt.Í •> 

2 n + 
л  

~cd 

e ' g{p) dp 
( T ) 

integrált, ahol í > 0, és az integrálást arra a pozitív irányítású T téglalapra 
végezzük, amelynek csúcsai p — iP, p -+- iP, (i — 1)P, — (i + 1)P. 
Bebizonyítjuk, hogy az integrálnak a két vízszintes szakaszra és az 
[(i — 1 )P, — (i + 1 )P] függőleges szakaszra eső része P со esetén zé-
rushoz tart . A (16) képletben p = + iP + y-t véve (y valós) kapjuk, hogy 

g(±iP + aly) = 
aü0 p + CU0 th у 

ар2 + Ba + Gp th у 

Miután I th y j < 1, ebből következik, hogy a két vízszintes egyenes mentén 
//-ban egyenletesen 

g(iP + aly) = 01 1 

tehát, tekintettel arra, hogy t > 0, kapjuk : 
iP+1 iP+ri 

(19) 

J eP'g(p)dp < J e*C>[ß\\dp\ + o í - i 
( í - l ) P iP-r, ' 

- ( F ) 

fey'dy 

2p e*' -\ e->it 

376 



és ugyanígy becsülhetjük az integrált a [— (i -f- 1)P, — iP -f- v) szakaszon. 
A függőleges szakaszon Való becsléshez felhasználjuk, hogy K-t elég nagyra 
választva, g(p) a ó2e p < — К félsíkon korlátos. Legyen most P > K\ akkor 

U -i)P I 
(20) j eP'g(p)dp' < 2P 0(1) e~p' ->-0. 

- 0 + 1 )P I 

(18)-ban az integrandusnak szingularitása van a p = 0 helyen, továbbá a 
+ iq}k {Jc — 1 ,2 , . . . , v) helyeken, ahol <pv <p2, ..cpv a (17) egyenlet P-nél 
kisebb pozitív gyökei. Az ábrából leolvasható, hogy az összes gyök egyszeres 
multiplicitású. Az integrandus reziduuma a p = 0 helyen 

= C u о 
0 С + BaH ' 

és a p == + icpk helyen [figyelembe véve a (17) egyenletet] 

BCU0e±i^t 

B2 

a2 M + (C+C2l- 2Ba21) <p\ -f ВС + — аЧ 
А2 

A reziduumtételből tehát azt kapjuk, hogy 
1 + ÍP 

lim ~ f ev'g(p)dp 
P=eo 2m J 

cu0 

Ч - . Р 

С + Ba2l 

2BCUoy
 C0S<M j 
ет ai(Pk + a2<Pk+ a3 l 

= o. 

ahol 
(21) аг = a21, a2 = C + C2l-2Ba2l, a3 ==ВС + В2 a21. 

1. ábra 
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Végeredményképpen tehát 

C'a 
C + ВаЧ 

(22) G(t) + 2BGU0 V 
I 

cos cpk t 

Az előbbi ábrából leolvasható, hogy elég nagy k-t a 

(23) k — л < al cpk < к 

tehát a (22) jobboldalán álló sor konvergens. A (15) és (22) képletek alapján 
a Laplace-transzformáció elméletéből ismert képlet szerint 

(24) U (t) к и 
ret J 

G(s) ds 
CUn -n1 

С + ВаЧ 2BCU. o 

° kbi ax <p\ + a2 (pl + a3 

Hasonlóan kapjuk, hogy 

ahol 

4P) 
Щ. GU0 pe2a'P 

ap2(e2aiP_ Gp(e2a'P+ 1) + Ba(e2a">— 1) 

ebből reziduumtétellel elvégezve a Laplace-transzformáció megfordítását 

(25) H(t) = ЩЬ У 
У^ í^i « 1 <Pk + « 2 <Pk + « 3 

G (pl cos rpkt + (<pl — B<pk) shi cpkt 

ahol av o2, a3 jelentése (21)-ből olvasható le. A (19) és (20) becslést g(p) 
helyett a h(p) függvénnyel elvégezve, kapjuk, hogy a (25) jobboldalán álló 
sor t > 0 esetén konvergens. 

Bebizonyítjuk, hogy a (25) jobboldalán álló sor részletösszegei minden 
véges intervallumon összességükben korlátosak. A cosinusos tagok összegére 
ez a képletből leolvasható, mert az együtthatók abszolút konvergens sort 
alkotnak. A sinusos tagok részletösszegeit pontosabban kell becsülnünk. 
Először is, (17) és (23)-ból 

л f 1 
Фк = (к 1) - _]_ о I —-

al 1 к 
tehát 

es így 

<Pk - B(Pk al 
aМ+а2<Рк+аз at3t{k— 1) 

+ о к2 

sin (pkt = sin (1c l M lt_ 
al ^ \ к 
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tehát 

9Я - B<Pk 
ai <Рк + а2<Рк + аз 

sin (J>h t ' 

nt 
, sin (к — Í j -ai al + О 

Miután a E - j - sor abszolút konvergens és a ^j»1 

összegei korlátosak, következik most már, hogy 

(pl — Bcpk 

axn к — 1 

sin (k — \)x 

Te- 1 
sor részlet-

k «1 (pb + a 2 (pl + a3 

Ebből látható, hogy a 

s in cpkt = О (1 + 111 ). 

s 
W(t) = - L ( H(s) 

\7lt I 
ds 

összefüggésben az integrálás tagonként végezhető el. Az egyes tagokban az 
alábbi alakú integrálok is szerepelnek : 

í 
4/ s in rpks ds 2K« j e - ? sin(2q>kyti)di. 

Az a = 2 cpßjt jelölést bevezetve 

er sin a | dt; = — 
2 i j 

erP+'tatdS — •er*-** 

2 i 
e-y'dy — e-y'dy 

+ -2 

1 " T 
— — e 4 

2 г 
e- У dy 

a2 Ç 
J еУг dy. 

Bevezetve az 

(26) 

elölést, végül kapjuk, hogy 

E(x) = j еУ! dy 

СО „г 

J e 4 ' s in <pks ds = 2]/t e~~ E(<pkff). 
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Ezt felhasználva, kapjuk, hogy 

(27) w(t) = Г - W + P M - BcPk) щ<ркуг)] • 
R ^ «1 <ft + «2 TC + «3 L a R -I 

d) Az előbbivel teljesen analóg módon tárgyalható az a feladat, amely 
c^l-től csak annyiban különbözik, hogy a rúd x = Z vége nem hőszigetelt, 
hanem hőmérsékletét állandóan a kezdeti értéken tar t juk. Ekkor F*(x, t) 
kifejezésben a (14) képletben az alsó előjelet kell vennünk. A számítás ered-
ménye ekkor 

U(t) = 2BCU0 V 
«1 <Pk + «2 <Pk + «3 

ahol a4, a2, a3 ismét a (21) képletekkel adott állandók, ezzel szemben a 
<pk (k = 1, 2,. . .) értékek nem a (17), hanem a 

. _ а ф — В  (17*) t g 9 ? = - - ^ - r — 
G cp 

egyenlet gyökei. W(t)-xé ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint (27), de <pk helyébe 
ipk-t kell írnunk. 

e) Tekintsük azt az esetet, amikor a rúddal érintkező testtel másod-
percenként Q(t) hőmennyiséget közlünk, és a rúd másik vége hőszigetelt. 
Ebben az esetben a hővezetés differenciálegyenletét az alábbi peremfeltételek 
mellett kell megoldanunk : 

V(x, 0) = 0, AU'(t) + B[U(t) - F (0 , <)] - Q(t), 

V'M t) = - G[U(t) - F (0 , í j ] , V'X{1, t) = 0. 

Feltételezhetjük, hogy U(0) = 0, az általánosabb C7(0) = U0=AO eset egy-
szerűen úgy tárgyalható, hogy az i t t kapott megoldásra a c) feladat ered-
ményét szuperponáljuk. A rúd hőmérsékletét a (13) alakba írjuk, ahol (14)-ben 
a + előjelet kell vennünk. Ezzel teljesítettük a F(x, 0) = 0 kezdeti feltételt 
és a V'x(l, t) — 0 peremfeltételt. A rúd másik végén fennálló peremfeltételeket 
Laplace-transzformáljuk, és az így kapott lineáris egyenletrendszert u(p)-re 
és w(p)-re megoldjuk. Az eredmény : 

u(p) = - L ffOfp), w(p) = - L h(\i p), 
\p ]/p 

ahol 
. " C( 1 + e-2a'P) + ap( 1 - e~2a'P) 

<J P ' Aap( 1 - e-2a,P) + ACp(\ + e~2alP) + Ba( 1 - e-2alP)q(p2) 
és 

í 7 = p q ( p 2 ) 
h(p) = ' —4*—. T . 

Aa( 1 — e~2a'P) + AC( 1 + e~2alP) + Ba( 1 — e~2alP) 
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I t t q(p) jelenti a Q(t) Laplace-transzformáltját. 
A g(p) és h(p) inverz Laplace-transzformáltja a reziduumtétellel számít-

ható, ha Q(t) = e~vt, q(p) =—-—, és ebből U(t) és W(t) a már ismertetett 
V + У 

módon nyerhető. Ennek segítségével az általános eset is megoldottnak tekint-
hető, hiszen tetszőleges folytonos Q{t) függvényt bármely előírt pontossággal 
közelíthetünk 

У,ак e-«-' 
к 

alakú összegekkel és a feladat (mint a dolgozat utolsó fejezetében látni fogjuk) 
korrekt kitűzésű. 

На у = 0, akkor a számítás eredménye : 

U\t) = k1+-2kit+ 2 Pk<r**, 
<рк> о 

Л7. Г 2 I 
W{t) = kz + - ^ \ t + 2 гк + -=*кЩпУГ)\e-*V, 

\7l « > 0 I у Я 

J' т Г - а 'х ' -

t [е 4<í-») + е 4(f- г) J W{x) dt, 
yt — г 

о 
ahol a <рк értékek a következő egyenlet gyökei : 

ACcp 

t g al<p = 

továbbá 
а A <p2 — Ba 

C 7 

_ ВаНЦС1 + 3) С У я 
1 Л Л . „ о ТЧО ' 2 л , ' й ел'' fc3 — 3 ( А С + £ а 2 Z)2 2 ( A G + BcAl) 2(АС + ВаЧ) 

кл = 

С_ 

Уя 
2 (АС + ВаЧ) 

Рк= . , * V — , г , - ^ 
«a?5® + «зТ9« + а АР'к hAfk + f l + Ь5 (рк 

В 
h 

sk = 
<Pk Г к A 

b3n + b^l + bbyk 

a1 = — , aa = - a2 Al, а3 = — AC + 2Ва21 - AC72, а4 = - ВС 
А А 

= С, 62 = а, 63 = а2, 64 = а2, 65 = а4. 
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Ha viszont у > 0, akkor 

U(t) = K + 2 qke-*l<, 
ra> О 

2 

<Рк>0 

Y M 
j Vi - T ' 

аЧ21 - xV 

Уж J y~t 
e 4(t-h Y e 4( 

I - x)'~j 
' - d J у, rk e(<pk у t ) e-vl'dr, 

n> о 

ahol a (pk értékek a következő egyenlet gyökei : 

СА(ф — yep) 
tg al <p = 

A többi jelölés : 

qk= 2 

G 

a[A<p4 - ( 5 + y A) cp2 + By 

C—a<pk t g alcpk 

Ol <Pk + a2 <pk + «3 + t g al <рк(аА fk + a& <pk) 

— <pk 

f ) A rúddal érintkező testtel ismét másodpercenként Q(t) hőmennyi-
séget közlünk, és a rúd x = l végét (amely az előző példában hőszigetelt 
volt) állandóan a kezdeti hőmérsékleten t a r t juk . A peremfeltételek tehát : 

V(x,0) = 0, AU'(t) + B[U(t) - F (0 , t)} = Q(t), 

Vx(0, t) = - C[U(t) - F (0 , «)], V(l, t) = 0. 

Ismét feltételezhetjük, hogy Z7(0) = 0, és az általánosabb 7/(0) = U0 ф 0 
esetet úgy kaphat juk , hogy az így nyert eredményre a d) feladat eredményét 
szuperponáljuk. A megoldás csak annyiban tér el az előzőtől, hogy (14)-ben 
a — előjelet kell vennünk. Az eredmények у = 0 esetén : 

U(t) = kx + 2 Pkervl* , 
4k> 0 

W(t) = k2 + £ Г 
чк > о L 

rk + +7= skE(<pkyj) •vit 
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V(x, t) J Vi -T 

- a'x* a'( 2-х)' 
g 4((-r) _ g 4<î'-T) X 

X 4. + >>' 
9>k> о 

Г к + 77= «A- VT ) 
[л 

ahol a 94. értékek a következő egyenlet gyökeit jelentik : 

В 

Továbbá 

h 

tg al<p 

Cl+ 1 

a A 
— 

С <p 

В 
F 1 

]1л 2 Ba 2 — " j 

pk,rk és sk ugyanazokat a mennyiségeket jelentik, mint az ej-ben y — 0 
esetén : 

Pk 

rk 

Sk 

20j 

«2 <Fk + az<pk + a*<Pk 

b&k  
b3<Pk + btfl + b5<pk 

b,[ (f l — ~ 

ь м + bA(pi + bs(pk 

ВС a2B2l ax = , a2 = - a2Al, a3 = - AC + 2a2Bl - АСЧ, a4 — — ВС 

A A 

bx = С , b2 = a, b3 == a2 , bA = a3, Ьъ = o4 . 

Q(í) = Q0e~vl, у > 0 esetén a következő eredményeket kapjuk : 

u(t) = 2 Vk<r4V , 

ahol 

<n> о 

W(t) = 2 
<Pt>0 

Pk = -Qo 

qk +—rkE(<pk)ít) 
\ л 

С sin al(f k -j- a<pk cos alcpk 

sin al<pk(ax(pi - a2(pl + a3) + cos alcpk(- a^pf + a3<pk) 
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QgC 
, <Pk cos alcpk  
У л 

Qk = = sin al<pk(ax<pl — a2ffl + a3) + cos «/7+— «b?® + . 

QoG 
-9ok sin al(pk  

У л 
rk = sin а1<рк(ах<р1 — a2(fl + a 3 ) + cos + a5q>k) 

I t t 

ax = a2Al, a2 = 3 AG + a2l(B + у A), a3 = y(ABG + аЧВ) , 

a4 = aA(4 + Cl), аь = 2a(B у A) + CAaly . 

<pk karakterisztikus egyenlete : 

t g alcp — a 
F — I ß - + r ) <р2 + У 

С {-<р2 + у)(р 

д) Mint véges rúdra vonatkozó, az eddigieknél általánosabb feladatot 
tárgyaljuk az alábbit : A rúd x = 0 végéhez csatlakozó test kezdeti hőmér-
séklete, U0, eltér a rúd kezdeti hőmérsékletétől, és azonkívül ezzel a testtél 
másodpercenként Q(t) hőmennyiséget közlünk. A rúd x = l vége hőátadással 
csatlakozik egy másik testhez, amelynek Z(t) hőmérséklete az idő függvényében 
adott . Meghatározandó a rúd és a test hőmérséklete a hely és idő, illetve csak 
az idő függvényében, ha a rúd kezdeti hőmérséklete állandó (melyet a hőmér-
sékleti skála megfelelő választásával zérusnak vehetünk). A feladat mate-
matikai fogalmazása : megoldandó a 

92F „ dV 
(28) = a2 

9a;2 dt 

parciális differenciálegyenlet a 

(29) V{x, 0) = 0 , U(0) = U0 

kezdeti feltétellel és az 

(30) AU'(t) + B[U(t)-V(0,t)] = Q(t), 

(31) V^(0,t)= -C[U(t)-V(0,t)], 

(32) . V'x(l,t) = -D[V{l,t)-Z(t)] 

peremfeltételekkel. 
A feladat bonyolultabb, mint az előző négy, mert most nem tudunk 

olyan (13)-hoz hasonló egyszerű alakot találni V(x, t)-re, hogy az egyidőben 
evidenciába helyezze a parciális differenciálegyenlet, a kezdeti feltétel és az 
x — l rúd végen fennálló peremfeltétel teljesülését. Ezért visszatérünk a 
bevezetésben ismertetett fizikai meggondolásra. A másik rúdvég hatása is 
csak abban nyilvánulhat meg, hogy azon át minden pil lanatban bizonyos 
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(egyelőre ismeretlen) hőmennyiség áramlik a rúdba. Ezt figyelembe véve, 
a rúd hőmérsékletét 

í t • 
(33) V(x, t) = f F(x, t - Tj) Wx(Tj) dxx + [ F(l - x , t - x2) W2(x2) d r 2 

о 0 
alakban keressük, ahol F(x, t) a (3) képlettel definiált függvény. Wx(t), illetve 
W2(t) a rúd x = 0, illetve x = l végén az időegység alatt a rúdba belépő 
hőmennyiséggel arányosak. Feltételünk következtében a (28) parciális diffe-
renciálegyenlet és a (29) kezdeti feltétel а ]VX és W2 függvények tetszőleges 
választása mellett is teljesül. A (30), (31) és (32) peremfeltételek konvolució-
típusú integrodifferenciálegyenletrendszert szolgáltatnak az ismeretlen U(t), 
Wx{t), W2(t) függvényekre, melyet Laplace-transzformálva, és ezen függvé-
nyek Laplace-transzformáltjait rendre u(p)-ve 1, wx(p)-ve 1, w2(p)-ve 1 jelölve, 
ezen utóbbi függvények meghatározására lineáris egyenletrendszert kapunk : 

(Ар + B) u(p) -

C_ 

j\n' 

I" B[wx(p) + e - ^ w 2 ( p ) \ = q(p) + AU0 , 
• V 

[a H г С' 
l 1 P) 

( а - В 1-\щ(р) + a+D 
f l Щ (p) = В 

{ Р) ' p 

1 
: Z{p) . 

f n 

az előzőek mintájára 

1 

az 

w2{p) 
Ь 

I n n e n u(p)-t, wx(p)-t és w2(p)-1 k i f e j e z h e t j ü k , és -

MP) = 77=9 (Ъ) > «b(P) = 77= К (Щ , 
VP VP 

jelöléseket bevezetve, U(t), Wx(t) és W2(t) meghatározása a már ismertetett 
módon, a reziduumtétel felhasználásával történhet. 

Azon célból, hogy az inverz Laplace-transzformációt explicite elvégez-
hessük, a Q(t) és Z(t) függvényeket exponenciális tagok összegével approxi-
máljuk, a következő alakban : 

Q(t) V affi~nt, 
к = 1 

m 2 Ьке-Ы. 
к = 1 

A feladat megoldását csak öt speciális esetben kell elvégeznünk, mert 
a fenti alakú Q(t), illetve Z(t) függvények esetén a feladat megoldása ezen 
Öt speciális eset lineáris szuperpozíciójaként állítható elő. Ez az öt speciális 
eset a következő : 

Яг) Щ0) = 1, 

g2) U(0) '= 0, 
g3) 17(0) = 0, 

9i) Щ0) = 0, 

9ь) U(0) = 0, 

Q(t) ЕЕ 0, 

Q{t) = 1, 

Q(t) = 0, 
Q(t) = e-"', 

Q(t) = 0, 

Z(t) ее 0 ; 

Z(t) = 0 ; 

Z(t) ЕЕ 1 ; 

Z(t) ЕЕ 0 ; 

Z(t) = e-5 
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Az alábbiakban közöljük ezen speciális esetek megoldásait. Az öt esetben 
használt közös jelölések a következők : a <pk értékek a közös 

t g al(jp 
fi Ad) + CV _ aBD 

Aa2<ps — (ACD + a2B)<p 

karakterisztikus egyenlet gyökeit jelentik, és bevezetjük a 

Ck = cos al<pk , Sk = sin al<pk 

rövid jelöléseket. Az első három esetben az U(t), Wx(t) és W2(t) függvényeket 
előállító sorban az összegezés az összes pozitív cpk karakterisztikus gyökökre 
van kiterjesztve, a gt) esetben ezeken kív.ül még a <p = + У y értékre, a 
g5) esetben pedig még a <p = + УЪ értékekre is. 

A megoldások a következők : 

g j Az U(0) = 1, Q(t) = 0, Z(t) = 0 eset: 

U(t) = X 

Wx(t) "V 

w2(t) = 2 

bk + —ckE(cpkyt) 
\л 

Pk + ßqkE(<pkft) \л 

rk + ß skE(cpkft) 
\л 

e-А' , 

e-< 1 , 

W = 
[DC - a2<pl) Sk + ayk(D + С) (1 + Ck) 

Ck 
(DC - a2<p2

k) (Ck — 1) — acph(D + C) Sk 

Nk 

Pk 
С DcpkCk — a<pkSk  

Ул -Nk 
Як 

с — acptCk — D<pksk 

W " Nk 

Г к = 
Верк 
Nk 

acpl 
Nk 

— a2 Al 

Nk = (ax(pl + aYPk) Ck + (a3cpl + a4) Sk , 

= 2aA(C + D) + al(a2B + ACD) , 

a3 = — a2A(lD + 1С + 3) , «4 - a2B( 1 + Dl) + ACD . 

g2) Az U(0) = 0, Q(t) = 1 , Z(t) s 0 eset: 

ü(t) = К + 2 bke-<< , • 
2 

WM - A, + V I pk + — qkE(cpkyt) 

w2(t) = K2 + 2 ^ 

Ул 
2 

I rk +-=8kE(<pkyt) 
\л 

e-fl' 

e~Fkt , 
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к d + с + D G Z с 
BD ' 2аВ У л ' 

b = 2 а ( £ > + + ( П ° ~ a 2 ( p l ) S k  

-V, 

Ä 2 " 2« ДУтг ' 

Vk 

rk 

С DC,. — axpkSk  

Щ • Mk  

CD 

(lk 
С —.a<pkCk — DSk 

У л " Ж , 

sk = — 
aC 
Mk 

w-s) y 

2aBD<pk 

N k 

W2(t) = 

Vu 

rk = D 

Pk + Tj=qkE(<PkVt) 
y л 

2 
rk + —akE(<pkyi) 

I/ л 
4k 

D ACcpl 

~ yû Mk ' y^ 

-ACcplCk + (aA<pl — aBcpk) Sk 

e-*>V , 

g-** , 
D aA(p\ — aB(pk 

Mk 

sk = D 

Mk 

( - a A y g + а Д у А ) Gft + A G ^ S , 

Mu 



g j Az U(0) = 0, Q(t) = e-n, Z(t) m 0 eset: 

U(t) = > 

W1 (t) = J? 

w,(t)=y 

bk + y=ck. 
; v 

— m" 
e У* , 

rk + 

rk — 

f t 

2 

f t ' 
e , 

Ck 

a2pk + a&cpkCk + (a4(p% — a6) Sk t>k — —— , 
Nk 

— «1 <Pk + «з + К — <**<Pk) °k + — a5pk 

N, 

Gr = 
С a<pk С D 

f Nk ' " R Nk ' 

Nk — { d f l + d2p3
k + d3pk) Ck + [d4(pl + dbp\ + d6) Sk , 

a1 = a, a2 = a(D -f- C), a3 = DC . a4 = — a\, a5 = «((7 + D), 

a„ = — DC, 

dx = a3Al, d2 = — AaA(C + D) — al(Ba2 + ACT) + ya2A), 

<Z3 = 2[BaD + yaA(D + G)] + уаЦВа2 + A GZ)), 

d4 = a2M[5 + l(D + G)], 

d 6 = - 3 ( B a 2 + AGD + ya2A) - a2í[BZ> + + С ) ] , 

= y(Z«2 + ACD) + yaHBD. 

g5) Az U(0) = 0, Q(t) = 0 , Z(t) = e~á< 

U(t) = У bke 

te2(<) = JV 

Pk -,r q i B f f t ) R 

R e-"!-'-, 

2D_ (Aatpl — Batpl) Ck + Alpi Sk  

С Nk 

Pk = 

D AC ( f i 

rk = 

f Nk ' 

D p\Ck — tp%(Aacp% — Ba) Sk 

f Nk 

4k = , 

Sk 

D (Aapl - Ba) pl 

= - ACpjSk - pl(Aap2
k - fía)Ck 

Nk 
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Nk = (— axcpl + агу\ — a3<p2
k + a4) Ck — — ae<pj> + a7<pk) Sk, 

ax = a3AZ, a2 = 5«A(C + D) + al(Aa2ô + ACD + Ba2), 

a3 = ЦАСад + ADaô + В Da) -f aló(ACD + Ba2), a4 = BDaÔ, 

ag = 6a2A + a2Al(C + D), 

a6 = 4(a2A<5 + ACD + Ba2) + al(ACaÔ + ADaô + BDa). 

3. §. Egy heng er szimmetrikus feladat 

1ь) Egy külső megbízás során meriilt fel az alábbi feladat : Egy kör-
keresztmetszetű, végtelen hosszúnak tekinthető vezetőben áram folyik, melyet 
a t = 0 időpillanatban kapcsoltunk be. Az elektromos tranziens jelenség 
időállandója olyan kicsiny a hővezetési folyamat időállandójához képest, 
hogy úgy tekinthetjük, mintha az áram a t = 0 időpillanatban elérte volna 
stacionárius értékét. A vezetőt végtelenig terjedő homogén hővezető közeg 
veszi körül, amely hőátadással csatlakozik a vezetőhöz. Meghatározandó a 
vezető, illetve a közeg hőmérséklete az idő, illetve a hely és idő függvényében, 
ha a t = 0 időpillanatban a vezető és a környező közeg ugyanazon állandó 
hőmérsékleten van (amelyet a továbbiakban a hőmérsékleti skála nulla-
pontjának veszünk fel). A vezető hővezetési tényezője sokkal nagyobb, mint 
a közeg hővezetési együtthatója úgy, hogy a vezető a keresztmetszetén belül 
a hőmérsékletet minden időpillanatban a helytől függetlennek tekinthetjük. 
A vezető hőmérséklete legyen U(t) ; a közeg azon pontjának hőmérséklete, 
amely a vezető tengelyétől r távolságra helyezkedik el, legyen V(r, t). 

A keresett V(r, t) függvény kielégíti a hővezetés differenciálegyenletét, 
tehát figyelembe véve a feladat hengerszimmetriáját, a 

82F , 1 dV , 9 F 
u — Л-a< 

dr2 r dr 81 

parciális differenciálegyenletet kell megoldanunk, a 

V(r, 0) = 17(0) = 0 

kezdeti feltételekkel és az 
AU'(t) + B[U(t) - V(r0;t)] = Q 

Vr(r0, t) = - C[U(t) — F(r0, <)] 
peremfeltételekkel. I t t r0 jelenti a vezető sugarát és Q jelenti a vezető hossz-
egységében az időegység alatt hővé alakult elektromos teljesítményt. A meg-
oldásfüggvényt a 

I 
F(r, t) = f Ф(г, t — t) dx 

<5 

konvolució alakjában keressük, ahol 

1 a''f' 
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Feltevésünk következtében a F(r, t) függvény a W(t) tetszőleges választása 
esetén is kielégíti a hővezetés differenciálegyenletét és az előírt homogén 
kezdeti feltételt. A peremfeltételek az ismeretlen U(t) és W(t) függvényekre 
ismét egy konvolúció-típusú integrálegyenletrendszert szolgáltatnak. Lénye-
ges körülmény, hogy a szereplő két magfüggvény Laplace-transzformáltja 
ismert : 

<p(a, p) = K0(ar0)/p ] 
es 

<pr(a, p) = a]/p K ß a r j p ) . 

rce-transzformálva, u(p)-re és' 
yből 

Q CK0(ar0 Yp ) + a\jp Кг(агп ]<p ) 

A peremfeltételeket Laplace-transzformálva,M(p)-re és'w(p)-re lineáris egyenlet-
rendszert nyerünk, amelyből 

u(p) 
p (Ар + B) [CK0(ar0)fp\+ aYp K f a r j p )] - BCK0{arjfp . 

és 

Q С w(p) 
p ( A p + B)[CK0(ar0Yp) + *Ъ Кх(аг0Уф)) - BCK0(ar0Yp 

I t t K 0 és Kx a módosított nulladrendű, illetve elsőrendű Bessel-függvények. 
A konkrét feladatnál úgy jár tunk el, hogy ebből U(t)-t és W(t)-t a Riemann —  
Mellin-féle képlettel kifejeztük, és az integrálást aö2e p = 0 egyenes mentén 
numerikusan elvégeztük ; ezen egyenes mentén \ i x argumentumú Bessel-
függvények lépnek fel az integrandusban, és ezek értéke nálunk is hozzá-
férhető táblázatokból nyerhető. 

Természetesen az előbbiekhez hasonló módon tárgyalható az az eset 
is, amikor az időegység alat t hővé átalakuló teljesítmény 

Q(t) = . 

alakú, illetve, amikor a vezető kezdeti hőmérséklete különbözik a közeg 
állandó kezdeti hőmérsékletétől. 

4. §. A tárgyalt hóvezetési feladatokkal analóg diffúziós feladatok 

Mint ismeretes, a diffúzió differenciálegyenlete ugyanaz, mint a hőve-
zetés differenciálegyenlete. Ezért várható, hogy az előzőkben megoldott fel-
adatokat diffúziós problémákként is értelmezhetjük. Ez valóban így is van, 
és ez azon múlik, hogy a tárgyalt összetett peremfeltételnek a diffúzió elméle-
tében is jól megfogható fizikai értelme van. Az alábbiakban felsoroljuk, 
milyen diffúziós interpretációt adhatunk az egyes megoldott problémáknak 
(a betűzés az 1., 2., 3. fejezetben megoldott analóg hővezetési feladatra utal). 

a) Egy tar tá lyban с koncentrációjú oldatot helyezünk el ; a ta r tá ly 
egy membránon át közlekedik egy végtelen hosszú csővel, amelyben a t = 0 
időpillanatban tiszta oldószer található. A tar tályban található oldatot állan-
dóan keverjük úgy. hogy az oldat a tar tá lyban minden időpontban koncent-
rációra nézve homogén. Meghatározandó a tar tályban és a cső mentén a 
koncentráció az idő, illetve a hely és az idő függvényében. 
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b) Az elrendezés ugyanaz, mint az előbb ; a 1 = 0 időpilllanatban a 
tartályban is tiszta oldószer van, de a tartályba innentől kezdve adott ada-
golás szerint folyamatosan oldódó anyagot töltünk. 

c) Ez abban különbözik az a j feladattól, hogy a cső véges l bosszú-
ságú, és a cső másik végén le van zárva. 

d) Ez abban különbözik az a) feladattól, hogy a cső véges l hosszú-
ságú, és a másik vége egy igen nagy térfogatú tartályba torkollik, melybe 
tiszta oldószert öntünk. 

e j Ez abban különbözik a b) feladattól, hogy a cső Féges l hosszúságú, 
és a cső másik végén le van zárva. 

f ) Ez abban különbözik a b) feladattól, hogy a cső véges l hosszúságú, 
és másik vége egy igen nagy térfogatú tartályba torkollik, melybe tiszta 
oldószert öntünk. 

g) Az l hosszúságú cső mindkét végét membránnal zárjuk ; az egyik 
csatlakozó tartályban a kezdőpillanatban adott koncentrációjú oldat van, 
és állandó keverés mellett adott módon folyamatosan oldódó anyagot töltünk 
hozzá ; a cső másik végéhez csatlakozó tartályban az oldat koncentrációját 
elönt módon változtatjuk az idő függvényében. Meghatározandó a koncent-
ráció az első tartályban és a csőben az idő, illetve a hely és idő függvényében, 
feltéve, ha a csőben a kezdőpillanatban tiszta oldószer foglal helyet. 

Ii) Egy igen nagy kiterjedésű vízszintes fenekű tartályba oldószert 
töltünk. A tartály közepén egy kis átmérőjű, hengeralakú homogén membránt 
helyezünk el, tengelyével függőlegesen úgy, hogy a benne levő oldat csak 
membrándiffúzió út ján közlekedhet a tartályban levő többi oldószerrel, illetve 
oldattal. A t = 0 időpillanattól kezdve a membránnal elzárt térfogatban 
időben egyenletesen oldódó anyagot töltünk, és azt elkeverjük. Kiszámítandó 
az oldat koncentrációja a membránon belül, illetve a membránon kívül, az 
idő, illetve a hely és az idő függvényében. 

Pál Sándor [2] egyik munkájában a c j feladatot tárgyalja a jelen dolgo-
zatnál speciálisabb peremfeltételek mellett. Megoldási módszere abban áll, 
hogy a keresett függvény Sturm—Lion ville-sorának együtthatóit számítja. 
Eredménye alakra is azonos azzal, amit itt ismertettünk. 

5. §. Tyíhonov tételének kiterjesztése 

Ha a V[x, t) függvény a 0 t <, T, 0 < x Z tartományban foly-
tonos és eleget tesz a hővezetés differenciálegyenletének, akkor Tyíhonov tétele 
szerint ezen a zárt téglalapon V(x, t) maximumát és minimumát a tartomány 
»háromoldalú határának« legalább egy-egy pontjában felveszi. A tartomány 
háromoldalú határán az alábbi bárom egyenesszakasz egyesítését értjük : 

1 ° t = 0, 0< x< l, 

2? x = 0, O^t^T. 

з.° ж = i, о < í <; т. 
Szükségünk lesz ennek azon egyszerű módosítására, hogy ha az x = l 

peremen Vx(l. t) = 0. (I < £ < T. akkor V(x, t) maximumát és minimumát már 
az x = 0 peremen, vagy a t = 0 kezdőpillanatban felveszi. Ez egyszerűen abból 
következik, hogy a V(x, t) függvényt az x — l peremen túl szimmetrikusan 
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folytatva : F(Z + t) = V(l — í), az most már a 0 <] ж <; 2Z, 0 <t<^T 
zárt tartományban is eleget tesz a hővezetés differenciálegyenletének, és a 
tartomány jobboldali peremén ugyanakkora értékeket vesz fel, mint a tarto-
mány baloldali peremén. 

Tétel: A c), d), e) és f ) feladatokban legyen Z70 > 0, illetve Q(t) > 0, 
0 < t < T és Q(0) > 0. Akkor minden x e [0 , l]-re és 0 < t < T-re V(x, t) ; > 0. 

Bizonyítás: Figyelembe véve a kezdeti- és peremfeltételeket, Tyihonov 
tételéből, illetve az imént bizonyított általánosításából következik, hogyha 
egy t* < T-re V(x, t*) < 0, akkor egy 0 <; tx < t* értékre F(0, tx) < 0. 

Tekintsük először azt az esetet, amikor Q(t) > 0 , 0 t < T. Tekin-
tettel arra, hogy 17(0) > 0 és F(0, 0) == 0, tehát elég kis í-re F?(0, t) < 0, 
ebből következik, hogy elég kis t-re F(0, t) > .0. (A hővezetés differenciál-
egyenletének adott Fx(0, t) esetén érvényes megoldási képletét kell felhasz-
nálnunk.) A F(0, t) függvény legalább egyszer jelet vált a [0, T] intervallum-
ban ; a legkisebb jelváltási helye legyen t2 ; tehát F(0, í2) — 0, F(0, t) > 0, 
ha 0 < t <Ç í2. Akkor Tyihonov tétele (illetve a fentebb bizonyított élesítése) 
szerint V(x, 0 ;> 0, ha 0 <: t < t2 és 0 <; x < l, tehát Fx(0, t2) ;> 0. így 
0 <; Fx(0, t2) = — C[Í7(£3) — F(0, í2)] = — CU(t2) miatt U(t2) < 0 ; ennek 
felhasználásával 

0 < Q(t2) = Aü'(t2) + B[U(t2) - F ( 0 , t2)] < AU%), 

tehát U'(t ) ;> 0. Abból, hogy U(t ) < 0 és U'(t2) ;> 0, következik, hogy az 
U(t) függvénynek van egy t3 < t2 jelváltási helye. Ugyanis a feltétel szerint 
vagy U0 > 0, vagy Q(0) > 0 következtében U(0) = 0 esetén Z7'(°) > 0. 
Tehát U(t3) = 0, U'(t3) < 0. Akkor viszont 

0 < Q(t3) = AU'(t3) + B[U(t3) - F ( 0 , g ] < - BV(0,t3). 

Tekintettel arra, hogy t3 < Z2, ez ellentmondásban van azzal, hogy t2-1 a 
F(0, t) függvény legkisebb jelváltási helyének választottuk. Ilyen módon 
bebizonyítottuk, hogy F(0, t) nem válthat jelet, tehát nem-negatív, és ebből 
Tyihonov tétele szerint következik, hogy V(x, t) is nem-negatív. Az az eset, 
amikor Q(t) > 0 helyett az ennél gyengébb Q(t) > 0 feltétel teljesül, vissza-
vezethető az előbbire azáltal, hogy U(t) és V(x, t) helyett az U(t) = U(t) + 
-j- e U0(t) és V(x, t) = V(x, t) + eV3(x, t) függvényt tekintjük, ahol a 
V(l, t) = 0 peremfeltétel esetén például 

U 0 ( í ) ^ ~ + l > 0 , V0(x,t) = l - x ^ 0, 0, 
G G 

és a Vx(l, t) = 0 peremfeltétel esetén például 

U0(t) я ea' ich l + F - sh l 
t 

> 0 , V0(x, t) = ea' ch(l — x) > 0, 

es 

Qo(t) = F 
A te 

Ca2 С J 
>0. 

A fenti tétel fontos következménye, hogy az e) és f ) hővezetési feladatok 
a Q(t) függvényre nézve korrekt kitűzésnek. U g y a n i s , h a : Qx(t) — Qa(t) I < e, 

392 



ú g y a Q2(t) f ü g g v é n y h e z t a r t o z ó U2(t), V2(x, t) m e g o l d á s r e n d s z e r e f e n n -
á l l n a k az 

Ui(t) - ü{t) < U2(t) < Ux(l) + U(t) 
Vx(x, t) - V(x, t) < V2(x, t) < Vx(x, t) + V(x, t) 

e g y e n l ő t l e n s é g e k , a h o l [Ux(t), Vx(x,t)~\ a Q 1( í ) -hez t a r t o z ó m e g o l d á s r e n d s z e r , 
[Í7(í), V(x, / ) ] p e d i g a Q(t) = l - h e z t a r t o z ó m e g o l d á s r e n d s z e r , a m e l y e t az 
e lőző p é l d á k s o r á n exp l i c i t a l a k b a n k i s z á m í t o t t u n k . 

A n a g y t ü r e l m e t i g é n y l ő r é s z l e t s z á m í t á s o k a t Adler György és Csukás 
Andrásné m u n k a t á r s a i m , t o v á b b á Révai Katalin m ű e g y e t e m i t a n á r s e g é d 2 ) 
v é g e z t é k . Czipszer János k a r t á r s a m az egész k é z i r a t o t g o n d o s a n á t n é z t e , 
és s z á m o s é r t é k e s m e g j e g y z é s t t e t t . A d o l g o z a t m á s o d i k f e j e z e t é b e n t á r g y a l t 
f e l a d a t o k r a Pál Sándor k a r t á r s a m i r á n y í t o t t a r á a f i g y e l m e m e t . É r t é k e s 
s e g í t s é g ü k é r t m i n d a n n y i u k n a k e z ú t o n is k ö s z ö n e t e t m o n d o k . 
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ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
И ДИФФУЗИИ СО СЛОЖНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ, I . 

Г. Фрейд 
P е з ю м е 

Мы будем исследовать линейное уравнение теплопроводности (1) с однородным 
начальным условием (6), если на конце стержня выполняются краевые условия (4) и (5). 
Через U(t) обозначим другую искомую функцию, которая должна удовлетворить началь-
ному условию Í7(0) = Lr

0. 
Физически это означает, что один конец стержня связан термически с точечным 

телом конечной теплоемкости. U(t)—это температура точечного тела, a V(x, t) —стержня. 
Мы рассматриваем следующие случаи (распадающие в свою очередь на дальнейшие под-
случай : 

A ) в одном направлении бесконечный стержень ; 
B) другой конец стержня теплово изолирован, т. е-. Vx(l, t) = 0 ; 
C) на другом конце стержня поддерживается постоянная температура ; 
D) другой конец стержня термически связан с тепловым резервуаром известной 

температуры Z(t). Поэтому при x — I должно иметь место краевое условие (32). 
Метод решения состоит в том, что мы ищем неизвестную функцию V(x, t) в виде 

такого свертывания двух функций, которое заведомо удовлетворяет как дифференциаль-
ному уравнению,'так и однородным начальным условиям, а в случаях А), В) и С) также 
и краевым условиям на другом конце смержня. Таким образом мы приходим к интеграль-
ным уравнениям типа свертывания, разрешаемым с помощью преобразования Лапласа. 
Этот метод применяется также при решения одной задачи теплопроводности с цилинд-
рической симметрией. 

В последней части мы даем распространение теоремы Тихонова о теплопроводности 
на рассмотренные задачи. С помощью этой теоремы доказывается, что решения однозначны 
и краевые условия поставлены корректно. 

2 K ö z l e k e d é s i M ű s z a k i E g y e t e m , Szo lnok , M a t e m a t i k a i T a n s z é k . 
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Ü B E R WÄRMELEITUNGS- UND DIFFUSIONSPROBLEME MIT ZUSAMMEN-
GESETZTEN RANDBEDINGUNGEN, I . 

G. F R E U D 

Zusammenfassung 

Es werden Lösungen der linearen Wärmeleitungsgleichung (1) mit der homo-
genen Anfangsbedingung (6) untersucht, wo am Ende des wärmeleitenden Stabes die 
Randbedingungen, (4) und (5*) erfüllt sind. ü(t) ist eine weitere unbekannte Funktion, 
deren Anfangswert, U(0) = U0, angegeben werden muss. Physikalisch bedeuten 
diese Randbedingungen, dass der wärmeleitende Stab an einem Ende mit einem punkt-
förmigen Körper von endlicher Wärmekapazität in Wärmeaustausch steht. U(t) bedeu-
tet die Temperatur1 des punktförmigen Körpers und V(x, t) die Temperatur des Stabes. 

Folgende Fälle werden (auf weitere Unterfälle geteilt) behandelt : 
A ) einseitig unendlich langer Stab ; 
B) das andere Ende des Stabes ist thermisch isoliert, d. h. Vx(l, t) = 0 ; 
G) das andere Ende des Stabes wirtl dauernd auf der Anfangstemperatur 

des Stabes gehalten, d. h. V(l, t) = 0 ; 
D) das andere Ende des Stabes steht in Wärmekontakt mit einem Wärme-

hälter vorgeschriebener Temperatur, also besteht dort die Randbeding-
ung (32). 

\_Z(t) — Temperatur des Wärmebehälters]. 
Die Lösungsmethode besteht darin, dass V (x, t) in Faltungsform angesetzt 

wird, welche das Erfülltsein der partieller Differentialgleichung und der homogenen 
Anfangsbedingimg, und im Falle A) , B) , und C) sogar das Erfüllstein der Rand-
bedingung am anderen Stabende, in Evidenz setzt. Somit entstehen Integralgleichun-
gen vom Faltungstypus, welche mit Hilfe der Laplace-Transformation gelöst werden. 
Dieselbe Methode wird zur Lösung, eines Wärmeleitungsproblems mit zylindrischer 
Symmetrie angewandt. 

I m letzten Teil wird eine Ausdehnung des Satzes von Tilionow bezüglich der 
Wärmeleitung auf die behandelten Probleme angegeben. Hieraus wird gefolgert, dass 
die Lösung eindeutig ist, und die Randbedingungen sachgemäss gestellt sind. 
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